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UBER DIE IN DIE DIFFERENZENRECHNUNG
UBERSETZTEN KLASSISCHEN
ORTHOGONALEN POLYNOME

Von
PETER LESKY
Mathematisches Institut der Universitidt Innsbruck
‘ ( Eingegangen am 27. Oktober 7960.)
(Revidiert am 23. September 7967.)

1. Die klassischen orthogonalen Polynome wurden in den Arbeiten [1] und
[7] des Verfassers derart in die Differenzenrechnung iibersetzt, daB sich die
Analogie zwischen Differential- und Differenzenrechnung in der verallgemeinerten
Rodrigues Formel ausdriickt. Das heifit zur Rodrigues Formel

- B __1_ dn o a<x=<b,
(1) Gy = Fux) = ) L PEXET, 0,1,2,....;

lautet die Ubersetzung

@) Coyup = Frp =

Av{anan—l' s 'Xn——V+1}7 Fo,n =1,

n=AA+1,...,B-1,B,
v=12,...,N,
N = B- A (positiv ganz oder unendlich).
Darin bedeuten C, und C, Normierungsfaktoren, p(x) und p, Gewichtsfunktio-

nen und X(x) bzw. X, Polynome hochstens zweiten Grades in x bzw. in n. Das
Differenzenzeichen ist in der iiblichen Art

'k
3) Ay, = ATy, ) = Yy (1

k=0,1,2,...

Jyv,n+k—1+ e +(—— l)k yv,n’

erklart.

Von der Rodrigues Formel (2) ausgehend wurden in [1] und [7] alle Moglich-
keiten fiir die Gewichtsfunktion p, und die Polynome X, angegeben, fiir die F,,, ein
Polynom wv-ten Grades in n ist. Diesem Weg, der von manchen Autoren fiir
die klassischen orthogonalen Polynome beschritten wird (z. B. in [2]), steht
unter anderen Methoden® diejenige gegeniiber, die diese klassischen orthogo-

* So kann zum Beispiel die Charakterisierung der klassischen orthogonalen Polynome.
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung des Sturm-Liouvilleschen Typs aus erfoigen.
Eine Charakterisierung dieser iibersetzten Polynome durch Differenzengleichungen 2.. Ord-
nung des Sturm-Liouvilleschen Typs soll einer anderen Arbeit vorbehalten bleiben. Uber die
verschiedenen Charakterisierungsmethoden vergleiche man etwa mit [5], wo sich eine ausfithr-
liche Literaturangabz befindet. .
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nalen Polynome mit Hilfe einer Pearsonschen Differentialgleichung fiir die Ge-
wichtsfunktionen der Polynome ableitet (z. B. in [3]). Diese letztgenannte
Methode bietet gegeniiber der ersten den Vorteil, daB sich die Differential-
gleichungen der Polynome (wie etwa in [4]) und die Tatsache, dafi auch die
Ableitungen der Polynome Orthogonalsysteme bilden?, auf wesentlich einfa-
chere Art beweisen laBt. :

In den folgenden Ausfithrungen sollen nach dem zweiten Verfahren die
in die Differenzenrechnung (iibersetzten klassischen orthogonalen Polynome,
ausgehend von einer der Pearsonschen Differentialgleichung analogen Differen-
zengleichung, abgeleifet werden.

2. Unter (A, B) verstehen wir ein endliches oder einseitig unendliches
Intervall (A= — <« oder B= )3, fiir das im endlichen Fall N=B— A (positiv
ganz) gilt. Fiir die Gewichisfunktionen p, der gesuchten Polynome gelte die
Differenzengleichung
(a) Xn+1pn—k1:Qn+1pnr n:AyA+17'"?B_,1.7ByB+17"'74)

n der Q,+, und X, 4, Polynome hochstens zweiten Grades in n sein sollen, die

o in n? immer denselben Koeffizienten®

haben. AuBerdem sollen zur Giiltigkeit der folgende Satze noch die Bedingun-
gen erfiillt sein:

(C) ‘ pn>0: n:A,A-i'],...,B-—],B,

(d) X1 =0, n=AA+1,...,B—-1,
. ‘ B
(8) . ypn<°°7
n=A
) PnXpSn =10 fiir n=A und n=B+19

2 Die Orthogonalitit bezieht sich zwar auf das gleiche Intervall (4, b), aber auf eine
gednderte Gewichtsfunktion (vgl. [3} s. 37). _

3 Die Unmoglichkeit eines beiderseitig unendlichen Intervalles ergibt sich im Punkt 4
dieser Arbeit. :

4 Diese Erweiterung iiber die Intervallgrenze B hinaus, die nur im Fall B endlich sinnvoll
ist, hat keinen Einfluf auf die restlichen Bedingungen. ’

5 Fiir ein lineares Q,4,; bedeutet das auch ein lineares X,i, und umgekehrt.
(a) ist gleichbedeutend mit der Form (cn®+dn+e)dp, = (an+b)p,, einer sinngemiBen
Ubersetzung der Pearsonschen Differentialgleichung. Eine solche Pearsonsche Differenzen-
gleichung wird bereits in [6] verwendet und aus ihr eine Differenzengleichung fiir die orthogo-
‘nalen Polynome hergeleitet, die allerdings wesentlich komplizierter als die in (10) angegebene
ist, weil der V. die Gleichung (14) nicht beriicksichtigt. '

¢ Es handelt sich dabei eigentlich um die Grenzwerte lim p,- X,-s, =0 fiir n— A¢y) und
n—B+ ](_).
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fiir jedes Polynom s, beliebigen Grades in n.
Unter diesen Voraussetzungen gilt der
Satz 1. Die Ausdriicke

1 .
Fv,n = —Ay{anan—l' <. 'Xn—v+1}’

n

n=A A+l,..., B-1,B,

v=12...,N

N = B— A (positiv ganz oder unendlich),
Fono=1, "

stellen Polynome v-ten Grades in n dar und bilden ein im Intervall ( A, B) beziiglich
der Gewichtsfunktion p, orthogonales System.

Zum Beweis bendtigen wir die partielle Summation, die dem Sinne nach der
partiellen Integration entspricht. Aus der Produktregel

4) A(lln Vn) = unAVn+Vn+1Aun .
folgt deren Darstellung
B - B
(5) S uMvy, = (v, nZa T — SV du,,
n=A ) n=A :

wenn man die in (3) gegebene Definition der Differenzen beriicksichtigt.
Setzen wir w=v voraus und wenden sukzessive die partielle Summation
an, dann ergibt sich fiir die Summe

B ' .
anFv an — 2, FﬂnA [an Xn— ) Xn—w+1] =
n=A n=A .
(6) = {F#,n Av—'l[pn n-- 'Xn'—v—l—l]—-AFﬂ,nAy 2[pr‘z—l—l‘)(n-}-l)( n u+2]+ +

YA Xy X DRET (1) S,
. n= A
'[pn+vXn+v' . 'Xn+1]' 1
Wir zeigen zundchst, daB diese Summe fiir w<v verschwindet. Zu diesem
Zweck bendtigen wir die Formel

(7) .Ak[anan——l' T 'X‘n—v+1] = anan—l' e 'Xn——1'+k+lt:{'f{r’n
k=0,1,2,...,v—1,

in der t% ein Polynom hichstens k-ten Grades in n ist. Den Beweis von (7)
erbringen wir durch Induktion: Fiir k=0 ist (7) evident. Gilt (7) fiir irgendein
k(k=0,1,2,..... , v—2), dann folgt unter Verwendung von (@) fiir k+1

A, X Kl = Apo Ko Koiall] =

— 179} N
= ann' e 'Xn—w+k+2[Qn+1tvn+1 Xn u+k+1t

= ann"_ e Xn~v+k+2t£kn+1)
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Das Polynom f{*V ist wegen (b) wieder hichstens von (k+ 1)-tem Grad in n.
Durch leferenzenblldung folgt aus (7) fiir k=v—1

(") AP, X Xy g o Xy 1] = Palils

und schlieBlich mit Hilfe von (7) und der Bedingung (a), deren Geltungsbereich
zu diesem Zweck auf n=B+1, B+2,.... erweitert wurde, die Formel

A prrica Xnr i1 Xntiar 0 Xpwin] =
(8) = Qi aQutica - QuirPn Xulbr?i 1, i=1,2,,

Wegen (8) und (f) verschwinden die in der geschlungenen Klammer von
(6) stehenden fallenden Differenzen, wahrend man aus (7') erkennt, daB die
Ausdriicke F,, Polynome hochstens v-ten Grades in n sind. Dadurch ver-
schwindet fiir < w die in (6) rechts stehende Summe und dieOrthogonalitit der
Polynome F,, ist bewiesen.

Fiir p=v ergibt sich aus (6) der Normierungsfaktor

B B
) anF%,n:(—l)VAv wn o Ly [pn'f'vXn‘*‘v""'Xn-Fl]) v=12...,N.
n=A n=A :
Es ist leicht einzusehen, daB die in (9) rechts stehende Summe immer endlich
ist. Im Falle eines endlichen Intervalles (A, B) ist diese Endlichkeit bereits
durch die Bedingung () gegeben. Ist hingegen B= , dann kann man zufolge
der Bedingung (f) immer ein K, und ein n, finden, sodaB
PrtvXntvXnto_g - - Xpt1 é% fiir nzn,

gilt; das heiBt auch in diesem Fall bleibt die Summe endlich. Analog verfdhrt
man bei A= — oo,

Wir miissen zuletzt noch den Beweis erbringen, daB F,, genau von v-tem
Grad in n ist. Wére F,, von einem niederere Grad als v in n, dann wiirde (9)
verschwinden und F,, kdénnte nur identisch null sein. Das bedeutet aber, daB
DPn Xn Xpu—q- - .- X,—,+1 ein Polynom von hﬁchstens (r— 1) tem Grad in n wire.
Das wiirde wiederum zur Folge haben, daB p,-X, in n hochstens vom nullten
Grade ist und nur, wenn es identisch verschwmdet die Bedingung (f) erfiillen

kann.
Somit sind alle Teile des Satzes 1 bewiesen.

3. Sarz 2. Die Polynome, die durch Dlﬁerenzenbzldung aus den urspriing-
lichen Polynomen entstehen

AF, o ks v=Fkk+1,...,N, n=AA+1,...,B—1,B,
bilden fir k=0,1,... ein im Intervall (A,B) beziglich der Gewichisfunktion
Pin = PaXnXno1 - Xn_psn Pon = P
orthogonales System. Fiir die Polynome F,n gilt die Differenzengleichung
(10) Qn+a F:v,n+2+[VAXn+1—Qn+v+2—Xn+1]Fv,n+l+Xn+1Fv,n =0,

v=20,1,2,...,N.
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Wir ergénzen zunéchst die zu diesem Beweis erforderlichen, in Punkt 2
gestellten Bedingungen: -

@) Xpv1owlint1s = Queslin, n=A+kA+k+1,..., k=12,3,...,
(") Pin = 0, n=A+k A+k+1,...,B—1,B,
{d" e Xp+1-0=0, n=A+k A+k+1,...,B—1,
B
(e/) Zpk,n< oo,
n=A

Den Beweis fithren wir zundchst fiir k=1. Wir wollen also zeigen, daB

B
(11) Zpl,nAF,,,n_.]_AF”,n_]_:O fﬁr p £ U
=A

n
gilt. Die partielle Summation (5) wieder anwendend, erhalten wir

B
anXnA Fv,n—IA Fﬂ,n—l = [annA Fr,n—l'FM,n~1 Z: ,) il

© n=A
{12) B B
- 2 FH,nA[annA Fv,n—l]: - Pn FM,n[Qn‘l—lA Fv,n;XnA Fv:n~1]'

n=A n=A

wenn wir die Bedingung (a) und (f) zur Umformung verwenden. Das in der
eckigen Klammer stehende Polynom

qv,n - Qn+1AFcr,n_XnAFu,n-1

hat auf Grund der Bedingung (b) in n hochstens den Grad .

Setzen wir » < u voraus, dann ist wegen der Orthogonalitédtseigenschaft der
Polynome F,, die in (12) auf der rechten Seite stehende Summe null; dasselbe
gilt wegen der Symmetrie des Ausdruckes (11) fiir w<w, also ist (11) bewiesen.

Das Polynom g¢,, ist orthogonal zu allen Polynomen F,, beziiglich der
Gewichtsfunktion p,, im Intervall (A, B) (u < »), daher muB ¢, , bis auf einen
beziiglich n konstanten Faktor mit F,, iibereinstimmen. Das bedeutet die
Giiltigkeit der Differenzengleichung? :

(13) Qu+:14F,,—~-X,4F,, , =—-C,F,,, v=0,1,2,...,N.
Durch Induktion folgt unter Verwendung der Beziehung

pk,an—k = Pr+1in
schlieBlich leicht die Orthogonalitdt aller 4*F, i fiir k=1 beziiglich der Ge-
wichtsfunktion p,, in (A, B).

? Diese Differenzengleichung kann man auch in der Sturm—Liouvillescien Form
QutsPFypn +(Quty— Xn+)AF, n= ~C, F, 4+, anschreiben.
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Von dem Beweis der Differenzengleichung (10) fehlt noch die Bestimmung
der Konstante C, in (13). Setzen wir

= DX X - Xn—v+1’ Voon =Pn>
v=1,2,...,N, n=AA+1,....B,
dann ergibt sich mit Hilfe der Bedingung (a)
X140, =V, [Q 1= Xpyial »=0,1,2,..,N.
Bildet man auf beiden Seiten die (v+ 1)-te Differenz

(V+ I’AVV””AZX ’L(v+])Av+1anAXn+1+A 2 v, Xn+2 -

=+ DAY, 4Qn+, 41+, Qe — (0 + DAY, AX 4 —
— A, X,
und ersetzt die hochsten Differenzen in der folgenden Art:
A, = Po o, A+, = Ap,F,y), A+2y, = A(p, F, L),
dann ergibt sich wieder unter Heranziehung der Bedingung (a)
P+ 1iQ@nte Fontat Fone1(WAX 41 X1~ Qpiyra)} + -

1
+Pnln [Qn+v+1_7)AQn+v+1+ [V; ]AZX,I] = 0.

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB Q, ein Polynom hochstens zweiten
Grades in n ist und mit Erfiillung der Bedingung (0) 42°X,=4%Q,, gilt, 148t sich
der Ausdruck in der eckigen Klammer folgendermaBen vereinfachen:

+1 .
(14) Qn+,,+1_"VAQn+,,+1+ (V 2 }Azxn = Qn+1'

Noch einmal die Gleichung (a) anwendend erhdlt man schlieBlich
Qn+2 vn+2+(VAXn+1 Qn+ o n+1)Fvn’.|'1+Xn 1 - 0

die in Formel (10) des Satzes 2 behauptete leferenzenglelchung Die Konstante
C, in (13) hat daher die Gestalt

(15) Cv = VAXn_Qn+v+1+Qn+1’
die sich mit Hilfe der Gleichung (14) leicht auf die Form

(15) c, = (”*2 I]AzanrvAXn—-vAQmﬂ

bringen 1aBt, aus der man unmittelbar die Unabhéingigkeit von n erkennt.s

8 Dieselbe Beziehung ergibt sich durch Einfﬁhrung von (a) in die bereits in [1] abgeleitete:
Differenzengleichung,



UBER KLASSISCHE POLYNOME 9

4. SchlieBlich wollen wir die verschiedenen Fille in der Differenzen-
gleichung (@) untersuchen und auf diese Art zu den iibersetzten klassischen
orthogonalen Polynomen gelangen.

I) Q.+, und X+, sind vom zweiten Grad in n.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir mit Riicksicht auf die
Bedingung (b) setzen:

(=) (b2 = M)py s = (M=) (@ =1)p,.
Die Losung dieser Differenzengleichung erster Ordnung ist
I'(n—a)I'(by+1—n)
I'(n—b,)1'(a,+1—n)

Wir beriicksichtigen die Bedingung (d) fiir X ;=(n—1b;) (b,—n) und erhalten
die Ungleichung

Pn=

(16) b<n<b2, n=AA+1,...,B-1

Auf Grund der Bedmgungen (¢) und (d) muB auch Qnﬂ_(n—al) (az—n) fiir
n=A, A+1,. B—1 groBer als null sein, sodal sich noch die zweite Un-
gleichung

(17 a4, <1< a, n=AA+1,...,B-1

ergibt.® Die Bedingung (f) nimmt jetzt folgende Gestalt an:
I(n—a)l(by+2—n) _
I'n—1-b0)1"(ay+1—n)

(18) p,X, = fir n=A und n=B+1.
Es muf daher fiir n=A und n=B+1
I'in—1-5))- F(a2 1——n) = oo
sein; das ist wegen (16) und (17) dann und nur dann der Fall, wenn
nel—b =0 fir n—=A, d h b =A—I,
a+1—-n=0 fir n=B+1, d h a =B
ist.1° Der Zéhler von (18) darf wegen der Bedingung (¢) nicht unendlich werden;
das heiffit es muB gelten ) .
by+2-n=0 fir n=B+1, d h b,=B-1,
n—a; =0 fiir n=A4, dh a<A
. 9 Es koénnte auch b,=<n<b, und g, < n‘<a1 sein; in diesen Féllen kann man aber einfach.
Xp4q1=(n=0,)b, — 1) bzw Qn+y =(n=a,)(a, -- n) setzen, wodurch die Resultate gleich bleiben
und nur b, mlt by bzw. @, mit a, vertauscht wird. An dieser Stelle weisen wir darauf hin, daB

man bei zusammenfallenden oder komplexen Nullstellen von Qp+, und X, die Unerfiillbar-

keit der Bedingungen (a) bis (f) leicht einsieht.
* Wiére n—1-b,= -k fiir n=A, dann hatten wir b;= A+ k-1 im Widerspruch zur

Bedingung b, <n und analog a,= B~k im Widerspruch zu n<a,.
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im Einklang mit den Bedingungen (16) und (17). Wir setzen daher
by=B+o und a,=A-f-1

mit reellen Zahlen o und B, die beide gréBer als minus eins sein sollen. Es erge-

ben sich fiir den Fall 1 die Polynome

(19)

FO = I'(n—-A+DI'(B-n+1) A,{_Z‘(n~A+ﬁ+1)]’(B-n+a+v+1) '
T I(n—-A4+p+DNI(B-n+a+l) in—-A—v+1O)I'(B—n+1)

Setzen wir den in (2) auftretenden Normierungsfaktor C,=(—1)". (a+1; 1;v).

(f+1; 1;v)1, dann ergeben sich wie in [1] die veraligemeinerten Tschebyschew-
schen Interpolationspolynome

(v](n—A”B—n) v=0,12,...,N,
19y Y= S(—1yklv=kIl kT n=AA+h...,B-L 5
k=0 ﬁ—i—v—k”a-{—k N = B— A positiv ganz,
’ v—k k a, B reell > —1.

Die Differenzengleichung (10) hat fiir diese Polynome die Form
(n—~A+B+2)B~n—1)F, 1o+ vv+a+p+1)+(n—-A+1)-
(19 (2n—2A+B—-0a+2)—=(B-A)2n—-2A+B+3)|F, n+1+
+(n—A+1)(B—-n+w)F,, =0.

Die Polynome Q,+; und X, konnen auf Grund der Bedingung (b) nur
gleichzeitig vom zweiten Grad in n sein; daher ist als néchster Fall zu unter-.
suchen:

1) Q.+, und X, 1, sind vom ersten Grad in n.

Wir setzen (n—b)p,+,=C(n—a)p,;folgende drei Fille fiir die Losung dieser

Differenzengleichung sind von Interesse:

_ C'(n—a) . _ C'I'(b+1—n)_
@ = I(n—b) R ra+t—ny

Diskussion des Falles a:
Die Bedingung (f) hat dann die Gestalt

C'I'(n—a)
(20 Xabn I'in—bh-1)

und kann nur mit B= « erfiillt werden. Aus der Bedingung (d) ergibt sich fiir
diesen Fall b<n, sodaB (20) fiir n= A nur dann null wird, wenn

n—b—-1=0 fir n=A4, d h b= A-1

_ (=O)"
P = R = In=1)

fiir n=A und n=B+1

1 Das Zeichen (a; 1; n) bedeutet (a; 1; 1) = a(a+1a+2). . . (a+n-1).
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ist. Das Verschwinden von (20) fiir 1=  wird durch die Wahl der Konstante

C=e~7(y=0) erreicht. Der Zadhler von (20) darf wegen (e) nicht unendlich wer-
den, also muf

n—a=0 fur n=4, d.h a=A-1—¢«
mit einem reellen o> —1 sein. Fiir Ila findet man die Polynome
21) Fata — gn TUZAFD  pf o Pn—Adat 1)}
: I'(n—A+a+1) | T(n—A-v+1)

Setzen wir den in (2) stehenden Normierungsfaktor C,=v!, dann entstehen dar-
aus fiir y=1 die in [1] angegebenen Elemente der Laguerreschen Matritzen

Q1) yiHa) = %‘(-1)”"‘e—k(n‘“A+0¢+kJ[ﬂ—-A)’
k:lo k- V”“k,
v=0,1,2,...,
n=AA+1,...,

o reell > —1, _
Diese Polynome geniigen der Differenzengleichung
(n—A+o+2)F, yt+le(p—n+A-1)—v—n+A—a—2JF, ;,+
(21" : +e(n—A+1)F,,=0.

Diskussion des Falles b:
Die Bedingung (f) ist von der Form

—C"I'(b+2—n) _ 0
I'a+1—n)

und kann nur mit A= —e erfiillt werden. Aus denselben Uberlegungen wie
im Fall a setzen wir

(22) X,p,= {iir n=A und n=B+1

a = B; b= B+a; C = ev (y = 0)
mit einem reellen &> —1 und erhalten die Polynome
1- —
23)  Fuw = (_qyp-m LEXI=0) [, [(Bratv+l-n)
’ I(B+a+1-n) r(B+1-n) |

Setzen wir den Normierungsfaktor in (2) durch C,=w»! fest, dann erhalten wir
die Elemente der Laguerreschen Mairizen im Orthogonalitdtsintervall (— e, B)

(237 Vo = g?(—l)%lcev»k(BﬂLO‘—ﬂJrk)'B—nJ,
k=0 k vy —k
v=0,1,2,..., '
n=...,B—1, B,

o reell > —1
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mit der Differenzengleichung 4
e(n+1~B)F, 1o+ v—n+B4at+e(B—n—v—-1)|F, ,+
(23"y +(n—-B-a)F,, = 0.
Diskussion des Falles c:
Die Bedingung (f) lautet
(=cy"

ann: : =
I'(a+1—n)(n—b—1)

fir "n=A und n=B+1

(24)

und kann mit endlichen A und B erfiilit werden. Wegen (d) muB wieder b < n
sein, sodaB wir (f) durch die Festlegung

a=B, b= A-1
erfiillen. Die Konstante C muf immer negativ sein, daher setzen wir zweck-
maBig C=—D (D = 0). So entstehen wie in [7] die Polynome von Krawtchouk
. .
(25)° FUI10 = D="I(B+1—n)"(n+1— A)A”{ . = : 1,
: : I'(B+1—n){n+1—A-v)f

beziehungsweise nach Auflésung der »-ten Differenz (C,=v! gesetzt)

(25), yf:,InIC) — j(_ 1)1}’ka

k=0

n—AyiB—n)
{v—k) k J ’
v=20,1,2,...,N,
n=AA+1,...,B—1,B,
N = B— A positiv ganz,
D=0,
Fiir diese Polynome besteht nach (10) die Differenzengleichung
D(B=n—1)F, g+ [D(n i vi1=B)+v—ni—1+A]F, 11+
(25") A +(n—A+1)F,, = 0.
111) Q44 ist vom ersten Grad in n und X+, eine Konstante.
Wir setzen p,.,=C(n—a)p, und geben die Losung in der Form

=0y

26 n=———
(20) » P I'a+-1—n)
an. Die Bedingungen (c), (d) und (f) erfiillen wir mit A= — o durch die Festle-
gung :

I

a=25, C=—— (D=0
5 ‘( )
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und erhalten -die Polynome von Charlier

(27) FUID = (—1yD"I'(B+1 -—n)A”{—Dv*n },
: I'(B+1—n)
beziehungsweise in der Form
, v D% (B—n

@) = 30— }
v=20,1,2,...,
n=...,B—-1,B,
D=0,

- wenn man C,=vp! sefzt. Die Differenzengleichung fiir diese Polynome hat die
Form

(27" (n+1-BYF,no+(B+D—n—v—1)F, 11— DF,, =0.
IV) Q.+, ist eine Konstante und X, vom ersten Grad in n.
Wir setzen (n—b)p,+,=Cp, mit der Losung
cn

:rm»m'

Die Bedingungen (c), (d) und (f) erfiillen wir jetzt mit B= « durch die Fest-
legung

(28) P

b=A—1, C=D (D =0).
Wieder entstehen die Polynome von Charlier
Dt’l
(29) FUV) = D" (n— A+ 1) A" ,
’ 'n—A—-v+1)
und mit C,=»! in der in [1] dargstellten Form
) v Dk (n— A
{29’ . (1’;/) — —1)* ( J
(29") W = 3
v=2012,...,
n=AA+1,...,
D= 0.

Diese Polynome geniigen der Differenzengleichung _
(29") DF, 3 +[v—n+A—-1-DJF, o, +(n—-A+1)F,, =0.

Damit sind bereits alle Moglichkeiten fiir die Differenzengleichung (a)
behandelt, denn der Fall Q4+, und X, +, konstant 148t sich mit den Bedingungen
{@) bis (f) nicht mehr in Einklang bringen.
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1. Introduction

In a recent paper [3]* I proved that every infinite matrix belonging to
the multiplicative group G(R) of non-singular row-finite ([1], page 6) matrices
can be expressed as the product DN of a both row- and column-finite matrix
D and a normal matrix N, and that D is a trivially convergent infinite right
product of strings (|3], section 3) which has a unique two-sided row-finite recip-
rocal D1, I could not prove that D1 is column-finite so that D does not appear
to belong to the subgroup -G(R, C) of both row- and column-finite matrices,
while N belongs to the subgroup G(N) of normal matrices. 1t was shown there
how D can be constructed when A and A-?* are given, but I have not attempted
to show how every matrix D of that type can be constructed, because the trivi-
ally convergent right product of strings need not be row-finite ([3], section 3).
Hence the results there do not enable us to construct every matrix in G(R).

The present paper gives more accurate information about the structure
of G(R) by showing that every matrix of G(R) is the product of a normal matrix
and at most four strings or alternatively the product of a normal matrix and at
most one permutator and two upper normal strings. The first result shows that
G(R) is generated by two subgroups: the subgroup G(N) and the subgroup
G(S) which consists of all finite products of strings. The second result enables
us to construct every matrix of G(R), since normal matrices, upper normal
strings and permutators can all be constructed in an elementary way.

1t will also be proved that every permutator is the product of at most two
strings ** and we obtain information about the string structure of other subgroups
of G(R). In particular every matrix in G(R, C) is the product of at most six
strings so that G(R, C) turns out to be equal to G(S).
These results can also be interpreted as information about the structure of
bases in the linear vector space o of finite sequences. A set b, = (bpy, bpg +- ),
n=1,2, ..., of finite sequences is a base of ¢ if every finite sequence can be
expressed unlquely as a finite linear combination of them. This-is equivalent
to the matrix B = (b, ,) being in G(R). A base which forms the rows of a string
matrix can be described as follows:
Let O=s§,<8<S,< ... be an increasing sequence of integers and ¢,
(n=1, 2, ...) be the subspace of sequences x=(x,) such that x,=0 for k=s,_,

# Numbers in square brackets indicate references at the end of this paper.
*% This result has been obtained independently by J. DEnes and C. PAszTor by
considering the cycles of a permutation. Their interesting joint paper will appear soon.
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and for k>s,. Then ¢ is the union of the finite dimensional subspaces ¢, and
if B,, is a base of ¢, the direct sum of the bases B, may be called a string base
of ¢, since the matrix of B,+ B,+ ... is a diagonal string.

Our main result states that every base of ¢ is the product of a triangular
base and of at most four string bases or alternatively the product of at most
two upper triangular string bases and of the permutation of a triangular base.

There is also an obvious interpretation in terms of basic sets of polynomials
introduced by J. M. WHITTAKER [4] and [5], where a simple set corresponds
to a triangular base, and the set , '

Pk(z) = 2 (bk'jzj) for Spor <k =35,

Sp—1=<J=%n

corresponds to a string base.

The paper concludes with the statement of some open questions.

For infinite matrices we shall mainly use the notation and terminology of
R. G. CookE’s book ([1], mainly chapters 1 and 2), denoting matrices by
capital letters A, B, with elements a,,, b,,, ... n,k=1, 2, ... in a field.
The matrices considered will be either all row-finite or all column-finite so that
the products exist and are associative. By Dienes’s theorem [2] in the algebra
of row-(column-)finite matrices a matrix has a two-sided reciprocal if and only
if it has a unique one-sided reciprocal.

The unit matrix will be denoted by I, the transpose of A by A’, the two-
sided reciprocal by A-1. A permutator P is a matrix obtained by permuting
the rows or the columns of the unit matrix and PP’ =P'P=1.

We shall call a matrix non-singular of a certain property (for .example:
non-singular row-finite) if it has this property and has a unique two-sided recip-
rocal with the same property.

2. Diagonal beads and strings

If we replace by a non-singular hx & matrix those elements of the infinite
unit matrix which are in / successive rows and columns beginning with the -
r-th row and r-th column and ending with the s-th row and s-th column, we
shall call the matrix thus obtained a diagonal (r, s)-bead or shortly a bead. The
shape of the bead is given by the positive integers r and s, where 1=r=g,
and the size of the bead by A= 1+s—r. An (r, s)-bead B is also an (r’, s")-bead for
r’'=r=s=s’, and if either r'<r or s'>s we shall call the (r’, s")-bead B+ an
expansion of B. Thus we regard B+ as a bead of larger size than B, while the
matrices B+ and B are equal.

An (', s') -bead will be said to cover an (r, s)-bead if r'=r and s=s'. The
product of two beads is a bead that covers both.

Given an infinite matrix A=(a, ;) we denote by A(r, s) the finite submat-
rix of A for which r=n;k=s and we shall say that A(r, §) is in the range of a
bead B it B is an (r, s)-bead. We shall say that a set of beads B, covers a matrix
A if every non-zero element of A is in the range of at least one B,,.

An (r, s)-bead and an (', s’)-bead will be said to overlap it r<r'=s<s’,
joined if one covers the other or if they overlap; touch if r'=s+1; disjoint if
rr=s+1. ,
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A sequence B,, of (r,, s,)-beads will be called a descending sequence of
beads if r,,<r,+; for every m. If A is both row- and column-finite and if B,
is a descending sequence of beads, then we can expand the beads so as to ensure
that B} is a descending sequence of beads that covers A. This can be done in
many ways, for example by expanding each B,, until B}, covers both the m-th
row and the m-th column of A.

A sequence B, of beads will be called an interlocking sequence of beads
if for each m the pair B,,, B,+; overlap and the pair B, B, ., touch. .

If B, is a descending sequence of disjoint beads such that B,,;, touches B,
then the infinite product § = ITB,, exists and is commutative and associative.
We shall call such a product a diagonal string or shortly a string. This is a both
row- and column-finite matrix and has a two-gided reciprocal S-1=IIB;1
which is a string.

Given any descending sequence of beads the right product B=5B; B, ...
exists even if it is not a string and so does the left product ... B, B;. Moreover
By B, ... has a left reciprocal ... Bz* Byl Also the right product is column-
finite and the left product is row-finite. All that follows from considering the
first n rows and the first n columns of the finite products B;B, ... B,,
B,B,.,...B, BBl ...Bi'B,B, ... B,, which are each unaltered in
further multiplications. 1t follows similarly that if A is any matrix (not neces-
sarily row- or column-finite) AB;B,... and ...B, B, A exist and are associative.
But B;B, ... need not be row-finite and (BB, ...) (... By' B3!) may not
be the unit matrix or may not exist. For example if B, is the column-combina-
tor which adds p-times the m-th to the (/n+ 1)-th and then p-times the (m+ 1)-th
to the m-th column, B,B, ... is not row-finite if p+40, and the existence and
value of this postmultiplied by the left product of reciprocals depends on the
value of p.

If B, is a descending sequence of beads, the product B=B;B, ... is a
string if and only if the matrix covered by the sequence B,, has an infinity of
7narrow waists” that is if the product B;B, ... B, and the bead B, are
disjoint for an infinite subsequence of the positive integers m=m,. Then the
“fusion products”

(1  B(m,) = . B, my=0<my<ms=..., pw=12, ..

My =i=Ty,

form a descending sequence of disjoint beads, and

B = ByB,...= B(m;)B(m,). ..

is a string.

If the product B=B,B, ... is not a string, we can define the sequence
m, so as to make the sequence of fusion products B(m,) in (1) an interlocking
sequence of beads. We first take my large enough to ensure that all ,narrow
waists” are inside B(rm,), then there remains at least one bead overlapping B(m;).
Next we construct B(m,) as the fusion product of all the beads that are joined
to B(m,), and there is only a finite number of them. This leaves at least one
bead overlapping B(m,), and we proceed in a similar way but always expanding
B(m,,) to touch B(m,). We have thus proved:

2 Annales
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THEOREM 1. If the matrix A is both row- and column-finite and it B,, is
any descending sequence of beads, then we can expand and fuse the beads so that
the resulting sequence B(m,) of beads covers A and that these beads form either a
string or an inferlocking sequence. Moreover II,B(m,)=1I1I,B

The numbers m, indicating the “narrow waists” describe the shape of a
string. Any string can be regarded as a string described by an infinite sub-
sequence of the sequence m, by fusing neighbouring beads, the string of fused
beads covering the original one. Two sirings described by the sequences m,
and m; will be called conformal if there is a string that covers both, i. e. if
m, und m,, have a common infinite subsequence. The product of two conformal
strings is a string conformal to both. In general the product of two strings is not
a string, but it is a non-singular both row- and column-finite matrix. Strings
generate the group G(S) the members of which are all the finite products of
strings. Thus G(S) CG(R, C).

3. The group (R, N’) of row-finite upper normal matrices

Multiplication of row-finite upper normal matrices is associative and the
product is row-finite upper normal. Hence non-singular row-finite upper nor-
mal matrices form a multiplicative group G(R, N') which is a subgroup of
G(R, C).

THEOREM 2. A non-singular upper normal malrix is either a string or the
product of two upper normal strings.

Proor. Let A belong to G(R N’) then so does A-. We multiply the first
column of A-* by 1/ajl, and then add suitable multlples of the new first
column to a finite number of the other columns to reduce all their first elements
to zero. Thus we obtain the matrix A-1U,, (where Uj is an upper noermal bead),
belonging to G(R, N’), and the first row of A-1U, is (1, 0,0, ...). We continue
the same type of operation with the second column of A-1U, and proceed in
the same way. The sequence U, is a descending sequence of beads, the pro-
duct U U, ... exists and A-Y (U, U, ...)=1.

But U=U,U, ... is upper normal, hence it is the unique upper normal
reciprocal of A-1, so that U=A. If U is not a string, using Theorem 1 we
expand and fuse the beads to obtain an inferlocking sequence V,= U(m,)
of beads that covers A and such that ViV, ...=A.

We consider the product V,Vy.;, and we partition the beads so that the
square matrix which is in the range of both is one part in both. The illustration
here shows that part of the matrices which is in the range of one bead or the

other:
B,Lt R,u O I,u-}-l O O
V,u = [ 0 CM 0 :l, VH+1 = [O B;,H—l R/,H—l},
0 0 I, 0 0 Cut1

B# RﬂBM-H RﬂRﬂ—f-l
ViVisr = [0 CuBut1 CﬂRﬂ-l—l:I

0 o0 Co1
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where By, C,, Buyq, Cuyq are upper normal Ry, Ru,q are rectangular and I,
I,.4+4 are unit matrices.

Now V, and V., are joined to one other bead only, so that in the infi-
nite product ViV, the place of the term R,R,,, is finally occupied by
the term C,-; R R,Hrl ure (With Cy = I). But V.V, = A, the sequence
V. covers A, and C,—y, B+, are non- smgular square matrlces hence :

R RM+1~O for every pu.
We observe now that V Vuﬂ—WMﬂWM, where

Fla O 0 “B, RuBui1 0
Wit 0 Cu CMRM+1:|> W, = } 0 Bui1 0O ]
0 O Cus L0 0 I,

Here W4, is the same size bead as V,,, and W, the same size as V,. It fol-
lows that V, and W, are not joined to V, or W when |v— p|=1, ‘and that
therefore all such pairs commute., Thus

V V V 2n+2 - W2W1W W W, n+2W2n+1
.= W W W2n+2W1W3 W2n+17

which shows that the matrix A=V,V, ... and the product 8281 of the two
strings S,=W,W, ... and S;=W,W, ... have the same leading 2nx 2n sub-
matrix, and hence A=S,S,. This proves the theorem.

COROLLARY. A similar result holds for non-singular column-finite normat
mairices.

4. The group G(P) of permutators

A permutator matrix is the rearrangement of the rows or columns of the
unit matrix. A permutator string of (15 s-beads rearranges separately each
set of rows or columns with suffixes n in the set r,=n=s,. Hence instead of
permutators we can investigate rearrangements of the positive integers and
transfer the result to the matrices corresponding to the rearrangements.

THEOREM 3. A permutator is either a string or the product of two strings.

Proor. If a permutation is not a string we shall construct two sequences
a,, b, of integers in succession such that O=q=b<a;<b<ay<by<
and partition all positive integers n into sections A,, B, with n belonging

to A, for a,_;<n=a,,
to B, for b,_;<n=b, r=1

Let P = p,p, ... be a rearrangement of the positive mtegers, s0 that
p, is the integer in the n-th place. We shall say that p, is on A,
oron B, if n is in A, or in B, and a permutation over B, will rear-
range numbers p, on B, only. We first take ¢, >1, and define b;>¢; so that
the numbers p, on B; should contain all the numbers in A,. There is a permu-
tation Py over B; that moves all the numbers in A, onfo A,. Next we define
a,=my+ 1, where m; is the greatest element p,, on B;, and this will ensure that

P
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the numbers on B;N A, are all in A,, but that there remain numbers in A,
not on B,;. Next we define b,>a, so that the numbers p, on B, should contam
all the remaining numbers in A,. Then there is a permutation P over B, that
moves the remaining numbers of A, onto A;N'B,. Proceeding in the same way
we define a,=m,_,+1, b,>aqa, and P,, and the permutations P, each over B,
form a string such that PP,P, ... contains the numbers in each A, arranged
in some order on A,. Hence a second string of permutations with each bead over
one A, will rearrange all the positive infegers into their natural order. it follows
that the product of the reciprocals of these two strings in the reverse order is
the permutator P,

5. The group G(R) of row-finite matrices

The group G(N) of normal matrices and the group G(S) generated by strings
are obvious subgroups of G(R), and so is G(N) G(S) the soubgroup generated
by both. To prove our main result we need the following [3, (3.1)]

LeMMA. The product of a normal matrix and a string can also be expressed
as the product of a string and a normal matrix and conversely.

. Proor: If M is normal, B=B,B, ... a string, M, the square submatrix
of M in the range of B,, and BnMn:C,,, then C=C1C2 ... is a string and
BMC~*=N is normal so that BM=NC.

THEOREM 4. (1) Every non-singular row-finite matrix is the product of a
normal matrix and of at most one permutator and of at most two upper normal
strings in this order or in the reverse order.

(2) Every non-singular row-finite matrix is the product of a normal matrix -
and of at most four strings in any order.

Proor. We shall say that m is the depth of a matrix column if the first
non-zero element in that column is the m-th. A normal matrix has one column
each of depth 1, 2, .... First we shall show that if A is a non-singular row-
finite matrix than there are upper normal beads Uy, U,, ... such that AU U, .
U, has just one column each of depth 1, 2, ..., n, not necessarily in this order.

The matrix A has only a finite number but at least one column of depth 1,
since the first row cannot be a zero row. We operate with the first such column
adding to the other columns of the same depth suitable multiples of it so as
to increase their depths. This amounts to post-multiplication by an upper
normal bead U,. The matrix AU, has just one column of depth 1 and at least
one column of depth 2., for otherwise the first two rows would be linearly
dependent. We now operate with the first column of depth 2 on all other columns
of the same depth and go on in the same way until we obtain the matrix
AU U, ... U, as required.

The beads Uy, U, .... do not necessarily form a descending sequence,
but we shall now show that by fusing we can obtain a descending one. If U,
is an (r,, s,)-bead, then ry, r,, ... is a sequence of distinct positive mtegers,
since r, is the index of the operatmg column that produces U . Hence if

o(n) = min(r,, r4q0,-- ),
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then there is an infinite sequence of integers n;<n,< ... such that
r,= o(n) for n=n,,
r.>e(m for n,_y<n<n, (n,=0),
o(ry) < o(My+q)-

. Hence the fusion product U(n,) formed as in (1) is an (r,, s,)-bead where
ry= o(n,), and therefore U(n,) is a descending sequence of upper normal beads.
The infinite product AU(n)U(ny) . . . is convergent and by its construction .
it has just one column each of depth 1 2, ... not necessarily in this order.
Hence post-multiplying by a suitable column- permutator P we obtain a normal
~matrix N, that is

2)- : AUP = N, where U= Un)U(ny)..:.

, Here A is non-singular row-finite, U is upper normal, hence both U and

P are column-finite, and U-*, P~*=P’ are unique two-sided column-finite
reciprocals. Hence the product A-TAUPP’ is associative, and thus U= A-INP’,
showing that U is row-finite. Also the left-product ... U(n,)~2U(n)~t is an
upper normal left reciprocal of U, hence this left-product is the unique two-
sided upper normal reciprocal U-?*, and being a left-product it is row-finite.
We obtain now from (2) using the fact that AUPP'U-1 is associative

®)  A=NPU-.

By Theorem 2, U-1 is the product of at most two upper normal strings,
and the first statement of the theorem follows by applying the resolution in
(3) either to A or to A-1 The second statement follows from Theorem 3 and the
Lemma.

CoroLLARY. A similar result holds for non-singular column-finite matrices.

6. The group G(R, C) of both row- and column-finite matrices

The following theorem is a consequence of the previous one:

THEOREM 5. (i) A non-singular both row- and column-finite matrix is
the product of at most two normal strings, one permutator and two upper normal
strings in this order or in the reverse order.

(ii) A non- singular both row- and column- -finite matrix is the product of at
most six strings. ,

(iii) Every finite product of strings can be expressed as the product of at most
six strings.

Proor. If A is in G(R, C) then A= NPU by theorem 4, where NN is normal,
P a permutator and U, U~ are upper normal row-finite. Hence the product
NPUU-WP’ is associative so that N=AU-'P" showing that N is column-finite
normal and that so is N-1=PUA-*, Hence by the corollary of Theorem 2,
N is the product of at most two normal strings. This proves the first statement,
and’the other two statements follow from Theorem 3 and the Lemma.
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. 1. Summary

We have been using the following notation to indicate properties which
ensure that the matrix products exist and are associative and which are pre-
served in finite products:

diagonal

product of strings
normal

upper normal
permutator
row-finite
column-finite.

A group of matrices having one or two of the above properties will be denot-
ed by G(..), the symbols for the properties in the bracket.
The following results were obtained:

o "0'2\'20)@

Theorem 2. G(R, N") = G(S, N'YCTG(S),
G(C, N) = G(S, N)CG(S),
Theorem 3. G(P) = G(S, P)CG(S),
Theorem 4. G(R) = G(N)G(S),
G(C) = GIN')G(S),
Theorem 5. G(R, C) = G(S)
G(R) N G(C) = G(S).

The last result is parallel to the well known fact that
G(NYNG(N') = G(D).

8. Open questions

(1) The smallest number of strings with which a non-singuiar row- or column-
finite matrix A can be expressed shall be called the class of A and denoted by
c(A). Clearly ¢(A)=c(A-Y). Let A and A-* be known, and let d(n) denote the
length of the n-th row (the last non-zero element in the n-th row is the d(n)-th),
and d’(k) the length of the k-th column of A, and let L(n)=max [d(1), d(2),

, d(n)] and similarly for L’(k).

If L(n)=n for all n then ¢(A)=0.

If L(n)=n for infinitely many but not all n then ¢(A)=1.

If AisinG(R) and L(n)>n for n>n,, then ¢(A) is 2, 3 or 4. The question is:
is it possible to find ¢(A) if one knows A and A-* or if one knows only d(n) and
d’(k) for every n and k?

(2) A similar question arises when A is in G(R, C) and is not a string so
‘that ¢(A) can be 2, 3, 4, 5 or 6.
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(3) A string S=B,B, ... can be expressed in infinitely many ways by
fusing neighbouring beads, and sometimes also by sub-dividing single beads.
If every bead is sub-divided into the greatest number of beads we obtain a mini-

mal string S—sucg that every other string with the same matrix is the fusion of
S. If the beads B, of S are (r,, 5,)-beads, then the sequence r, describes the

shape of S; it gives the smallest string that covers S. Calling r, the minimal
sequence of S, we ask: Is the set of minimal sequences of the constituent strings
fixed for a matrix in any of the groups G(R), G(C), G(R, C), G(P), G(S) when
c(A)y=1? ‘
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lntfoduction

- In a-previous joint paper with P. ErDfs and P. SzUsz in this journal
([1]) we have given detailed proofs of certain results on Engel’s series for the
representation of real numbers, due originally to E. BorerL [2] and.P. LEvy’
[3]. Recently 1 have found a new approach to these theorems which leads
to a much simpler proof of these results. The new approach consists in intro-
ducing a certain sequence of independent random variables, by means of which
all the quantities in question can be expressed in a simple way. The mentioned
theorems are obtained as direct consequences of well known general theorems
on the sum of independent random variables. This is an essential simplification
compared with [1] where the same results have been obtained by the rather
difficult technique of dealing with sums of almost independent random vari-
ables.

In § 1 we give the definition of Engel’s series, and collect certain simple
formulas, all of which have already been given in [1], which will be needed
in the sequel. In § 2 we introduce the mentioned independent random vari-
ables. In § 3 we show how Theorems 2, 3 and 4 of [1] can be obtained as special
cases of well known limit theorems of probability theory. In § 4 we prove by
the same method some new results on Engel’s series. These are obtained by
combining the method of the present paper by some previous results of the
author (see [4]). Finally in § 5 we discuss a modification of Engel’s represen-
tation of real numbers, which we call modified Engel’s series. For these series
similar results hold as for ordinary Engel’s series. A similar 31mp1e approach
to the correspronding theory of Sylvester’s series, given in [1] is still lacking.

§ 1. Engel’s representation of real numbers

Let x be an arbitrary real number in the interval (0, 1]. Then x can be
represented in the form of the infinite series

' 1 1 1 :
(1.1) X=—4—+4. ...
i 019: 919z - -qn
where ¢y, ¢ ..., ¢ ... i8S a nondecreasing sequence of positive integers

=2, which can be obtained by the following algorithm: we choose for ¢, the

least positive integer for which 1 < x; for ¢, the least positive integer for
: )
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which i+—— < x, and in general (for n= 2, 3,...)if gy, Qs . . ., g, have already
9 Y

been determlmed we choose for ¢,4+, the least positive integer for which

1 1

—+4—+...+ ——————— < x, This algorithm ensures that ¢, is a non-
91 419 111‘12' < Gnni1 ' :
decreasing sequence, further that
N : :
(1.2) Xx— N : .

S GG | e -Onlgn—1)

which implies that (I.1) holds.

Clearly the n-th denominator g, is a well defined function of x, that is
q,=g,(x). { we suppose now that x is a random variable, uniformly distri-
buted in the interval (0,1], then ¢, = ¢,(x) is a random variable too (n=1,
2, ...). It was shown in [1] that the sequence {¢,} is a homogeneous Markov
chain with transition probabilities

(1.3) P = Klo = )= 0= (1= 1,2,0.)

where k and j are arbitrary positive integers satisfying k=j=2, and the (uncon-
ditional) distribution of A is given by

1
(1.4 Pg, =k) = ———  (k=2,3,...).
(1.4) 0 == )
{Here and in what follows P(A) denotes the probability of the event A and
P(A|B) the conditional probability of the event A under condition B).

§ 2. The basic independent variables

Let ¢,=e(x) (k=2, 3, ...) denote the number of times the integer k
occurs in the sequence g,=g¢,(x) (n=1, 2, ...). As the sequence ¢, is non-
decreasing, it follows that e, =r means that there exists a nonnegatlve integer
j such that

qn<k for¥ n=j,
(2.1) go=Fk for n=j+1, j+2,...j+r,
g, =k for n=j+r.

The probability distribution of ¢, can be easily obtained. As a matter of
fact this has already been done in [1] (Theorem 1). We obtain by (1.3)

. 1 k-1 1 1
2.2) Ple, = 1) = 74 =—,
e =

{

* if j =0 then there is of course no n=j for which g, is defined.
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and as evidently

(23) ) P(Ek = r) = P(Ek %r)—~P(3k =r+ 1)
it follows ' : :
(2.9 P(e, = 1) = k; (r=01,2...;k=23,...).

Now what escaped our attention when writing the paper [1] is the fact
that the random variables e, &, ..., ¢, ... are independent.

This can be shown as follows: Let r,, r, ..., r, be arbitrary nonnegative
integers, then again by (1.3)

1
2r2.3rs . (n—1)'n-1n'n

Plea=Trg, 65 =13, .., 8y y =Ty 1,8, =1,) =
2.5) |
and thus
n—-1n1 n (k—1)

(26) P(*‘?z =Ty,83 = 1I3,...,6, = rn) = TklzlkT" =kI=II krk+1 .

Compared with (2.4) it follows that
n
2.7) Ple, = roy...,e,=1r,) = I P, =r,)
. k=2

which makes the independence of the variables e,, &, ..., g, ... obvious.

Thus we have proved the following

THEOREM 1. If ¢, (k=2, 3, ...) denotes how many times the number k occurs
in the sequence of denominators q, (n=1, 2, ...) of Engel’s series of a random real
number x, uniformly distributed in the interval (0, 1], then the random variables
g, are independent and the distribution of ¢, is given by (2.4).

Let us calculate the mean value, the variance and the third absolute cent-
ral moment of the random variable &,. (Here and in what follows we denote
by M({) the mean value and by D2{) the variance of the random variable {.)

We clearly have for k=2, 3, ...

1
(2.8) M(e,) = k—_iy
2.9 DY) =
‘ k=1 (k=17
31 =< C
(2.10) M{je, Mo} = =,

where C is a positive constant, not depending on k.
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§ 3. Limit theorems on the denominators of Engel’s series

Let wy=pun(x) denote the number of terms of the sequence ¢,=g¢,(x)
which are =N. By other words, let us put

N

(3.1 : pn =D&
. : k=2

Then clearly in view of (2.8), (2.9) and (2.10) and Theorem 1

3y - M(uN)=I§1%~’10gN,
No1(]

3.3 . D2(uy) = —t— ] ~ logN

6y ) 5(}.4—].2) og

and

(3.4 ¥ St et = olyrezn)

Thus in view of Theorem 1. Liapounoff’s form of the central limit law is
applicable, and we get
. THEOREM 2a. For every real y we have

(3.5) fim P(@g_—]\i < y) = D(y)
N—s+ oo Vlog N :
wihere -
(3.6) _ O = — fe—u?lzdu.
S V2m Y
As clearly , o
3.7 ‘ P(uy < n) = P(g, > N).

Theorem 2a can be written in the following equiivalent form
THEOREM 2¢. For every real y

3.8 tim P[18L= ) g).

: ) n— 4o » Vn .
Theorem 2c¢ is identical with Theorem 2 of [12] and is originally due to
P. Lévy. » :

To prove the strong law of large numbers for the random variables &,
we need the following general form of this law: If.&, &, ..., €n, - - are inde-,
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pendent, nonnegative random variables with finite mean values M,=M(&,)
N
and variances D}=D*&,), and if putting Ay = ' M, one has

k=1

(3.9) lim Ay = +oo,

N— + oo

and further

oo D2
(3.10) >N C e
: N=1 4%
then with probability 1 one has
N
o ZE
(3.11) lim =L =1,

N—+ oo AN

- This theorem follows easily from the three-series theerem of A. N. KoL-
MOGOROFF and KRONECKER’s lemma. :
{See [5], [6], [7])- The conditions of this theorem are clearly fulfilled for &,=z¢,,

in view of the fact that the series ™' _ is convergent. Thus we obtain
. A=sNlogz N
THEOREM 3a. We have with probability 1 (i. e. for almost all x)

(3.12) lim N =
N— 4 log N

In view of wg,=n Theorem 3a is equivalent with
THEOREM 3b. We have with probability 1

(3.13) lim yg =e.

Theorem 3b is identical with Theorem 3 of [1] and is originally due to
E. BoreL.

Similarly, as the conditions given by A. N. KoLmocororr [8] for the law
of the iterated logarithm are evidently fulfilled for the variables ¢, we obtain

THEOREM 4a. We have with probability 1 (i. e. for almost all x)

lim sup ty —log IV =41 and limint tn—108 — 1
N-—+o V2log N -logloglog N N—s+o V2log N-log loglog N
(3.14)

or equivalently
THEOREM 4b. We have with probability 1 (i. e. for almost all x)

(3.15) fimsup——289""  _ _{ and liminf_18% "1 _
: n—te ¥2n-loglogn n—+= ¥2n-log log n
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Theorem 4b is identical with Theorem 4 of [1], due also to P. LEvy, which
was proved in [1] in a rather cumbersone way; here we obtain this result with-
out any effort as a special case of a well-known general theorem.

§ 4. Some further results

We first prove the following theorem, which is a simple consequence of
the Borel-Cantelli lemma.

THEOREM 5. Let 2=k, <k,< ... <k; < ... be an increasing sequence
of positive integers.  Then the sequence q,=q,(x) contains for almost all x infi-
nitely many or only a finite number of terms of the sequence ki(j=1,2,. ..y accord-

ing to whether the series >'— is divergent or convergent.
i=1f;
Proor oF THEOREM 5. Let A, denote the event that the number £ is
contained (at least once) in the sequence g,. Then by Theorem 1 the events
A, are independent and

@1 wm%m@zn=%

Thus Theorem 5 follows immediately by the Borel-Cantelli lemma.

Especially it follows that for almost all x there are infinitely many primes
in the sequence g, (x).

Let us consider now the following problem: what is the probability that
the sequence ¢,(x) is strictly increasing for nz nyx).

This question is answered by

THEOREM 6. For almost all x the sequence q,(x) is strictly increasing for
n = ny(x). where ng(x) depends on x.

Proor or THEOREM 6. Let B, denote the event that the number k& occurs
more than once in the sequence ¢, (x). Clearly the events B, are independent
and

1

(4.2) P(B)) = Ple, = 2) = .
Thus the series
(4.3) ZP(B;J

. k=2

is convergent, and Theorem 6 follows also from the Borel-Cantelli lemma.

The least number »(x) having the property that no number k> x(x) occurs
more than once in the sequence ¢,(x) is a random variable, and it is not diffi-
cult to obtain its distribution. As a matter of fact we have

(4.4) | Pln(x) = k] = — 11 (1-—1~].

K=kl )
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As by an easy calculation

(4.5) SP) =k = S 1T

z k2i=k+1

-4

it follows that the probability of %(x)—l is /5. By other words, 1/, is the pro-
bability that ¢, is strictly increasing from the very beginning.

Now let us drop our assumption that x is uniformly distributed in the inter-
val (0,1] and replace this assumption by the supposition that x has an arbit-
rary absolutely continuous distribution in (0, 1]. As the random variables e,
are independent,"we can apply the theorem (see [4]) that if for a sequence of
independent random variables a limit distribution theorem holds, then the
assertion of this theorem remains valid if we replace the probability measure
on the underlying probability space by a new measure which is absolutely con-
tinuous with respect to the original measure.

Thus it follows that the assertions of Theorems 2b znd 3b and thus also
those of Theorems 2a and 3a remain valid if x is a random variable having an
arbitrary absolutely continuous distribution in the interval (0, 1]. Especially
x may be uniformly distributed in an arbitrary subinterval («, f) of (0, 1].

§ 5. Modified Engel’s series

In this § we consider the representation of a real number x(0<x=1) in
the form

) -—_1_ 1 | 1
O e T e D)y

where m,, is a strictly increasing sequence of positive integers, =2 which is

o1
defined as follows: we choose for m, the least positive integer for which — <x;
my
evidently m,=2; if m, is already chosen, we choose for m, the least positive

I !
integer for which — +—————<x. Then clearly m,>m, a§ — + ———— =

my  (my—1)my Comy o (my - Dmy
1

= . ——1 = x because of the definition of m1 If my, my,...,m, are alrecady
my ~

. 1
determined, we choose for m,y, the least positive integer for which — 4+
: my
1 1

S
(ml— 1)ms (my—=1)...(m,— )m, 4
It is easy to see that m,.,>m, and that

4

n 1
0 =< x—i— > ! —
my  g(my = 1) (e — 1)my (my—1)(my—1). . .(m,—1)m,

(1A
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and thus. as m,=n+1, (5.1) holds. We shall call (5.1) the modified Engel’s
series of x.
The denominators m, have the same probable asymptotic behavmur as
the denominators ¢, of the ordinary Engel s series.
. In fact the variables m, (n=1, 2, ...) form also a homogeneous Markov
chain, with the transition probabilities

5.3) P(it, = kf,_y = 1) = k—(kéTf (k= 1+1)

The basic independent random variables are defined here analogously.
In fact if ¢, is 1 or O according to whether the number k occurs in the sequ-
ence m, or not, then it can be shown — analogously as in § 1 we proved the
corresponding fact for ordinary Engel’s series — that the random variables

By, O35 « .., O ... are independent and P((Sk_l)_— Starting from this fact

it follows that Theorems 2b, 3b and 4b remain vahd for m, instead of ¢,
These results are connected with the theory of order statistics (see [9]).
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BEITRAG ZU EINER HUNDERTJAHRIGEN
AUFGABENGRUPPE DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE

Von
F. KARTESZI

Mathematisches Institut, E6tvos Lordnd Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 24. Feber 71962.)

Es kann ohne Ubertriebung gesagt werden, daB A. CLEBscu die algeb-
raische Geometrie mit einem ihrer schinsten Resultaten und mit der frucht-
barsten Methode im Jahre 1863 bereichert hat, als er die Anwendung der
WeierstraB-schen Funktion p(u) auf die parametrlsche Darstellung der Plan-
kurven dritter Ordnung und sechster Klasse (d. h. erster Gattung u. dritter
Ordnung) publizierte. Er hat bewiesen, daB auf diesem Wege die Untersu-
chung der auf Kurven erster Gattung und dritter Ordnung liegenden Punktsys-
teme eine einheitliche und elemantare Methode gewinnt. (Das Attribut ,ele-
mentar” bezieht sich nicht auf den grundlegenden Satz der auf der Theorie
der elliptischen Funktionen fussenden Methode, sondern auf die Anwendungs-
weise des Satzes in der Geometrie.)

_ Die Clebsch-sche Methode bezauberte sozusagen die Zeitgenossen, und

erzeugte in einem etwa halben Jahrhundert eine nunmehr uniibersehbare Menge
von Abhandlungen. Es ist heute nicht leicht zu entdecken, ob ein bisher
scheinbar {ibersehener Zusammenhang, oder die Losung eines Problems, nicht
etwa zwischen den vergilbten Blattern einer alten Mitteliung auffindbar sei-
In diesem BewuBtsein schreibt der Autor in den vorliegenden Zeilen seine
Gedanken: einen Beitrag, oder alte Dinge auffrischende Erinnerungen publi-
zierend.

Wir wollen die Losung folgender Aufgabe mittels der Clebsch-schen Me-
“thode behandeln. Es sei A, B, C, ein in C® — so sei der Ausdruck: ,,Plankurve
erster Gattung u. dritter Ordnung” abgekiirzt — eingeschriebenes Dreieck,
dessen Seiten B; C;, C; A, und A;B; die Kurve noch in den Punkten A,, BZ,
bzw. C, schneiden, In gleicher Weise» ergibt sich aus A,B,C, ein eingeschr-
benes Dreieck A,,; Bj,.1 Cy,.- Moglicherweise kann die aus n Dreiecken
gebildete Folge :

(1) A, B, Cy, Ay ByCs,. .., A, B,C,

eine geschlossene werden, indem das erste Dreieck ein in das letzie eingeschrie
benes wird, so daB man sagen kann, daf in dieser zyklischen Anordnung
in jedem Drezeck das unmittelbar wrhergehende eingeschrieben ist. Unsere Auf-
gabe ist: die aus 3n Elementen bestehende, die Eckpunkte der n Dreiecken
enthaltende Punktgruppe zu bestimmen. Die Anordnung der die Eckpunkte -
bezeichnenden Buchstaben kann im Falle eines jeden Dreieckes in 6 verschie-
denen Weisen geschehen. Das erste wurde frei gewdhlt, bei den folgenden haben
wir die Wahl eingeschrinkt: den dritten Schnittpunkt der Geraden B,C,,
haben wir mit A,,, bezeichnet, usw. Bei der Bezeichnung des in das letzte

3 Annales
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eingeschriebenen ersten Dreieckes kann diese Ordnung nicht mehr angewendet
werden, da dieses seine Bezechnung bereits mitgebracht hat. Es muB noch
ausgedriickt werden, durch welche Eckpunkte des ersten Dreiecks die Seiten-
linien B,C,, C,A, bzw. A, B, gehen sollen. Dazu gibt es 6 Moglichkeiten.
Zwischen den Moglichkeiten sind wesentliche geometrische Unterschiede zu
erkennen. Es sollen hier zwei Fille abgesondert gennannt werden:

BnCn Cn An AnBrz
A B G

Bncn Cn An Aan
Cl Al Bl

?

@

Der erste ist im Falle n=3 die wohlbekannte Pappus — Pascal-sche Konfigura-
tion; der zweite aber entspricht der Fig. 2. Hier soll die dem zweiten Falle
entsprechende Aufgabe behandelt werden.

Unserer Aufgabe entsprichi eine solche Punktgruppe von 3n Elementen
der C3, die durch die tangentielle Transformation der Kurve in sich selbst iiber-
fithrt wird. (Durch die tangentlelle Transformation der Kurve wird einem
Kurvenpunkt der Schnittpunkt seiner Tangentenlinie mit der Kurve zugoord-
net.

)Das Wesen der Clebsch-schen Methode soll hier kurz in einer etwas abge-
anderter Form besprochen werden.

Unter einem ,,halboffenen” Quadrate verstehen wir ein aus einem Quad-
rate entstehendes Gebiet, wenn sidmtliche Punkte zweier benachbarten Seiten
gestrichen werden; das halboffene Quadrat hat also nur einen. Eckpunkt.
— Im folgenden werden wir es kurz einen Q-Berich nenen. — Wenn zwischen
den reellen und imagindren Punkten von C?® kein Unterschied gemacht wird,
in £ aber nur reelle Punkte zugelassen werden, dann liefert die Clebsch-sche
Abbildung eine eineindeutige Punktfentsprechung. Von Bedeutung 9m Ver-
laufe der gemometrischen Untersuchungen ist nur, daB die gemeinsamen Punkte
einer Geraden und der C® durch ein sehr einfaches reelles Punkttripel represen-
tiert sei, letzteres soll ein lineares Punktiripel genannt werden.

1. Der Eckpunkt von Q sei der Anfangspunkt O des durch die Einheits-
vektoren des rechtwinkeligen Koordinatensystems ausgespannten Quadrates
(es wird durch das halboffene Quadrat O ACB der Fig. 1. veranschaulicht). Unter
den Bruchpunkten, namentlich den n-felpunkten verstehen wir die durch die
Koordinaten
an =X y=L wi=012. . 01
n n

bestimmten, an der Zahl n? Punkte. In der Figur sind z. B. die Sechstelpunkte
hervorgehoben. Irreduzible n-telpunkte sollen jene genannt werden, die nicht
zugleich auch m-telpunkte sind, wobei m<n. Wenn wir die Zweitelpunkte der
Fig. 1. (ein solcher ist der Punkt ¢) sowie die Dritelpunkte derselben (ein
solcher is der Punkt d) streichen, zeigen die iiberbliebenen die irreduziblen
Sechstelpunkte (ein solche ist der Punkt b). Die Anzahl der irreduziblen Sechstel-
punkte ist 24. o
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Wenn samtliche verschiedene Primfaktoren der natiirlichen Zahl n die

Primzahlen p,, ps, ..., p, sind, dann ist die Anzahl der irreduziblen n-tel~
punkte .

i I 1 ' 1
(1.2) nzll—‘—-] 1—7)...[1——2J,

Copdl L pi pr

was leicht beweisbar ist.

Die Bilder der Inflexionspunkte von C? im Q-Bereiche sind eben die Drit-
telpunkte, und der Anfangspunkt ist das Bild eines der reellen Inflexions-
punkte. Ein lineares Punkttripel ist eine Konfiguration aus drei solchen Punkten
von , deren Schwerpunkt mit irgend einen Drittelpunkt identisch ist. Diese
Definition ist auch auf den Fall erstreckbar, wenn zwei der drei Punkte, oder

auch alle drei zusammenfallen. Das Schwerpunkt ist in solchen Fillen so zu
verstehen, daB das Gewicht des Punktes mit seiner Multiplizitit identifiziert
wird. Durch die linearen Punkttripel — wie schon gesagt — werden die Schnitt-
punkte der C*® mit je einer Geraden im (Q-Bereiche dargestellt, die liefern also
auch die eineindeutige Abbildung der Geraden der C*-Ebene. — So werden also
die reellen, sowie auch die imagindren Geraden der Ebene durch reelle Punkt-
tripel, durch Dreiecke mit Drittelpunkt-Schwerpunkte dargestellt. Die Tan-
genten sowie die Inflexionstangenten der Kurve werden durch Exemplaren
degenerierter Dreiecke dargestellt: entweder decken sich zwei seiner Eck-
punkte, oder es vereinen sich die drei Eckpunkte in einem Drittelpunkte.
Im Falle der Degeneration bei doppelt und einfach zu zihlenden Eckpunkten
wird ein Punkt der C* durch den doppelt zu zéhlenden Eckpunkt, sein tangen-
tielles Paar aber durch den einfach zu zdhlenden Eckpunkt dargestellt.

Auf diese Weise ist die Untersuchung der Punktgruppen von C3 auf der
Bildebene Q mittels graphischem Verfahren moglich gemacht. Dies ist auch
auf die feinere Sprache der Arithmetik leicht iibertragbar.

1%
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Zu diesem Zweck wollen wir die Punkte von Q mit ihren Positionsvektoren
“identifizieren und mit den Punkten so rechnen, wie-mit den Vektoren. Soliten
aber die Rechnungen als Endresultat einen Vektoren liefern, deren Endpunkt
ausser dem -Bereich liegt, dann ist das Resultat der auf £ reduzxerte Punkt.
— Wenn wir die Koordinaten des Resultat-Punktes zum Modul 1 reduzieren,
dann erhalten wir die Koordinaten des auf  reduzierten Punktes. — Den auf
Q reduzierten Punkt nennen wir den reduzierten Representanten des Punktes.
Es ist klar, daf die Rolle des Null-Elementes durch den Koordinatenanfangs-
“punkt gesplelt ‘wird.
Die Punkte a, b, ¢ des Q Berelches bilden dann, und nur dann ein lmeares
Punkttripel, wenn

(1.3) o a+b+c=0.

— Die Punkte a, b, ¢ sind nicht unbedingt verschiedene Punkte. — Dies ist
das Wesentliche der genannten Clebsch-schen Methode.*

Die Punkte ¢ und a’ seien die Representanten im ©2-Bereiche irgendeines
Punkteés von C3 und seines tangentiellen Gefdhrten, dann ist

(1.4) 2a4a" = 0.

Wenn der Punkt ¢ der auf Q fallende Representant eines Inflexionespunk-
tes der C3 ist, dann ist

(1.5) 3¢=0.
 Wir wissen auch, daB die Gleichung
{1.6) =0 (n=2, 3, 4, ...)

in Bezug auf einen Punkt 2 von Q n? Ldsungen hat, dies sind die n-telpunkte.

2. Die Dreiecke der in der Einleitung besprochenen Aufgabe betrachtend,
seien die den Eckpunkten A., B, und C, entsprechenden Punkte in Q: a,
b-, bzw. ¢,. Mit den Bedmgungen der Aufgabe ist folgendes Gleichungssystem
aquwalent

a, +b,+cy =0 byre; @y =0 Ci+a,+by, =0
Qs+ byt+c5 =0 by+cyt+ag = Co+ay+by =0
(2.1) az+bz+¢, =0 by+cat+a, =0 Cs+a;+b, =0

<

n-1 b+, =0 by t+C—1+a, =0 ¢+, +b, =0
a, +b, +b,=0 b, +¢, +¢ =0 ¢, +a, +a;,=0

hiezu noch die grundlegende Beschrankung:
{2.2) Q+b+c =0 (wobel k=1, 2 .., 1),

* Die ausfithrliche Besprechung der Clebschschen Methode ist z. B. enthalten in F.
‘KueiN, Vorlesungen itber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert. (Sprmger, Ber-
in, 1926.), S. 298 - 300.
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d.. hi-die Dreiecke A,B,C, miissen alle wirkliche Dreiecke sein. Aus diesem
Gleichungssystem wird mit Zuhilfenahme der im vorigen Abschnitt definierten
Punktoperationen und des reduzierten Representanten-Begriffes gefolgert.
Mit dem Zeichen {k, I} wollen wir auf die Gleichung der k-ten Reihe und der
I-ten Spalte des Systems (2.1) hinweisen.

Die Fig. 2. veranschaulicht (ohne die Kurve C? darzustellen)-ein der Auf-
gabe entsprechendes aus n Dreiecken bestehendes System im Falle des Schlie-
sungs-Indexes n=3.

Vor allem behaupten wir, daB die tangentialen Punkte der Eckpunkte
A, By, €, die Eckpunkte A, B, bzw. C, sind daB also

2a,+a, = 0; 2by,+b, = 0; 2¢;+¢, = 0.
Zur Bestatigung unserer Behauptung wollen wir den Punkt
D@+t e) =s
k=1

einfiihren. Indem wir die Gleichungen des Systems spaltenweise addleren
erhalten wir aus den Spalten folgende Gleichungen: :

S+b, -, =0, s4+¢—a,=0, s+a,—b, =0. .
Diese paarweise vergleichend erhalten wir’

20, = by + ¢, 2b, = c1+a1, 2c1 = al+b1

Bei Beniitzung der ersten Reihe des Gle1chungssystems folgen aus den .drei
hiesigen die zu beweisenden. Relationen. A
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Unsere zweite Behauptung ist: Wenn die tangentialen Punkte der Punkte
Ag—1, By—y, Cy~y die Punkte A,, B,, bzw. C, sind, dann sind jene der letz-
teren die Punkte A,y,;, Bysq, bzw. Cpyq, sobald )

3=k+1=n

besteht. Zum Beweise der Behauptung, geniigt es mit Hinsicht auf die bereits
bewiesene erste Behauptung zu beweisen, daB

20—y + 0y = 20, + Ay 4,

und die entsprechenden zwei Relationen, wobei an der Stelle von a: b, resp.
¢ stehen. :

Zu diesem Zweck wollen wir aus der Summe der Gleichungen {k—1, 1}
und {k—1, 3} die Summe der {k—1, 2} und der {k, 2}, subtrahieren und wir
bekomnien '

20—~y =0,
woraus aber

20y -1+ a, = 2a,+a, .

Ahnlich werden auch die entsprechenden weiteren zwei Relationen gewonnen.
Unsere letzte Behauptung ist: Die tangentialen Punkte der Eckpunkte
A,, B, und C, sind C,, A,, bzw. B,.
Diese Behauptung kann auch mit Hinsicht auf die vorhergehenden Rela-
tionen durch '

2(1r1'-1""'(111“—— ‘2(1,1—}-'61, 2bn—14’1711 = 2bn—*-al’ 2Crt—l“*_cn = ch +b1

ausgedriickt werden. Es geniigt nur eines derselben zu bestédtigen. Die beiden
znderen folgen in gleicher Weise. Wir wollen die Differenz der Summe von
{n—1, 1} und {n—1, 3} und jener von {n—1, 2} und {n, 2} betrachten:

2a,_,—a,—¢, =0, woraus  2a,_,+a, = 2a,+c¢, folgt.

Die bisher bestitigten Behauptungen kénnen mit Hinsicht auf den Begriff
des tangentialen Punktzyklus von 3n Elementen in der Anordnung

(2.3) A Ay Ay .. A C,Cy...C.BB,y...B,

in einen Hilfssatz zusammengefaBt werden; unter einen tangentialen Punkt-
zyklus verstehen wir, daB der tangentiale Punkt eines jeden Punktes der
ihn unmittelbar folgende ist, und auf B, der Punkt A, folgt.

Hivrssatz. Die Eckpunkte der unter (1) genannten und die Losung der Auf-
gabe bedeutenden Dreieck-Folge bilden in der Anordnung (2.3) einen tangentialen
Punktzyklus. .

‘ Die Darstellung der der Aufgabe entsprechenden Konfiguration der 3n
Punkte wollen wir auf der Grundlage dieses Hilfssatzes verwirklichen. -
Wir gehen davon aus, daB der dem ersten Punkte entsprechende a,=2 nach
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dem Begriffe des tangentialen Zyklus der SchlieBungs-Bedingung (—2)3,-2=2
geniigt, aber keines der Gleichungen (—2)™- 2=z mit niedrigerem Exponenten
befriedigt.

Das den Forderungen der Aufgabe entsprechende z wird also zwischen
den mittels den folgenden Relationen definierten z-Punkten zu suchen sein:

(24) {(=2p-1}-2=0, {(=2)"—1}-z2=0 (m=1,2,...,3n—1).
. Vor allem behaupten wir, daB jedes die Gleichung
(2.5) . . C3{(-2'—1}z=0

befriedigende z auch der in (2.4) mit dem Exponenten 3n befindlichen geniigt.
Betrachten wir ‘ndmlich die gemeinsamen Faktoren des Koeffizienten

der Gleichung (2.4) sowie des Koeffizienten der (2.5); diese sind auf Grunde
der Formeln

(27 1 = {(=2) = (= 2"+ (= 2"+ 1)
(=2 (=2 1 = (=2 = (=2 1}+3

sofort zu gewinnen, wenn wir noch beachten, daBl bei r=1, 2, ... die Zahl
(—2)"—1 durch 3 teilbar ist. Der Koeffizient der Gleichung (2.4) ist also durch
jenen der Gleichung (2.5) teilbar, was die Richtigkeit unserer Behauptung
beweist. —

Es ist jedoch moglich, da die Losung von (2.5) eventuell auch einer Glei-
chung mit niedrigerem Exponenten, also auch einer Gleichung {(—2)"-1}2=0
geniigt. Wir geben nun eine solche Losung der (2.5), die den Bedingungen von
(2.4) geniigt, indem wir aber die Félle der geraden, resp. ungeraden n trennen.

In beiden Fallen wollen wir jenen z-Punkt betrachten, dessen Koordinaten

1 1
X = —, e —
3N Y 3N
sind. N sei eine positive ganze Zahl und zwar je nachdem n gerade, oder ungerade

ist, sei N=2"—1 resp. N=2"+1. Nun errichten wir den beiden Féllen ent-
sprechend zwei Tabellen aus je n Reihen und 3 Spalten:

(2.6)

a b ¢
Ll 1=(-2° 2N +(-2)° N+(—2)°
‘ 2. 3N+(-2) S5N +(—2) AN +(—-2)
2.7 3. (—2)2 2N +(—2) N+(—2)?
4.1 3N-+(—2p 5N +(—2)3 4N +(—-2)
r’z.—.l ”('---2)"—2 2N+(—25”—2 N+(—=2)"-2
n| 3N+ (—2)"-t SN+(—27=1 4N+ (—2)n 1
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resp.
' a b c
L] 1=(=2) N+(=2) 2N 4(—2)°
2.1 3N+(-2) AN +(—2) 5N +(—2)
(2.8) 3. (—2)y N+(—2) 2N 4 (—2)?
4. 3N4(—2) 4N +(—2) 5N +(--2)8
n—1} 3N+(—2)"—2 41'\l+.(——'2).".*2 5N-l—(—2)’l—2 .
nf o (=2 N+(=201 2N+ (=2

F. KARTESZI

Die Zahlentabelle soll die Charakterisierung der Bildpunkte a,, b, und ¢,
ermoglichen, so daB z. B. zur Erzeugung von by als Koeffizient die Zahl der
3. Reihe der Spalte b zu entnehmen sei, also sagen wir bei geradem n:

by = 2N+(=2%-2.

Wir behaupten, daB diedurch (2. 6) definierte Zahl z sowiedie aus ihr laut (2.7),
oder(2.8) erzeugten Bildpunkte a,, b, und c, eine aus 3n Elementen bestehende Punkt-
gruppe representieren, die sdmilichen Anforderungen des gestellten-Schlieffungs-
problems entspricht.

Die Richtigkeit unserer Behauptung wird durch die hier folgende Eror-
terung der Eigenschaften der laut (2.6)—(2.8) definierten 3n Punkte enthal-
tenden Gruppe. '

Unsere erste Bemerkung ist, daB die Gleichung ¢q-z=¢’-z mit ganzzahligen
Koeffizienten dann, und nur dann gilt, wenn ‘

g = ¢' (mod 3N).

Unsere zweite Bemerkung ist: die beiden Tabellen sind derart, daB ihre
Elemente paarweise inkongruent (mod 3N) sind. Dies ist aus den Tabellen
direkt ablesbar.

Die laut der Tabelle erzeugten Bildpunkte entsprechen einem tangen-
tialen Punktzyklus. Dies ist die Folge einer seits des in der zweiten Bemerkung
Gesagten, andererseits der Erfiillung der den tangentialen Zyklus charakteri-
sierenden notwendigen Bedingungen a,,,+24,=0, ¢;+2a,=0; by+q+20,=0,
a,+2b,=0; ¢ +2¢,=0, by+2c,=0 (wobei k=1, 2, ..., n—1). Damit diese
Relationen bestehen, miissen zwischen den entsprechenden Elementen der
Tabelle gewisse Kongruenz-Relationen mod 3N bestehen; dies folgt aus der
ersten Bemerkung. Das Bestehen dieser Kongruenzen ist leicht kontrollierbar;
wollerr wir z. B. einsehen, ob im Falle eines ungeraden n die der Gleichung

by +2¢,=0
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entsprechende Kongruenz wirklich besteht. Diese Gleichung kann laut (2.8)
in.der Form.

(N+(—2)% 24+ 22N +(—2)" =1}z = 6Nz = 0

geschrieben werden, das wirklich besteht. In dhnlicher Weise sind auch die iibrigen
kontrollierbar. —

Die Umformung der Gleichungen (2.1) mittels den Koeffizienten von z
soll auch geschehen. Es ist unschwer mittels der Tabellen zu kontrollieren,
daB die entsprechenden Kongruenz-Relationen wirklich erfiillt sind. Wir wol-
len z. B. die Gleichung a2+b +¢,=0 bei unpaarem n hervornehmen. Diese
geht in

(BN+(—2))-2+{AN+ (=2} 2+ {2N+(—2)% -2 = ON -z = 0

Aiber, das wirklich besteht.

Als Abschiu wollen wir bemerken, daf in jedem der beiden Tabellen,
in jedweder Reihe solche drei Zahlen stehen, deren Summe=E3N (mod 3N),
was unmittelbar sichtbar ist. Dies hat zur Folge, daB ein jedes Punkttripel
A,.B,C, ein wirkliches Dreieck bildet.

Hiemit erledigten wir den Beweis daB, eine Losung der in der Einleitung
gestellten Aufgabe in (2.6)—(2.8) wirklich vorhanden ist.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch bemerken, daf ein den Bedin-
gungen (2.4) entsprechendes z nur dann zu einer der Aufgabe (1.) entsprechende:

"3n Punkte enthaltende Folge fiihrt, wenn es auch (2.5) geniigt. Dies ist mittels.
den Formeln '

@y = (=2) 1oz, b = (=2)th-lg, ¢ = (=2 -tz (k=1,2,...n)

die eine schlieBende Folge tangentialer Punkte sichern, leicht zu beweisen..
Mit diesen fithrt ndmlich (2.1) zu solchen Gleichungen, die alle die Form gz=0
aufweisen, und als groBter gemeinsamer Teiler sémtlicher ¢ ergibt sich genau
der Koeffizient von (2.5). Also geben jene Losungen von (2.5) die dem zweiten
Teil von (2.4) geniigen, sdmtliche Losungen der Aufgabe (I.).
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1. On connait toute une série de conditions suffisantes pour qu’une fonc-
tion réelle et finie d’une variable soit monotone. Dans la plupart de ces condi-
tions, il s’agit de certaines restrictions concernant la continuité et la dérivée
de la fonction ou, plus généralement, les limites extrémes et les nombres dérivés
extrémes unilatéraux ou bilatéraux. Dans quelques-unes des conditions en
question, les limites extrémes et les nombres dérivés ordinaires sont remplacés
par des limites extrémes et des nombres dérivés pris par rapport a une topologie
plus fine que la topologie euclidienne de la droite numérique, comme p. ex.
par les limites extrémes et les nombres dérivés approximatifs.

Le but de la note présente est de montrer qu’une grande partie des cri-
teres locaux pour la monotonité d’une fonction se déduit par l[a méme méthode
de quelques lemmes de nature tres simple et que, d’autre part, ces lemmes
fondamentaux équivalent & certaines propriétés de la topologie dont on se
sert.

2. Désignons par E la topologie euclidienne de la droite numérique E*.
Convenons d’appeler topologie admissible toute topologie T sur la droite numé-
rique, plus fine que E, et jouissant de la propriété que si V est un voisinage par
rapport & T d’un point x€ EY, alors VN (— o, x)#0=VN(x, + ). T étant
une topologie admissible, désignons par T+ et T~ les topologies par rapport
auxquelles les voisinages de x€ E* sont de la forme V1 [x,+ ) et VN (— oo,x]
respectivement, ot V parcourt les voisinages de x par rapport a T.

Parmi les topologies admissibles, citons la topologie approximative A;
les voisinages d’un point x€ E* par rapport a cette topologie A sont les ensembles
contenant x et possédant une densité intérieure égale a I au point x.1

D’autres exemples de topologies admissibles sont fournis par les topolo-
gies T(M); ici N # 0 désigne un idéal sur la droite numérique, c’est-a-dire un
systéme d’ensembles NCE! tel que XC N e% implique X €N, que N, N,€N
implique N;UN, €% et que N ne contienne aucun intervalle non-dégénéré,
et les voisinages par rapport 2 T(9) de x€ E* sont de la forme V—N on V est
un voisinage euclidien de x et x¢ N € . Pour #={0}, on a évidemment T(N)=E.

Les limites extrémes d’une fonction réelle par rapport a une topologie
T sont définies de la maniére usuelle. On pose p. ex. lim supy f(x) pour la borne
inférieure des nombres x—a

sup {f(x):x €V —{a}}

LV, [5]
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ott V parcourt les voisinages de ¢ par rapport & T. La définition des nombres
dérivés d’une fonction réelle finie se raméne a la précédente, p. ex.

ETf(a) = lim supr M

x—d X—a
De plus, nous disons que la fonction f(x) est croissante (strictement croissante)
au point @ par rapport & T lorsqu’on a :

W-f@) _o  (I@=-f@) _,

x—a , x—a

pour x€V ~{a}, ot V désigne un voisinage convenable de a par rapport a T.
Si T=E, on revient aux limites extrémes, nombres dérivés et monotonité locale
ordinaires, pour T=E*+ ou T=E~, on obtient les notions correspondantes
unilatérales, pour T=A, les notions approximatives, enfin, pour T=T(RN),
les notions prises ,,en négligeant les ensembles de N, p. ex. pour le cas our N
désigne le systéme des ensembles de premiére catégorie, les notions ,,qualita-
tives”.2 ‘ ’
~ 3. Nous allons examiner les conséquences de la condition suivante, impo-
sée & une topologzie admissible T: o , '

" (A) Tous les ensembles fermés par rapport a T ef accumulés® par rapport @
T+ sont de la forme (a, + =) ou [a, + =) (= co=a=+ ).

(3.1) Les topologies T(R) satisfont d la condition (A).

DEMONSTRATION, Soit XC E! un -ensemble- fermé par -rapport a T(N)—
et accumulé par rapport a T(R)*. Supposons par impossible que x€ X, y¢X,
x<y et posons z=sup (XN [x, y]). On a z§X parce que X est T(I)+-accu-
mulé, donc x<z=y. Pour >0, il existe un u€XN(z—e¢,2) et, quel que soit
Ne®R, on a (Ju,2)—N)NX#0 et a4 plus forte raison ((z—e,2}—N)N X0,
contrairement A Phypothése d’aprés laquelle X est T(R)~-fermé.

Or, la condition (A) est équivalente & un critére de monotonité:

(3.2) T étant une topologie admissible, les deux propositions suivantes sont
équivalentes: o
(3.3) T satisfait a la condition (A);

(3.4) Si une fonction f est semi-continue supérieurement par rapport ¢ T—.
pour a<x=b et si cette fonction n’est strictement décroissante par rapport ¢ T+
en aucun point a=x<b, alors | est monotone croissante* dans {a, b}.

DEMONSTRATION, Si T satisfait & la condition (A) et f vérifie les hypo-
theéses de (3.4), supposons par impossible que a=c<d=0, f(c)>f(d) et posons
fc)=y=f(d). L’ensemble X={x:c=x=d, f(x)=y} devrait étre T--fermé et
T+-accumulé, contrairement A ce que c€X, d¢X, c<=d. Réciproquement, si
X est T—-fermé et T+-accumulé, la fonction caractéristique de X est partout

* V. (6], [7), [8], [0 o .
3 Un ensemble est dit accumulé s’il est contenu dans son dérivé; cf. le terme ,,gehdnft”,

[11, p. 96. .
4 Au sens large.
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semi-continue supeneurement par rapport a T~ et n’est strictement décrois-
sante par rapport a T+ nulle part, de sorte qu’elle doit étre monotone crois-
sante en conséquence de (3.4), donc X doit étre de la forme (g, + <) ou [a,+ <°).
_ Les hypotheses de (3.4) se laissent affaiblir c0n51derab1ement de la fagon
suivante:

(3.5) Soient T une topologie admissible satisfaisant a la condition (A) ef f une
fonction finie felle que
(3.6) limsupr—f(f) = f(x) pour a<x=b,
ft—x N

(3.7) f(x) = limsupr+f(f) pour a=x <b,
t—>x '

(3.8) Dr+f(X)> —= pour a=x<b d l"exception d’un  ensemble dénom-
brable des x,
{3.9) Dy+f(x) = O presque partout dans [a, b).
Dans ce cas | est monotone croissante dans {a, b].®

DEMONSTRATION. Désignons par g une fonction monotone croissante dans
[a, b] telle que g(x—0) < g(x) < g(x+0) toutes les fois que x appartient a 'ensemble
exceptionnel dénombrable figurant-dans (3.8), et pat h une fonction continue,

monotone croissante et telle que h'(X)= -+ o si x appartient a I’ensemble de_
mesure nulle exceptionnel figurant dans (3.9).% En posant pour >0

() = [(x) +eg(x) + eh(x) +-ex,

on voit aisément que k. satisfait aux hypothéses de (3.4) et que, par consé-’
quent, cette fonctmn est monotone croissante dans [a4, b]. On a donc pour
asc<d=sb

[(d)—1(c) = —e[g(d) —g(c) ] —e[A(@) — h(c) | - &(d —¢).
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient f(d)—f(c)=0.

4. Envisageons maintenant une condition plus faible que (A) pour une
topologie admissible T:

(B) Tous les ensembles fermés par rapport @ T~ et ouverts par rapport d
T+ sont de la forme (a, + =) ou [, + <) (— co=a=+ o).

L’admissibilité de T entraine que les ensembles T+-ouverts sont T+-
-accumulés, de sorte que la condition (A) implique la condition (B). Par consé-
quent, les topologies T(M), en particulier la topologie euclidienne E, satisfont
a la condition (B).

(4.1) La topologie A satisfait a la condition (B).”

DEMONSTRATION. Si un ensemble X est A--fermé et A+-ouvert, posons

) = IX N (e, X)| pour X = X,
=X N (x. %)| pour X < Xg,

5 V., pour T=E et avec une démonstration plus compliquée, [3] et [1], p. 222, oit (3.7)
est remplace par la condition plus restrictive f(x) = hm mf f(x).

§ Pour la construction deget#h, v. p. ex. [10], pp 14— 15 et 6 respectivement.
7 Nous ne savons pas si A satisfait a la condition (A).
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ot U désigne la mesure extérieure de Lebesgue de Pensemble U, et on aura

D+f(x)=1 pour x€ X, D={(x)=0 rouar x¢X. La thction g(x)=f(x)~—)2c~ sera

donc continue et on aura D*g(x)zé pour x¢€ X, D-g(x):-é— pour x¢X.

Les conditions c€ X, d¢ X, ¢ <d impliqueraient par conséquent que g(x) prenne
sa valeur maximum dans {c, d] & un point b intérieur a (¢, d). Chacune des

égalités D+g(b)=—;— et D—g(b):'——;— étant impossible, X doit étre soit de la

forme (a, + <), soit de la forme [a, + <).
La condition (B) équivaut, elle aussi, a des critéres de monotonité:

(4.2) T étant une topologie admissible, les propositions suivantes sont équi-
valentes les unes aux autres:

(4.3) T satisfait a la condition (B);

(4.4) Si f est une fonction semi-confinue supérieurement par rapport ¢ T-
pour a<x=b et croissante par rapport a T+ pour a=x-<b, elle est monotone crois-
sante dans {a, b].

(4.5) Si [ est une fonction croissante par rapport @ T~ pour a<x<b et par
rapport @ T+ pour a=x<D, cette fonction est monotone croissante dans [a, b).

DEMONSTRATION. Supposons que T satisfait & la condition (B) et que f
vérifie les hypotheses de (4.4). Si a=c<d=b et f(c)= f(d), posons f(¢)=y=[(d)
et X={x:c=x=d, f(x)=y}. Cet ensemble X est évidemment T--fermé et
T+-ouvert, donc de la forme (¢, + <) ou [u, + o), contrairement & ¢€ X, d¢.X.
Ainsi f doit &tre monotone croissante dans {a, b].

L’implication (4.4)—(4.5) étant évidente, supposons vérifié (4.5). Si X est
T~--fermé et T+-ouvert, la fonction caractéristique de X satisfait aux hypo-
theses de (4.5), d’ott résulte que X est soit de la forme (u, + oo), soit de la forme
[t + ).

La méthode de démonstration de (3.5) fournit, en y remplagant (3.4) par
(4.4), la généralisation suivante de (4.4):

(4.6) Soient T une topologie admissible satisfaisant & la condzz‘zon (B) et f
une fonction finie telle que

4.7y  limsupr- f(f)=f(x) pour a<x=b,
t—>x
(4.8) f(x,)gliminfTJrf(z,‘) pour a=x<b,
4.9 DT+]‘(x)>— e pour A=x<0b d lexceptz(m d’un ensemble dénombrable
des x,
(4.10) QT+f(x)zO presque partout dans [a, b).
Dans ce cas f est monotone croissante dans {a, b).8

8 Une proposition beaucoup moins générale est démontréc dans [4] pour T=A 2 Yaide
du lemme de Zorn.
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5. On pourrait croire & premiére vue que la proposition (4.5) soit liée,
au lieu de la condition (B), & la condition suivante, imposée a la topologie
admissible T:

(C) Tous les intervalles sont connexes par rapport a T.

Nous allons montrer qu’il n’en est pas ainsi, la condition (C) étant néces-
saire mais non pas suffisante pour la validité de (4.5).

(5.1) T étant une topologie plus fine que E, les deux propositions suivanies
sont équivalentes:

(5.2) EY est connexe par rapport 4 T;
(5.3) Tous les intervalles sont -connexes par rapport ¢ T.

DEMONSTRATION. Posons
{a,b]=MUN, MAN=0,. M#0#N,

olt M et N sont des ensembles T-fermés. Soient c€ M, d€ N, disons, c<d. Les
ensembles

My = (= o=, c]U(MN[e, d])
et ’
=((NN[edhUld, + =)
sont T-fermés et satisfont aux conditions
MUN=EY, M NN;=0, M;=0=N,,

contrairement a la T-connexité de E*. Donc (5.2) entraine que tous les inter-
valles fermés sont T-connexes, d’ott résulte la connexité des intervalles de
type quelconque. D’autre part (5.3) implique évidemment (5.2).

(5.4) La condition (B) implique la condition (C).

En effet, si X est T-fermé et T-ouvert a la fois, X et E1 — X sont T—-fermés
et T+-ouverts, donc, si T satisfait & la condition (B), tous les deux sont de la
forme (@, + <) ou [a, + <o), ce qui n’est possible que pour @= — < oU =+ oo,
Par conséquent, X=0 ou X=E1 c’est-a-dire T vérifie (5.2) et par suite (5.3).
"~ 1l s’ensuit aisément:

(5.5) Si la topologie admissible T satisfait a la condition (C) (en particulier,
si elle satisfait & (A) ou a (B)), une fonction continue par rapport @ T dans un
intervalle jouit de la propriété de Darboux.?

L’exemple suivant que je dois & M. J. CzipszER, montre que la condition
(C) n’implique pas la condition (B) (ni la proposmon (4.5) équivalente a (B)).

(5.6) Il existe une topologie admissible T satisfaisant & la condition (C) sans
satisfaire a la condition (B).

DEMONSTRATION. Soient P, Q et R trois ensembles denses (par rapport
a E) dans E* et tels que

PUQUR=E', PnNQ=QNR=RNP=0.

"9 Pour T=A, Cest-a-dire pour les fonctions approx1mat1vement continues, ¢ est un ré-
sultat classique (V [2], pp. 179 - 181).
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Soit x€E* et désignons par V un voisinage (par rapport a E) quelconque de x.
Définissons une topologie T en considérant comme voisinages par rapport 4 T
de x les ensembles de la forme

VAP pour x€P,
Vg pour x€Q,
(VN(— =, )NPYUV N(x,+ <)NQ)U{x} pour Xx€ER.

On voit aisément que T est une topologie admissible et qu’elle ne satisfait pas
2 la condition (B), I’ensemble Q étant T—-fermé et T+-ouvert. Il reste & montrer
que T satisfait & la condition (C), ou, d’apres (5.1), que E* est T-connexe.

Posons E*=GU H, GN H=0, les ensembles G et H étant T-fermés et T-
ouverts. OrxeP (" Gimplique 'existence d’un E-voisinage V dex tel que VNP CG;
de la méme maniére, si x€ QN G, il existe un E-voisinage V de x tel que VN QCG.
Enfin, si x€ RN G, il existe un E-voisinage V de x tel que

V(= =, x)NPCG, VAR, + «)NQCG.

Les mémes propositions étant valables en remplagcant G par H, on parvient
aux égalités

) GNRNH=HNRNG=0

oit X désigne la fermeture de X par rapport & E. En tenant compfe de E'=
=GU H, il vient

RNGNRNH=0
et, étant donné que ‘
RNGURNH=RN(GUH)=R = E',

au moins un des ensembles RNG et RN H doit €tre vide. Or, RN H=0 implique
RCG,RNG=R, et d’apres(5.7) HNR=H=0. Par conséquent E? est T-connexe.

6. La topologie T que nous venons de construire permet de résoudre encore
un probléme. Dans ce but, T étant une topologie sur E%, convenons de désigner
par Inty A UVintérieur de Pensemble A et par Derr A le dérivé du méme ensemble
pris par rapport & la topologie T. Les ensembles T-fermés étant caractérisés
par la condition Derr AC A, les ensembles "A tels que Derr ACInty A sont
T-fermés. Par conséquent, la condition suivante (D), imposée a une topologie
admissible T, est plus faible que la condition (B):

(D) Tous les ensembles A tels que

Der,- ACInt,_A, Der  (E'—~A)CInt,(E'— A)

sont de la forme (u, + ) ou (U, + o) (— ==u= + o).
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Or, cette condition (D) équivaut, elle aussi, & un critére de monotonité:
(6.1) T étant une topologie admissible, les propositions suivantes sont équiva-
lentes:

(6.2) T satisfait ¢ la condition (D);

(6.3) Si une fonction f est monotone croissante sur un T+*-voisinage conve-
nable d’un point quelconque a=x<b et sur un T--voisinage convenable d’un
point quelconque a<x=b, alors | est monotone croissante dans [a, b].

DEMONSTRATION. Si T satisfait & (D) et f vérifie les hypotheses de (6.3),
en supposant a=c<d=b, f(c)=y=fd), Pensemble X={x:c=x=d, f(x)=y}
remplit les conditions

(6.4) Der,-XClnt, X, Dery(E'—X)C Inty (E'—X),

contrairement au fait que ¢c€X, d¢X, c<d. Réciproquement, si un ensemble X
satisfait aux conditions (6.4), la fonction caractéristique de X vérifie les hypo-
theses de (6.3), donc, si (6.3) est valable, X doit &tre soit de la forme (u, + <),
soit de la forme [u, + o).

La condition (D), plus faible que (B), est toujours plus forte que la COI’ldl-
tion (C):

(6.5) T érant une topologie admissible satisfaisant @ la condition (D), cette
topologie satisfait & (C).
En effet, si XCE* est T-fermé et T-ouvert, on a évidemment

Der, XCXCInt,_X, Der, (E'-X)CE'-XCInt, (E'-X),
Derp  XCXCInt X, Derp+(E'-X)CE'-XC Int (E*—X),
par conséquent (D) implique que X et E*— X sont simultanément de la forme
(4, + =) ou [u, + <), c’est-a-dire que X =0 ou X=FEL. La validité de (C) en
résulte en vertu de (5.1). :
On peut dire que le critere (6.3) est le plus faible critere local de monoto-
nité que I'on puisse imaginer. Or, la topologie T due 8 M. J. CzIpszER qui figure
dans (5.6) montre que la condition (C) est strictement plus faible que la condi-
tion (D), équivalente a (6.3). En effet, en appliquant les notations de la démons-
tration de (5.6), on a évidemment
Der,_QCQCInt,_Q, E'-Q=PUR,
Der, (PUR)CPCInt  PCInt (PUR),

cependant Q n’est ni de la forme (u, + <), ni de la forme [u, + o).

4 Annales
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UBER DIE STRUKTURSATZE DER HALBRINGE

Von
RICHARD WIEGANDT
Maitematisches Institut, Eotvos Lordnd Universitdt, Budapest
('Eingegangen am 30. Mdrz 1962.)

§ 1. Einleitung

O. STEINFELD hat in seiner Arbeit [4] den folgenden Struktursatz von
Halbringen bewiesen: Ist der Halbring © eine starke direkte Summe minimaler
Linksideale, so ist & die starke direkte Summe von Halbringen, die zu vollen
Matrixhalbringen iiber Divisionshalbringen isomorph sind.* Dieser Satz ist
ein Analogon von den Noetherschen und Wedderburn-Artinschen Charakte-
risierungen der halbeinfachen Ringe, und eine wesentliche Verschirfung des
halbringentheoretischen Satzes von BOURNE und ZASSENHAUs [1]. ]

In dieser Arbeit werden wir weitere Analoga von den Charakterisierungen
der halbeinfachen Ringe untersuchen. (Charakterisierungen von halbeinfachen
Ringen siehe z. B. in.der Arbeit von A. KErRTEsz und O. STEINFELD [3]). Diese
analogen Bedingungen charakterisieren aber nicht nur eine Klasse von Halb-
ringen, sondern zwei Klassen, und zwar ist die eine in der anderen enthalten.
Die erste Klasse besteht aus denjenigen Halbringen, die durch den Steinfeld-
schen Satz charakterisiert sind; die Halbringe der zweiten Klasse sind starke -
direkte Summen eines halbeinfachen Ringes und endlich vieler Divisionshalb-
ringe. Schon hier erwdhnen wir das folgende Ergebnis: Die Halbringe, deren
samtliche Linksideale starke direkte Komponenten sind, gehéren zur zweiten
Klasse.

In § 2 legen wir die fiir uns notwendigen Definitionen und Hilfssdtze dar.
In § 3 geben wir (auBer der Steinfeldschen) zwei Charakterisierungen fiir Halb-
ringe von erster Klasse (,,schwache” Struktursdtze), und in § 4 geben wir
drei Bedingungen, die die Halbringe der zweiten Klasse charakterisieren (,,star-
ke” Struktursédtze). '

§ 2. Definitionen und Hilfssitze

Unter einem Halbring? verstehen wir eine (nichtleere) Menge © in der
eine Addition und eine Multiplikation mit den folgenden Eigenschaften defi-
niert sind: (/) © ist eine additive Halbgruppe, (i) © ist eine multiplikative
Halbgruppe, (iii) © besitzt ein Nullelement 0 mit 0+ é=§54+0=¢ und 0&=
= £0=0 (£€®), (iv) die links- und rechtsseitigen Distributivititsregeln a(f+v)=
=of+oy und (a+ f)y=ay+fy sind auch giiltig.

Wir nennen einen Halbring kommutativ, wenn in ihm die Multiplikation
kommutativ ist.

! Die Definitionen siehe in § 2.
2 In [2] ist eine Struktur mit Eigenschaften (i), (i), (iii) Semiring genannt.

4% '
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Eine additive Halbgruppe wird Halbmodul genannt.

Das Einselement und die multiplikativ idempotenten Elemente von
sind gewOhnlicherweise definiert.

Ein Teithalbring £ des Halbringes © wird Linksideal genannt, wenn
GLS @ gilt. Ahnlich kann man die Rechfsideale und die (zweiseitige) Ideale
von © definieren. Wir nennen emen Teilhalbring A von © Quasiideal, wenn
CANASS A gilt.

Ein Halbring © heiBt starke direkte Summe?

& =6+...+6,
der Teilhalbringe &, ..., ©, wenn jedes Element o (¢ &) in der Form o=

=gy + ... + o, darstellbar ist, wo o; unabhdngig voneinander alle Ele-
mente von ©(i=1,...,n) durchlaufen (kurz: ©=&,+...4+6,), und die Kom-
ponenten oy, ..., o, durch o eindeutig bestimmt und untereinander additiv

vertauschbar sind. Sind die Teilhalbringe ©,; alle Linksideale, so sagen wir,
daB die Linksideale ©; starke direkte Summanden (oder auch Komponenten)
von & sind. :

HiurssaTtz 1. (Vgl. STEINFELD [4], Hilfssatz 1) Wenn der Halbring © mit
Einselement stdrke direkte Summe von Linksideale L, ..., 1, 1isf, und das
Emselement in der Form :

e=¢g+...1+¢,
darstellbar ist, so gilt '

g fir i =k
£, & = o
0 fiir i 2k

und
L=6Ge (Lk=1,...,n).

Den Beweis des Hilfssatzes 1 siehe in der Arbeit [4]. Aus Hilfssatz 1 folgt
daB siamtliche Komponenten e; von Null verschieden sind, und die Anzahl
n der Komponenten immer endlich ist. Ferner gilt [;N[=0 (i#/]).

HiILFssATz 2. Sei @ ein Halbring und seien die Linksideale ¥, 8, starke
direkte Summanden von ©. Ist &,C Y, so ist &, ein starker direkter Summand
von &;.

BewEis. Nach der Voraussetzung gelten die Gleichungen
(I) @ — 81"‘ S%l
) € = &+ R,

3 Manchmal pflegt man auch von schwacher direkter Summe zu reden: & ist die schwache
direkte Summe der Teilringe €,, . . ., &,, wenn & =&, + ...+ &, ist und auberdem ©,6;=0
(i=j) gilt. Die starke und die schwache direkte Summe untersche1det sich von der gewohn-
lichen (ringentheoretischen) direktenSumme, Die gewdhnliche direkte Summe ist die ,,stdrkste”,
diese ist namlich eine starke direkte Summe, we die Teilhalbringe [deale sind, und di¢se einan-
der paarweise annullieren.
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Infolge (2) sind die Elemgnte A(€¥,) in der Gestalt
®) T A=24x (hel, xe®y)

darstellbar, wo die Komponenten A, » durch A eindeutig bestimmt sind. Wir
miissen noch einsehen, daff die Elemente x» (von verschiedenen A) in Dar-
stellung (3) ein Linksideal bilden. Wegen (1) hat das Element » die Form

“ . L x=Agt Ky (A€8y, K€ Ry,
so entsteht infolge (3) v
A=n+M+Ky (A+4y€8;, Ky€ &)
Da die Darstellung B
A=4+0 (48, 0€ &y

wegen (1) eindeutig ist, so muB in (4) K,=0 sein, und x= 1, € &, bestehen, d. h.
die zu verschiedenen Elementen A (€£,) gehdrende Komponenten » sindin
&, enthalten. Also sind die Elemente » in dem Linksideal &, N &, enthalten.
Anderseits kann offenbar jedes Element von &, N &, in Darstellung (3) vorkom-
men, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Unter einem Divisionshalbring verstehen wir einen Halbring, in dem die
Elemente (50) eine multiplikative Gruppe bilden. Aus jeder multiplikativen
Gruppe G={a, b, ...} Kann man einen Divisionshalbring bilden z. B. folgen-
dermaBen: sei D die Menge, die aus den Elementen von G und aus dem
Symbol O besteht, und definieren wir in D eine Addition durch die folgenden
. Gleichungen

a+b=a, a+0=0+a=a (a, beG).

Das Produkt von Elementen a, b (€G) soll mit dem in G definierten Produkt
iibereinstimmen, ferner sei

O =a0 =0 (acQ).

Es ist leicht einzusehen, daf die Menge D ebenfalls ein Divisionshalbring ist.
Hivrssatz 3. Haf das Element a (#0) des Divisionshalbringes ® ein addi-
tives rechtsinverses a, so ist ®© ein Schiefkir per.
BEwEIls. Erstens beweisen wir, daf die Addition in 9 invertierbar ist.
Bezeichne ¢ das Einselement und a-* das multiplikative Inverse von a, und
sei b ein beliebiges Element von ®. Wegen a+a=0 ist .

b4ba~1a = b(e+a~la)y = b(a~'a+a'a) = ba~Y(a+ad) =0

giiltig, und so hat jedes Element b (¢®) ein Additives Rechtsinvers. Deshalb ist
die Addition in D invertierbar.

Zweitens zeigen wir, daB die Addition in ® kommutativ ist. Sind ¢, d(¢D)
beliebige Elemente, dann gilt

c+e+d+d = cle+e)+d(e+e) = (c+d)(e+e) = (c+d)e—|—(c+ud)e = c+d+e+de
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Da die Addition invertierbar ist, so sind die rechts- und linksseitige (additive)
Kiirzungsregeln auch giiltig. Deswegen gilt die Gleichung

c4+d=d+¢

fiir jede Elemente ¢, d(¢®), womit Hilfssatz 3 bewiesen ist.

Ein Linksideal =0,& heiBt echtes (oder nicht triviales) Linksideal. En-t
haltet ein Linksideal ! kein echtes Linksideal von © so ist | minimal.

Es seien M={e, B, ...} ein Halbmodul mit (additivem) Nullelement o
und O={a, b, ...} ein Halbring mit Nullelement 0. Ist ein Operatorprodukt
e €M (a €D, o€ M) mit den Eigenschaften '

O =0w und aw = o,
(ab)o = a(ber),
a(o+ f) = ado+ap,
(@+b)o = act+ba

definiert, so heifft M ein (linksseitiges) O-Halbmodul.
Man sieht sofort, daB die Linksideale eines Halbringes © ©-Halbmoduln
sind, wenn das Operatorprodukt als Produkt (von links) in & definiert ist.
Sind MM und M’ zwei O-Halbmoduln, und gibt es eine eindeutige Abbil-
dung p—p' (weM, p' €M) von M in M’ mit den Eigenschaften

(p+v) =p'+v" (nreM;  p,v ),
und ‘
(@p) =aw  (aeD)
so ist M operatorhomorph in IMM” abgebildet. Ist die Abbildung ein-eindeutig
und stimmt die Menge der Bildelemente mit I’ iiberein, so sind I und I’

als ©-Halbmoduln operatorisomorph.

Hivrssatz 4. (Vgl. STEINFELD [4], Hilfssatz 3) Die minimale Linksi-
deale ©g;, Ce, (e2=¢, ci=¢,) eines Halbringes © sind dann und nur dann
als ©-Halbringe operatorisomorph, wenn &S¢, von Null verschieden ist.

Im Fall e, =0 gibt es zu jedem Element o, =e0e,#0 (w€©) ein Ele-
ment of,=eo¥e; (a*€S) mit

* — * =
ooy = & und ool =g

Fiir den Beweis vom Hilfssatz 4 werweisen wir auf [4].
Seien &, (v lauft irgendeine Indexmenge A durch) beliebige Linksideale
von ©. Das durch die Linksideale &, (v€A) erzeugte Linksideal wird mit

{&}ca bezeichnet. Ein System (..., &, ...) der Linksideale & (v€4)
ist unabhdngig genannt, wenn der Durchschmtt &N {&}uea fiir jeden Index
v(€d) gleich Null ist. pey

Ein System (..., q, ...) von Quasiidealen heiB3t verfeuschbar, wenn
die Gieichungen ‘ .
a,+a, = a,+a, (Q.€qa, da,€aq,)

fiir alle Indices p,v (u>v) gelten.
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Wir nennen die Elemente ¢, ..., &, orthogonal und idempotent, wenn

g fir i=k

Eigy =

l0 fiir i #k

gilt.

Wir heiBen ein System a, (i,k=1, ..., n) von Quasiidealen rollstindig?),

‘wenn orthogonale idempotente Elemente e, ..., ¢, existieren derart, daB

das Quasiideal a; entweder gleich 0, oder ein minimales Quasiideal der
Gestalt a;,=¢,G¢, ist, und wenn aus a,, a,;#=0, auch

O 0> Oy % 0
folgt. : ‘
HiLrssATZz 5. Sei ©=%+8, (4 -8,=%-8,=0) und seien U=
=(ay; I, j=1,...,m), B=(by; k [=1,....,n) vertauschbare, vollstindige
Systeme von Quasiidealen beziiglich der Halbrigngen &, bzw. &,. Das System
C=(c,e; r,5=1, ..., m+n) mit '

a; fiir r=14, s=7j

ts=1b, fiir r=k+m, s=1+m
lO _ Libringens
bildet dann ein vertauschbares vollstdndiges System von Quasiidealen in ©.

Bewels, Da & und &, sich einander annullieren, so sind die ¢, (r, s=
=1, ..., m+n) Quasiideale von ©.

Das System € ist offenbar vertauschbar. Die orthogonale idempotente
Elemente ey ..., €na; €1 - - -5 €4p Dilden zusammen wieder ein orthogonales
System, und es gilt im Fall ¢ =0 entweder

Crs = Q;; = 8ia818ja = & g1"3ja”1"8[a828ja = aia@:eja!
oder

Cs = by = g, %o = p i e+ 880ty = 815Gy,

ferner sind diese ¢, in © minimale Quasiideale, da die schon in &, bzw. &,
solche waren.

Im Fall ¢, ¢;#0 ist entweder

Crs = Opsy G = Oy
oder
Crs = br m, s—m? Cot = E)s—m, t—mr
und dementsprechend ist
¢ = O, bzw. Cor = Dgm v+

4 Dieser Begriff stammt von A. KerTEsz, und O. STEINFELD [3].
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Da % und B vollstdndige Systeme sind, so ist

Qg+ Oy " O
csr'crs'cst:‘_‘{ o 1¢0

bs—‘m, r—~m'Br—m, s—m'Bs**m, t‘ml

und damit haben wir bewiesen, dafl € ein vertauschbares, vollstdndiges System
ist. : . '
- Von jetzt an wird das Wort ,,Halbring” immer ein Halbring mit Einsele-
ment bedeuten.

§ 3. Die scwachen Struktursiitze

In diesem § geben wir zwei dquivalente Bedingungen fiir Halbringe, die
starke direkte Summen von endlich vielen minimalen Linksidealen sind. Diese
Halbringe sind nach dem Satz von STEINFELD [4] zu Starken direkten Summe
von endlich vielen vollen Matrixhalbringen iiber Divisionshalbringen isomorph,
und diese Matrixhalbringe annullieren sich gegenseitig. Eine einfache Fol-
gerung dieses Satzes ist das folgende:

Ist der Halbring © kommutativ und eine starke direkte Summe endlich vieler
minimaler Linksideale, so ist © die starke direkte Summe von endlich vielen Divi-
sionshalbringen die sich gegenseitig annullieren.

Um dies einzusehen geniigt es zu bemerken, daf die kommutativen vollen
Matrixhalbringe iiber Divisionshalbringen den Rang 1 haben.

Sarz 1. Ein Halbring © ist dann und nur dann starke direkfe Summe von
endlich vielen minimalen Linksidealen, wenn & die Summe eines vertauschbaren,
vollstindigen System von Quasiisealen ist.?) 5

BEwEIls. Sei & die starke direkte Summe von endlich vielen minimalen
Linksidealen. Nach dem Satz von Steinfeld ist © mit der starken direkten Summe
von endlich vielen vollen Matrixhalbringen 9, iiber Divisionshalbringe D,
isomorph wo I,-IM;=0 (i=]) gilt. Deshalb und wegen Hilfssatz 5 geniigt
es die Behauptung im Fall @=3 zu beweisen, wo I ein voller Matrixhalbring
iiber einem Divisionshalbring ® bezeichnet. Der Rang von IR sei n.

Bezeichne C, die Matrix, die im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der
k-ten Spalte das Einselement von ® und sonst iiberall Null hat. Sei %, die
Menge der Elemente aC;, (a¢D) bei festgestelitem i und k. 2, ist offenbar
ein Teilhalbmodul. Da ©%,, aus Elementen X a,C; besteht, und %,;&S aus
Elementen Xa,Cy (a, a,€®), so gilt ¢

k

SULNALG & By,

also ist %, ein Quasiideal. Jetzt zeigen wir, daf die Quasiideale U, (i,k=
=1, ..., n) minimal sind. Sei ndmlich A(SA,) ein von O verschiedenes
Quasiideal, und bezeichne aC,, (a¢®, a=0) ein Element von . Da D ein Divi-
sionshalbring ist, so gehdren zu jedem ‘Element &(¢®) Elemente x,y(€D) mit

xa="5b ‘ay=25>

% Mein Kollege O. STEINFELD hat diesen Satz unabhéngig von mir auch bewiesen.
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Deshalb gelten die Beziehungen
bczk = (xa)(cuctk) (xcll) (aclk) € 6%1

bCy = (ay)(C tkckk) = (aCy)(¥Cp) € AC.

Da QI ein Quasndeal ist, so erglbt sich bC, €U fiir jedes be@ Daraus folgt
A, &AW und die Mmlmahtat von Aj,.
Es ist klar, daB die zu verschiedenen ,,, ;i gehorende Elemente ver-

tauschbar sind, und © die Summe von allen %, (i, ]_1 , n) ist. Wir haben
noch zu bewelsen daB die Quasiideale ;, ein vollstand1ges System bilden.
Die Elemente C; (i=1, ..., n) sind orthogonal und idempotent. Sei (a,)

eine beheblge Matrix aus 9%, Jetzt besteht

S Ciu(a)Cyy = Cu(zak_]ckj) = a/jcz/
also
C,8Cy = %I,-j.
Betrachten wir die Quasiideale A, %A, A, Da fiir die Elemente
0Cu(€ W), aCH(EAL), B0y (€ Uy)
mit a, b€ D; a, b#0 die Beziehung
aCy-a="CyperbCyy = CpbCyy = bCyy = O

giiltig ist, so steht auch .

Wy Wy Uy # 0

und damit haben wir die Vollstindigkeit bewiesen.
Umgekehrt, sei © die Summe von Quasiidealen ,, (i, k=1, ..., R) die
ein vertauschbares, vollstindiges System bilden. Lassen wir die Komponenten

A, =0 weg, und bezeichnen wir die so bestehende Summe mit X" A,
1=i, k=R

Seien &, ..., & orthogonale 1demp6teﬁte Elemente mit ?I,-,{=el.@sk
Uy =0; L,k=1,..., R). Wir zeigen, daB a_Z‘e das Einselement in &

ist. Da A, =¢G¢, gllt so folgt fiir jedes Element o-(E ©) die Richtigkeit der
Gleichung

—_ ’ — 4 f - =
o= ' oy= 2 groyee (our € Wy o €9),
1si,k=R l1=i,k=R

und wegen der Orthogonalitdt der Elemente g; folgt

oe = ( Z s Tk ) 2 ej Z.’ &0€ = O
1=1, l=j=R =4J] R
Ganz dhnlich kann man emsehen, daB e auch Linkseinselement ist.

Sei o = D) oy, ein beliebiges Element aus &. Multiplizieren wir von rechts
1=i, k=R
mit ¢, und von links mit ¢, so entsteht wegen der Voraussetzung

§0¢&, = 81'(1 le' _/l)gk = S( 2 _Slo-jlsl)gk = &0 & = Oy
=il= 1z j,1=
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Deshalb sind die Komponenten «, eindeutig bestimmt, ferner sind diese
vertauschbar, so ist die Summe ©= X" %, eine starke direkte Summe. '

1=, k=R .

Unter den Indices i,k (i,k=1, ..., R) definieren wir eine Relation ,,=”
folgendermaBen: bestehe i=k dann und nur dann, wenn %, =0. ist. Diese
Relation ist offenbar reflexiv; die ist auch symmetrisch, es folgt nidmlich aus
Ay Uy #0 und wegen der Annahme N, -A,,-A,=0, darum mub auch
Ay, #0 sein. Die Transitivitdt ist auch giiltig, es sei namlich A,, %A, =0

(d.h. i=k und k=j), jetzt ist wegen der Voraussetzung auch A, -9, ;0.
Anderseitz besteht :

Wpe- By = (5,S8y) (6, S¢y) = e(©¢,C); S U

so ist auch %,; =0, also ist i=j. Damit haben wir bewiesen, daB die Relation
,,=" eine Aquivalenzrelation ist. Bezeichnen wir die Aquivalenzklassen mit
Ky, ..., Ko Nun betrachten wir die Mengen '

(5) A =j§2tj,{ =j€2;48j@ek (keK,, i=1,...,Q.

ijo

Wir zeigen, daB diese Mengen Linksideale sind. Es gilt ndmlich fiir jedes o€ &
und &€ AP

— N S ’ <
oo = A\.: 81-0']-18,)'( 2.1 Smtmkek) = Z 2/ & T imEmTmy €y
1=j,I=R meK; 1= jZ=R m¢K;

Da im Fall j>m die Glieder gleich Null sind, so ergibt sich

06 = X g0 memTmes = 2, € 0kek
i, meK; JEK;

WO O = > OjmEnTmy ist. Daraus folgt oac AP fir jedes o(€®) und

m I
a (€ AL, lgeswegen ist AP ein Linksideal von &.

Da die Quasiideale % (0) starke direkte Summanden von & sind, so sind
wegen (5) auch die Linksideale %Y starke direkte Summanden in & Wir haben
noch zu beweisen, daB die Linksideale Y% minimal sind. Betrachten wir
deswegen ein von Null verschiedenes Element o (€ %) und bezeichne A das
durch « erzeugte Linksideal. Sei a= >¢;075, und multiplizieren wir von links
mit &, (heK)): jeK;

et = &y D 808 = €408 € W,
JeK;

Da a=0 ist, so gibt es wenigstens einen Index # mit g,o,e,#0. Weil %A=
=¢,&¢, (h=k) ein minimales Quasiideal ist, deshalb ist das durch e,ope,
erzeugte Quasiideal %,,. Da jedes Linksideal genau gleichzeitig ein Quasi-
ideal ist, so gilt %,, S U fiir mindestens ein Index (€ K,). Da die Quasiideale
A, (i,j=1, ..., R) ein vollstindiges System bilden, folgt aus U, Wy =0
offenbar '

0+ mmh'%hk = (Em@‘eh)(sh'@ek) = 8m(@8h@)5k S U
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Das Quasiideal %, ist aber minimal, so das durch %,,-% erzeugte Quasi-
ideal genau U, ist. Da jedes Linksideal ein Quasiideal ist, so ist infolge
W U EA Afiir jedes m(eK)) U, SN giiltig. Daraus folgt

AP = 3 Uy S Y,

mgl

und so ist die Minimalitit von AL bewiesen.

Satz 2. Ein Halbrine & ist dann und nur dann eine starke direkte Summe
von endlich vielen minimalen Linksidealen, wenn es endlich viele solche Links-
ideale &, (i=1, ..., n) existieren, die die Bedingung

(6) €=(+8 G=nEg, i=1...,n)

j=i

erfiillen, wobei 1, minimale Linksideale sind.

BEMERKUNG. Die Linksideale &; sind im allgemeinen nicht maximal®).
Wenn die &; maximal sind, dann gehort © schon zu der zweiten Klasse. (Siehe
Satz 5).

BEWEIS. Zuerst nehmen wir an, daB & die Bedingung (6) erfiillt, und wir
werden beweisen, daff © eine starke direkte Summe von minimalen Linkside-
alen ist”). Bezeichne o ein beliebiges Element aus ©. Nach der Voraussetzung
gilt die Darstellung

(7) o=h+td (hely, €8y,
dhnlich gelten freilich die Darstellungen

| Ay = Ao+ Ay,
(8)

An~1:.1n+/1n hel, 4,e8,i=2,...,n).

i
Wir beweisen daB die Elemente 4,(i=1, ..., n) zum Linksideal N &, gehoren.
j=1

.
Im Fall z~l ist die Behauptung .trivial. Sei i=2, und nehmen wir an, daf

A4 € ﬂ &; gilt. Betrachten wir die Darstellungen von 4;(i=2, ..., n) in den
Zerlegungen %
) A = x4 AE (Arel, Are, k=1,..., i-1)

8 Batrachten wir z. B. den Matrixhalbring MM von Rang 2 iiber den nichtnegativen Zah-
len. Die Linksideale £, = 1((1 O)} AR :{(8 Z)} geniigen den Bedingungen (6), aber sind nicht
maximalSei ndmlich N die Menge der Matrizesmit gleichenSpalten. R istein Linkidealin M. Da die
Matrix (g i) in dem Linksideal £, + ;% nicht enthalten ist, so kann &, nicht maximal sein.

7 A. KerTEsz hat in seiner Arbzit [2] ein dhaliches Verfahren beniitzt.
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Nun 148t sich (8) in der Gestalt
(10) A 1_2+7L + A%

schreiben. Sei e=eg,+ex (k=1, ..., i—+1) die Darstellung vom Einselement e
in Zerlegung (6). Multiplizieren wir (10) von rechts mit ¢, so entsteht

(1 ]) Ai—qy = (’1'*‘2*“}‘/1;:)81(

Da wegen der Induktmnsannahme 4, 16 ﬂ 8 ist, so gxlt auch 4,2,€% (j=1,

..., i—1). Daraus folgt wegen (6) und Hllfssatz 1, daB die linke Seite
von (11) verschwindet, und besteht wegen 2,€[,S &, von(ll) _

0 = }.iek“{‘lzek'f“/lzsk = 2:,
Deswegen erhdlt man wegen (9)
A, = A Ar = AeQ,
fiir jedes Index k=1, ..., i—1. Daraus folgt
- ‘ i—1 i
i=1 j=t
was zu beweisenn war.
n :
Im Fall i=n bekommen wir 4, ¢ N &;=0, d. h. 4,=0, so lautet die letzte
j=1
Gleichung von (8) !
An—l = 2n!
und die vorige
An—Z = An—l+}'n7
u. s. w. bekommen wir fiir die Gleichung (7)
o :)Ll—l— s +)Ln.
Da die Darstellungen (7) bzw. (8) eindeutig sind, sind die Komponenten
Ay -« A, auch durch o eindeutig bestimmt. Da ]eder Linksideal [, eine
starke direkte Komponente von & ist, so sind die Komponenten 4, miteinan-
der vertauschbar. Damit haben wird bew1esen daf & eine starke direkte Summe
von endlich vielen minimalen Linksidealen ist.

Umgekehrt, ist © die starke direkte Summe der minimalen Linksideale
{,...,1  dann geniigen die Linksideale

Q = b Ly Ly

die Bedingungen (6) trivialweise.
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§ 4. Die starken Struktursitze

In diesem § werden wir solche Bedingungen untersuchen, die schon eine
engere Klasse von Halbringen charakterisieren. Wir werden sehen, daB jeder
Halbring aus dieser Klasse eine starke direkte Summe eines halbeinfachen
Ringes und endlich v1e1er Divisionshalbringe ist, und diese annullieren sich
gegenseitigs.)

Satz 3. Sei © ein Halbring. Jedes Linksideal des Halbringes © ist dann
und nur dann ein starker direkter Summand, wenn © die starke direkte Summe
von einem halbeinfachen®) Ring R und von endlich.vielen Divisionshalbringen
€y, ..., € ist, und diese Komponenten sich gegenseitig annullieren.

KOROLLAR. [st jedes Linksideal des. kommutativen Halbringes © ein starker
direkter Sunmmand, so ist © die starke direkte Summe von endlich vielen kommu-
tativen Divisionshalbringen, die sich gegenseitig annullieren.

BewEls. Nehmen wir an, dafi jedes Linksideal des Halbringes & ein star-
ker direkter Summand von & ist.

i) Erstens weisen wir darauf hin, daB jede echte absteigende Kette von
Linksidealen nach endlich vielen Schritten abbricht (d. h. die Minimalbedin-
gung fiir Linksideale erfiillt ist). Sei

(12) OO+ DE,D---D0

eine echte absteigende Kette von Linksidealen.
Wir beweisen, daf & in der Gestalt

(13) G =Q+ R+t Ry

darstellbar ist, wo &, ..., &, geeignete von Null verschiedene Linksideale
sind. Im Fall n=1 ist die Behauptung trivial. Nun sei n=2, und nehmen wir
an, daB die Behauptung im Fall n—1 richtig ist:

(14) B =g+ Ryt + Ry

Da &, ein starker direkter Summand von & ist, so wegen (2) und Hilfssatz 2
ist &, ein starker direkter Summand von &,_,,

(15) Loy =L+ R,

Setzen wir (15) in (14) hinein, so entsteht (13).

Wenn die Kette (12) unendlich wire, dann gdben es auch unendlich viele
Linksideale &, ..., &,, ... und jedes &, wire ein starker direkter Summand
von & in derselben Zerlegung. Deshalb kann man die (diskrete) starke direkte
Summe der Ringe &, (n=1, 2, ...) bilden

@0:‘@1;.“4—@”._]_...’

8 Die n-reihigen quadratischen Matrixhalbringe (7= 2) iiber den nichtnegativen Zahlen
gehoren z, B. nicht zu diese Klasse.

$ Unter einem halbeinfachen Ring verstehen wir einen radikalfreien Ring mit Minimal-
bedigung fiir Linksideale.
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und £, ist offenbar ein Linksideal in &. Wegen der Voraussetzung besteht
~ eine starke direkte Zerlegung

S = &+ Ry,

in der der Ring & unendlich viele Komponenten hat. Anderseits enthaltet
© ein Einselement, so folgt infolge Hilfssatz 1, daB die Anzahl der starken
direkten Komponenten nur endlich sein kann. Damit haben wir einen Wieder-
spruch bekommen, und so muf die Kette (12) bei einem endlichen n abbrechen.

ii) Zweitens zeigen wir, daB © eine starke direkte Summe endlich vieler
minimaler Linksideale ist. Sei &, ein beliebiges (nicht triviales) Linksideal von
€. Da jede Kette von Linksidealen die Minimalbedingung erfiillt, so konnen
wir zu & ein minimales Linksideal I} auswdhlen. Nach der Voraussetzung
ist I, ein starker, direkter Summand von &,

=L+4,.

&

(16)

Ahnlich kann man zum Linksideal &, ein minimales Linksideal I, auswihlen.
Das Linksideal [, ist infolge der Voraussetzung und Hilfssatz 2 ein starker
direkter Summand von &,,

82 —_ IZ +£3.

Setzen wir dieses Verfahren fort, dann bekommen wir wegen der Minimalbedin-
gung in endlichen Schritten ein Linksideal €,={, welches schon minimal
ist. Durch dieses Verfahren entsteht eine Darstellung

Y S

wo [, ..., 1, minimale Linksideale sind. Jetzt konnen wir schon den Satz
von Steinfeld anwenden, deshalb ist © mit der starken direkten Summe von
endlich vielen vollen Matrixhalbringen I, iiber Divisionshalbringe €; isomorph,
und es gilt M,-M,;=0 (i=], i,j=1, ..., N).

iii) Wir haben noch zu zeigen, da8 in

@* = 5)32,-—{—----%—9)’?1\,

die Matrixhalbringe 3, ..., My entweder Ringe sind, oder den Rang 1 haben.
Sei M, ein Matrixhalbring mit dem Rang r=2 und sei 9 die Menge von Ma-
trixen (€I,) deren Spalten identisch sind:

] iy ‘
m: (E :.); al,...,arGQi
t l Q- - -,
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Es ist klar, daB 9% einen Halbmodul bildet. Wir behaupten, daB % eine Links-

ideal in © ist. Da M;-M,=0 (]#l) ist, so geniigt es nach zu priifen, daf N
Gty

ein Linksideal von I, ist. Sei w=(bp,) €M, und v= ( : ) €M, dann ist

a,---a,

= ()@ = | zbmkak] — (e,
V=1

also ist M ein Linksideal. Wegen der Voraussetzung und Hilfssatz 2 ist 9%
ein starker direkter Summand von I,

M =N+N
Deshalb ist das Einselement von It; in der Gestalt

e---0 @ [ZVRRRI
) ():( ;)+(z )
0.-..¢ a,-a. by b,

darstellbar, wo a,, b:, Elemente von €; sind (j,k=1, ..., r). Infolge Hilfssatz 1
ist wemgstens ein a von Null Verschleden und’ dieses geniigt nach (I7)
der Gleichung

0 =a;+by (j = k).

Das bedeutet aber, daB a; ein additives Rechtsinverses hat, so ist §, wegen
Hilfssatz 3 ein Schlefkorper und Ik; ein Ring. Damit haben wir die Behaup—
tung bewiesen.

: Umgekehrt nehmen wir an, daB fiir den Halbring © die Zerlegung

(18) B =RiG4--4G,
giiltig ist, wo : ein halbeinfacher Ring und €,, ..., €, Divisionshalbringe
sind, und R,€,, ..., €, sich paarweise annullieren. Betrachten wir ein belie~

biges echtes Linksideal [ von ©. Wir priifen nach, daB [ ein starker direkter
Summand von & ist. Sei 2 ein beliebiges Element aus . Wegen (18) gilt die

Zerlegung
A—g+y1+-~-+vn (0e®R; v, €6 i:l,;..,n).

Ist v, 0, dann gilt fiir das Einselement ¢, von @,

~ & =ity = e et yiivat byt = vitacl
und so ist €, S, ferner ist €, wegen Hilfssatz 2 ein starker direkter Summand
in I. Daraus folgt fiir 1 eine Zerlegung
(19) | (=146 4 - 46,
wo (S H) ein Linksideal von { und €/ =€, oder O ist.
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Im Fall t=0 ist [ offenbar ein starker direkter Summand von ©.
Sei t=0. Wir bestdtigen dafl t ein Linksideal in %, ferner ein Ring ist.
Betrachten wir zwei beliebige Elemente P (¢R) und g(¢r). Wegen

RESRICS
ist Pocl, also nach (19) gilt
Po=go+é+---+8, (0€r; 6€C€,; i=1,...,n).
Anderseits gehirt P zum %R, deshalb ist wegen (18)
Pop = o*+0+---+0  (o*€R).

Da diese Darstellungen eindeutig sind, so folgt é;=...=6,=0 und Ppe%;
d. h. 1t ist ein Linksideal von %. . .

Sei 7 ein beliebiges Element von t und bezeichne — & das additive Inverse
des Einselementes &, Da t ein Linksideal von R ist, so gehdrt das additive
Inverse (—e&)r von = auch zu t, deshalb ist v ein Ring.

Es ist wohlbekannt, daB jedes Linksideal eines halbeinfachen Ringes ein
starker direkter Summand ist, darum ist insbesondere

R =1+1,
und (18) lautet

S =141 46, +---+C,.

So ist Linfolge (19) ein starker direkter Summand von &. DamitistSatz 3 bewiesen.

Da die kommutativen Matrixhalbringe iiber Divisionshalbringen den
Rang 1 haben, so ist nach Satz 3 die Behauptung des Korollars richtig.

Satz 4. Ist in einem Halbring © jedes Linksideal ein starker direkter Sum-
mand, so stimmt © mif einer starken direkten Summe jedes maximalen unab-
hiingigen Linksidealsystem iiberein, und umgekehrt.

Beweis. Nehmen wir an, daB in © jedes Linksideal ein starker direkter
Summand ist, und sei (...,1, ...)cs ein maximales unabhingiges Links-
idealsystem (4 bezeichnet irgendeine Indexmenge, die wegen Satzes 3 bestimmt
endlich ist). Da das durch sdmtliche L(v€4) erzeugte Linksideal {L}.ca
ein starker direkter Summand von & ist, so gilt

& = {Lheatl’  ({LheaNl = 0).
Wegen der Maximalitdt des betrachteten Linksidealsystems mufl ['=0 sein,
also S = (b
Da jedes L(vec ) ein starker direkter Summand ist, und (..., %, ...) ein

unabhingiges System ist, so folgt, daf & die starke direkte Summe von Links-
ideale L(v€4) ist. : ' :

~
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Umgekehrt, nehmen wir an, daB © mit der starken direkten Summe von
jedem maximalen unabhdngigen Linksidealsystem iibereinstimmt. Sei 1(0)
ein beliebiges Linksideal von &, und bilden wir ein maximales unabhédngiges
Linksidealsystem, das ! enthaltet. (Es ist leicht einzusehen, daB ein solches
immer gibt). Infolge der Annahme ist also [ ein starker direkter Summand von

G. Q. e. d.

SaTtz 5. In einem Halbring © sind alle Linksideale dann und nur dann
starke direkte Komponenten, wenn endlich viele maximale Linksideale &,,...,
LA(E©) mit der Bedingung

(20) ©=04+8 (=N, i=1,...,n)

existieren. - : :
- BEweIs. Nehmen wir an, daB in dem Halbring © sdmtliche Linksideale
starke direkte Komponenten sind. Infolge Satz 3 ist

C=RiD+---+D

wo R ein halbeinfacher Ring und ®,, ..., ®, Divisionshalbringe sind. Der
wohlbekannte Satz von E. NOETHER bestétigt, daB der halbeinfache Ring
R die starke direkte Summe minimaler Linksideale I, ..., [ ist. Wir haben
gesehen in Beweis von Satz 3, daB jedes Linksideal von % (in halbringenthe-
oretischem Sinn) Ringe sind, so sind die Linksideale {;, ..., 1, auch in halb-
_ringentheoretischem sinn minimal. Fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

Dy =legse o, D =1y
Es ist klar, daB die Linksideale

8i=Il—;-"'—i.—fi‘_]jlll'[ﬂ—;—"'-’;-fs+t (izl,...,s+t)
den Beziehungen

6:$i‘i“li, Il:mg]

j#1

geniigen. Wir miissen noch zeigen, daB die Linksideale &; maximal sind. Um
dies einzusehen, sei (2&,) ein Linksideal und f(4%,) ein Element aus &.
Das Element f hat die Form

B=put Bt B (Bi#0, B
Im Fall i=s gilt |
(Bt F By =Pt -+ P =B €L,
(=&)(Bit - FBimrtBipat - HB) = (—8)p* €L E 8,
wo ¢ das Einselement von f bedeutet.

5 Annales
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Da g€l und
/31 = ﬁ,+(—5)ﬁ*€g

giilt@i;g sind, und I; ein minimales Linksideal ist, so ist I, in & enthalten, also
L=6, ‘

Im Fall s<i=s+t ist fyf=p71f,=¢¢c& und so ist auch =8,
also ¢=6. :

Umgekehrt, nehmen wir an, dal der Halbring & endlich viele solche maxi-
male Linksideale enthalt, die die Bedingung (20) erfiillen.

Zuerst beweisen wir, dal die Linksideale [,= mB (i=1, ..., n) minimal

sind. Es sei namlich | ein Linksideal mit OCICI Da £, maximal ist, so
gilt
@ = Qi—i-f.

Wir konnen jedes Element 4;(¢€;) in der Gestalt
A=A+ (4,5 A€l
schrelben Da infolge (20) die Darstellung
=04+ (08, A€l

eindeutig ist, so muB 4,=0 und 4,=2¢€1, d. h. [;£! bestehen. Also sind die
Linksideale. { minimal. ’

Jetzt konnen wir schon unseren Satz 2 anwenden, also ist & die starke
direkte Summe der minimalen Linksidealen 1, ...,1,. Teilen wir diese
minimale Linksideale als & -Moduln in Klassen operatorisomorpher Links-
ideale ein. Da die nicht operatorisomorphen Linksideale infolge Hilfssatz 4
sich gegenseitig annullieren, so bildet die starke direkte Summe der Links-
ideale, die zu dersetben Klasse gehoren, ebenfalls ein Ideal % von &, und &
ist die starke direkte Summe dieser Ideale. Diese Ideale annullieren sich gegen-
seitig.

Es geniigt zu beweisen, daB jedes solche Ideal ¥ ein halbeinfacher Ring,
oder ein Divisionshalbring ist. Offenbar sind die Linksideale %,=& N und
i;=0L,NY im Fall =0 maximale bzw. minimale Linksideale in %. Nach dem
vorigen und nach einer geeigneten Umordnung kann man erreichen, da z. B.

=i+ -+jn G#0 i=1...,N)
ist, und alle der i, operator isomorph sind. Es besteht offenbar
%I = ji+%i'
Da wegen der Annahme j, &% (k1) gilt, so ist

i=ht o F ottt FINE D
Infolge Hilfssatz 2 ist j ein starker direkter Summand von ;:

Ji=1+i".
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Anderseits folgt aus A =j,+ %, offenbar

U=fir i+l = G+ +i0 = A
Also ist =0 und : .
(21) %i:i1+"'+j:‘f1+ii+1+"'+iN'

Set
g=g+ ...+ ey (&€, =1, ..., N}

das Einselement von . Da die Linksideale j; operatorisomorph sind, so kann
man wegen Hilfssatz 4 voraussetzen, daB es solche Elementepaare 0(#0,
€eryey) und 8 (#0, €6,@¢; i=1, ..., N) ausgewdhlt sind, die den Bedingungen.

876; = &y,
60 =¢ (i=1,...,N)
geniigen. In [4] wurde gezeigt, daB die Abbildung
' o~ (§ad)  (@eU; ij=1,...,N)

ein Isomorphismus von % auf den vollen Matnxhalbrmg IR lber den DlVlSl-
onshalbring ®=¢,&¢; ist.

Im Fall N=1 ist M=D, also ist A auch ein Divisionshalbring. Nun neh-
men wir an, daf N=2 ist.

Untersuchen wir das isomorphe Bild eines Linksideals j,. Infolge Hi]fs—
satz 1 haben die Elemente 4(¢j,) die Gestalt ‘

A=0+-+-+0+28+0+ - +0,
und wegen §, € £,&¢, ergibt sich im Fall k=1 die Gleichung

‘Also besteht das Bild von {; aus denjenigen Matrizen, die auBerhalb der i-ten
Spalte nur Nullelemente haben. Anderseits kommt jede solche Matrix als Bild-
element eines Elementes 2(€j.) vor. Seien ndmlich ¢(i=1, ... N) beliebige
Elemente aus ®, und betrachten wir das Element ’ T

i=1

Es gilt offenbar 2, €, ferner ist das Bildelement von A infolge der Eingenschaft
von &, &; genau

(6*(25kca*J ‘_(81661)_(0 ..ocfl oo)

OcN 0

Das Bild vom maximalen Linksideal &, besteht also nach (21) aus denjenigen
Matrizen, die in der i-ten Spalte lauter O haben.

5*
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Betrachten wir das Linksideal R, welches aus den Matrizen '

‘ al .. -al
v=1| - : @y,...,0y €D
aN. . -aN
besteht. Da §, maximal ist, so gilt M=N+F; wo §; das Bild von &, bedeu-
i
tet Deshalb ist insbesondere fiir die Matrix 0---d-- (d # 0) eine Gle-
'whung
ﬂ L .s.l i l
G---d--- a - -0, by ---0--
: =\ +( L
ay dy . 0

giiltig. Daraus folgen die Gleichungen

a=d und a+0b;=0,

‘éls'o‘ ' K
d+by

Das bedeutet eben, daB das Element d(e D) ein Rechtsmverses hat, deshalb
‘ist D infolge Hilfssatz 3 ein Schiefkorper. Es ist also M und so auch ¥ ein
Ring, und somit ist dert Beweis vollendet.
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1. Das Integral von Riemann und Liouville:
- (LT) f/@(X)=T(@)‘1ff(U)(X*-u)@*1da (0=0)

und die Weylsche Definition des Integrals gebrochener Ordnung (fiir Funktio-
1 .
fienn mit der Periode 1 und mit f]‘(u)du:O), welche dem Spezialfall = — o,

0
0< @ <1 entspricht, sind die bekanntesten Beitrdge zum klassischen Problem:
den Begriff der Derivierten (bzw. iterierter Integrale) auf den Fall nicht-ganzer
Ordnungszahlen derart auszudehnen, dal man eine gemeinsame Basis fiir eine
generalisierte Differential- und Integralrechnung erhalt.!

Es ist klar, da man eine restlose Verschmelzung des Ableitungs- und
(unbestimmten) Integralbegriffs nur im Komplexen, namentlich fiir holomorphe
Funktionen f(f) hoffen kann. Hadamard s einschldgige Definition der Derivier-
ten p-ter Ordnung lautet [2]:

(1.2) ’ 4(2) =H§OT(n +1-— lu)—lf(n)(o)zngﬂ‘

[ (u beliebig reell, z—# Hauptwert);?

dies wurde auch von HARDY und LiTTLEWO00D [3] benutzt, um u.a. tiefliegende
Abschdtzungen fiir Integralmittelwerte von |f«(2)| zu gewinnen. (1.2) hat aller-
dings den Nachteil, daB deren Anwendung mit Konvergenzeinschriankung ver-
bunden ist und die ,,vollstdndige” Bestimmung von f4(2) in konkreten Fallen
nur selten erméglicht.

Darum erklaren wir im folgenden die ,,Integroderivierten w-ter Ordnung”
«D#f einer komplexen Funktion f(f) (n beliebig komplex) auf ahnliche Weise,
wie es in [6] fiir den ,,W-Limes” von f(u)€L(0,1) geschah, d. h. durch analytische
Fortsetzung beztiglich der Ordnungszahl w; es liegt aber auf der Hand, nun yom

1 Fiir ausfithrliche Literaturangaben vgl. z. B. [6], wobei eine starke Erweiterung der
Weylschen Theorie behandelt wurde.
* Der Konvergenzradius der Reihe (1.2) stimmt wegen I'(n+1 — ,u) lwn/‘/n'(n»w)
mit demjenigen der Maclaurinschen Reihe von f(z) iiberein.
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Riemann-Liouvilleschen Integral f.?) als Funktionselement auszugehen.?
Bei analytischen Funktionen ist ,D“f somit der einfachste Inbegriff der gewdhn-
lichen Ableitungen ™ (2) (n=0,1...) und sdmtlicher Stammfunktionen f_ ()
(m=1,2,...), welcher zugleich (1.1) und (1.2) umfaBt; man kann die Integrode-
tivierten fiir alle p auch als Schleifenintegrale schreiben, entsprechend den
Cauchyschen Integralformeln (vgl. Satz 1). Die ausfiibrliche Untersuchung von
D'f liefert nebst dem sog. ,,Ordnungsgesetz” (3.3) z. B. die simultanen Verall-
gemeinerungen einer Reihe von Differentiations- bzw. Integrationsformeln [vgl.
(3.4)—(3.14)]; wir zeigen ferner, daB D#f mit a= - sich vermittels des Resi-
duensatzes auch unter allgemeinen Bedingungen berechnen bzw. in Reihen-
form gewinnen 1aBt (Satz 2.). Endlich legt man eine Integraldarstellung von
Mellinschem Typus (,,kontinuierliches” Analogon der Laurentschen Entwick-
lung) fest, die den Zusammenhang zwischen der GroBenordnung von f(f) in
einem Winkelraum und dem Wertevorrat von D(p)=..D#f in der w-Ebene
in Evidenz setzt (Satz 3.) — Auf die Weiterfithrung der Theorie werden wir an-
derswo naher eingehen.

- 2. Es seien z und a zwei verschiedene (endliche) Punkte in der Ebene einer
komplexen Veranderlichen f, u ein komplexer Parameter und f(¢) eine auf dem
Geradenstiick L ={a, z] erkldarte Funktion. Wir betrachten das lings L genom-
mene (Cauchy-) Integral

2.1) Ju= 10 0-rdt = [ fe—bi-rat,

wobei f—# und (z—1)* Hauptzweige bedeuten sollen. Ist 5> — -« die obere
Grenze derjenigen Abszissen ¢, fiir welche J, in der Halbebene R(u) <§ existiert,
dann ist J, bekanntlich fiir R(p)=5 eine holomorphe Funktion von up und

2
—8-]” %ju usw. diirfen durch formales Differenzieren unter dem Integralzei-

<
chen gebildet werden.t
CerINITION. Diedurch I'(— )~ Ju+1(als Funktionvon ) erzeugte vollstdndige

analytische Funktion wird ,,die Integroderivierte u-ter Ordnung von f tiber (a, 2)”
genannt und mit f*)(2) oder ,D*f(2) bezeichnet. Speziell also

@D 00 = (= [0 it [RG) < E-1]

Auperdem: wenn die rechte Seite von von (2.2) beim Grenziibergang |a] ~ + =,
arg(a—2)=g (konstant) einen Limes besiizt, welcher eine reguldre Funktion von
W ist, so schreibt man fiir diesen Grenzwert und fiir seine analytische Fortsetzung

(beziiglich p) w(p[“N(2) oder wD"f(2)-

'3 Auf diese Idee stiitzt sich M. Riesz [7] bei der Ausdehnung von (1.1) im Reellen, fiir
den Fall von Funktionen mehrerer Variablen. ) :
4 Das gilt sogar fiir Lebesguesche Integrale von der Form (2.1): vgl. [6], 91 1f.
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Wir verifizieren vor allem

SaTz 1. f(f) sei holomorph in einem beschrinkten, konvexen Gebiet G; a€ G,
2€G, zs#a. Dann gelten die Tatsachen:

) f¥N2) ist fiir jedes komplexe w vorhanden und gestattet fiir ps= —1,-2, ...
die Darstellung

(z+)
(2.3) J92) :%1_) f fW)w —2) e+ Vdw.

Der Integrationsweg ist hierbei eine beliebige in G liegende, rektifizierbare Jordan-

kurve @, welche von a ausgent und nach einmaligem, positiv gerichfetem Umlauf des

Punktes z in a riickkehrt, ohne inzwischen mit der Strecke (a, z] gemeinsamen

Punkt zu besitzen; die Potenz im Integranden gehirt zur Argumentbestimmung:

Margla—2)=y+m und fiir w=a ist y—ax<arg(w—2)<y+x mit y= Arg(z—a).?
I1) Insbesondere hat man [vgl. (1.1)]

@4 O =

(n=0,1,2,...), nur von z abhdingig;

(2.5) PR =fe(x) (O = 0);
ferner im Fall a=0 [ygl. (1.2)]
(2.6) ofA2) = [42) (= = p =),

indem G ein Kreis mit dem Mittelpunkt O gewdhlt wird.
HT) f®)z) ist eine in G holomorphe Funktion von z, genauer fiir z%a

@ f—aﬂw(z) = JO () (u beliebig).
4
Beweis. 1) Es sei das Integral )
(2.8) ' Iy = f fw)(w —2)~rdw
©)

mit (W—2)~#=e-rliogw—z+iarzw=2)] ynd (*) betrachtet.
Da der Integrand ldngs und innerhalb @ mit eventueller Ausnahme der

Strecke L=[a, z] reguldr ist, so hat man zugleich auf Grund des Cauchyschen
_ Hauptsatzes

f W) w —2)=rdw + g) Hw)(w — 2)~rdw + f Hw)(w — 2)7dw,
a (w—z{=r

2.9)

5 (2.3) ist als eine gemeinsame Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformeln
anzusehen.
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=r (mit positivem Umlauf-
smn) im Inneren von @ hegt z den Schmttpunkt dleses Kreises mit L. bezeichnet
und in den geradlinigen Integralen (W—2)z# = e—rllogw—2l - iFxA] = (z—w). eTrl,

Ist R(w) <1, dann strebt das Kreisintegral in der Mitte mit r offenbar gegen
0 und wir gewinnen [vgl. (2.1)]

w F
(2.10) I, = (ermi—e=wmi) 4 f W)z —w)~#dw = 2 sin um- J,.,
also wegen (2.2) und I'(— p)~*cosec pn= —n~"(n+ 1) die Formel
o I'(p+1
190 = HEEDp ) < 05w e -1, -2,

SchlieBlich ersient man sofort, daB die Bedingung weggelassen werden
kann; den I, ist infolge eines bekannten Satzes iiber parametrlsche Integrale eine
ganze 'Funktion von w. Was die Werte = —1, —2,... betrifft, so existiert [vgl.
(2.10)]

lim I(at Dl = 22i-22=m (m=1,2,...)

p—>—m (m -1

und f@)(2) bleibt auch an diesen Stellen der u — Ebene regulér.
I1) Setzen wir u=n (n=0, ganz) in (2.3), dann ergibt sich laut der Cauchy-
schen Integralformein

JOE) = ﬂfwm” W = ()

)+t

hierin hdngt der Wert des Integrals nur von z ab, weil der Integrand im ganzen
von dem Integrationsweg begrenzten, geschlossenem Bereich reguldr ist, ab-
gesehen vom Punkt 2.

Inbetreff (2.5) geniigt es zu bemerken, daB [f(f)| in unserem Fall gewiss langs
[a 2] beschrdnkt ist, also fiir (2.1) =1 besteht (2.2) liefert mithin nebst pu=
=—0(<0) die Behauptung

Um (2.6) einzusehen, brauchen wir die bekannte Formel:$

(2.11) fua~1(1 — )iy = mljfzi(g)) :

0

welche fiir beliebige komplexe o, g mit R(e) =0, R(F)=0 gilt.

Wenn nun R*=0 so festgelegt wird, daB die Maclaurinsche Reihe von (¢}
fiir || = R* gleichmaBig konvergiert, dann erhalt man fiir jedes z aus dieser Kreis-
scheibe und z. B. fiir R(p)= —1 [vgl. (2.2), (2.11)]

OO F S f™0) T DI (=)
f(-~—M)of(%(z)~n§Toft(z f) dt__n;; G e

¢ vgl. z. B. [4], 88.
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Beachtet man noch, dal R* den Konvergenzradius R unserer Maclaurinreihe
von unten beliebig approximieren kann, so folgt die fragliche Entwicklung

(2.12) o) = %ﬂ”’(O)F(H 1= 2n+ (o <R)

und sogar — durch analytische Fortsetzung — fiir jedes komplexe .
IT1) Aus (2.1)-(2.2) und I'(~p— 1)~1=—(p+ DI'(— )~ erhellt: (2.7) wird
erledigt werden, indem wir zeigen, daB z. B. fiir R(u) <0 die Relation

' 3
(2-13) a_j# = _M];H-l (Z = 4, ZEG)
r4
besteht. Beniitzt man aber die Umformung

(2.14) ‘ Ju = (z—a)l—uff((l D)2+ ar)erdT

und differenziert nach z unter dem Integralzewhen (was im betreffenden Fall
legltnm 1st), so entsteht

af“:(  We—a)r f A =)+ de)i—rde +

1 A
+(z—a)‘-ﬂjf'((1 )2+ ae)(1 —yrrde,
: : :
woher man durch partielle Integration im letzten Glied leicht zu (2.13) gelangt.

3. Wir bemerken zunéchst, daB man im Fall einer holomorphen f(f) mlttels
(2.2) und (2.7) weitere Relhenddrstellungen fiir ,f“X2) gewinnen kann.
Die erste von diesen lautet:

@) ) = TP S 1y € CTL Grorn

und gilt fiir z—a| <R,, wobei R, den Konvergenzradlus der zu 2 gehorigen Taylor-
reihe von f(f) bezeichnet. In- der T at, (3 1) entspringt fiir R(w) <0 sofort aus

(2.2) wenn man im Integranden f(f)= Z’(—l)" [f“X=)[n!] (z—1)" einsetzt; der

=0
Beweis kann ebenso vervollstandigt Werdr:en, wie es oben, beziiglich (2.12) geschah.
Nach (2.7) 148t sich die Taylorsche Entwicklung von f)(2) folgendermafen
schreiben:
(3:2) of¥02) = 3 —=af T2}z - 20)".
1!

h= 0

7 Es ist zu beobachten, daB (3.1) im Fall aller u giiltig ist, fitr welche ,f%)(2) nicht zu einer
Punktfunktion ,,ausartet”.
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Dies besteht in jeder offenen Kreisscheibe um 2, als Mittelpunkt, welche im
Holomorphiebereich von f(#) liegt und den Punkt a nicht enthalt.

Um auf einige Eigenschaften bzw. Berechnung von Integroderivierten
analytischer Funktionen hiniiberzugehen, erwdhnen wir zuerst die fiir (1.1)
wohlbekannte ,,Ordnungsgesetz”

(3.3) oD Disf) = Drrtiaf,

das sich unter denselben Bedingungen wie (2.7) fiir beliebige komplexe Wer-
tepaare uy, p, giiltig erweist. (Ubrigens ist (2.7) offenbar als ein Spezielfall
unserer Formel aufzufassen.) Im Komplexen kann man (3.3) direkt am leich-
testen so verifizieren, daB ,[,f¢s(2)]“) [R(py) <0, R(up)<0] mittels (2.14) in
der Form

I'(— )~ 1T( fiz) Tz — @) ~late)

f T—CatD) f (=) — )z + ale + u — tu)|u=Ca+ (1 — u)~redudz

aufschreibt und dann hier die Transformation t(1-u)=r*(1-u*), u=-*u* (mit
der Funktionaldeterminante =*(1 — u*c*)—1) anwendet. Durch (2.11) erhélt man
ohne weiteres

. 1
I(= = )@= a)y 0729 [[[(1 =124 ar) a%) - ot it = fonsin)

und analytische Fortsetzung ergibt die Allgemeingiiltigkeit der Behauptung.

Ein Ubersicht der Grundregeln der Differential— und Integralrechnung
zeigt, daB manche von ihnen sich teilweise trivial, teilweise aber in mehr oder
minder unerwarteter Form auf Integroderivierte iibertragen lassen. Diesmal
begniigen uns damit, die folgenden Beispiele beziiglich Elementarfunktlonen
einfach aufzuzahlen: 8

(3.4) oDl I(1-p)"Yz—a)™* (2 a; p beliebig),
(3.5) D"l =0 (= < g =m p beliebig),
(3.6) D#* = I'(o+ DI (0+1—-p) 222 * (270, o= —1,-2,.; u beliebig),

(3.7) .&,(,D”i ==+ (=2~ WD (20, Argz 2 a; p#—1,-2,...),
z

(3.8) KLD—li =Logz (z#0),
z

8 Alle Potenzen sind als Hauptwerte zu verstehen: es ist oo(0)= + oo, co{m)= —co
gesetzt.
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| : 1 1NK (e 1
(3.9) lD—m,l_ p— __I___[Zm—] LOgZ—mST (—1_)” m 1 }zm—k*l(zk_ l)]

2 (m=1) =k ko N

(ﬂl = 2,“37' . -)1
(310) —ooD”EZ — ez‘
(3.11) _.Disinz = sin (Z_{.EJ .
1 2/ (z und p beliebig).

(3.12) — D" cosz = cos z+ﬁ§)

Ferner kommen neue Verbindungen z. B. zwischen der Gammafunktion,
Kotangens und der Hurwitzschen Zetafunktion vor:

-

yeDElog I'(2) = e[ (u)l(u,2) (%0, Argzn; p=1,0,—1,...),
(3.13) |
{3.14) reDimctgaz = I'(u+ Die=ril(u+1,2)— L(u+1,1-2)]
3@ % 0; p=0,—1,-2,...]9

Es ist hervorzuheben, daB 1) (3.5), (3.6), (3.10)—(3.12) die entsprechenden
Differentiations- und Integrationsformeln zusammen umfassen; 2) die Rolle
des Parameters a in ,f¢)(2) wesentlich ist: @ kann gar nicht auf universelle Weise
festgelegt werden, wenn man die einfachsten, ,,natiirlichen” Verallgemeinerun-
gen vor Auge halt. , A

4. Wir benutzen jetzt die Schleifenintegraldarstellung (2.3) zur Herleitung
einer Formel, welche die Berechnung von ,f)(2) unter ziemlich allgemeinen Be-
dingungen ermdglicht, bzw. auf die Bestimmung von Residuen zuriickfithrt.

SATZ 2. f(W) sei eine Funktion, die bis auf gewisse isolierte singulire Stellen
tiberall holomorph ist; wir betrachten eine Halbgerade [, mit arg (W—2)=¢
(O=|w—2|< + <), welche nur aus reguldren Stellen besteht.

Wenn f(w) ldngs I, einer Abschdtzung der Form (*) f(w)=(0w|%") geniigt,
ferner existiert eine Folge {r,} iiber alle Grenzen wachsender Radien derart, daf
(**)Inllax [fW)|=O0(r) gilt, dann ist '

@D @) = ~T+) 38w R =g u=-1,-2..]

wobei q=max(q,, ¢;) und S,(z, w) die Summe der Residuen von f(w)(w--z)=0+D
innerhalb des Kreisringes r,<|w|<r,y, bedeufet1®

9 In (3.13) = (3.14) rechté ist das Pluszeichen zu wihlen, falls O < Arg 2z <, sonst gilt aber
das Minuszeichen. logI'(2) bedeutet denjenigen Zweig der Funktion, welcher fiir Arg z=0 reell
ist.

1 Da S,(z, w) verschwindet, falls der betreffende Kreisring gar keine singulidren Stel’en
enthidlt, so kann die Reihe (4.1) oft in eine endliche Summe iibergehen. Z. B. bei f(w)=w™1
handelt es sich einfach um (—2)~(&+1b (vgl (3.7)).
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BewEls, Wir nehmen an, daB alle Bedingungen in Betracht erfiillt sind.
Daraus erhellt insbesondere: die Menge der singuldren Stellen von f(w) ist jeden-
falls abzédhlbar, d. h. kann in eine Folge wy, w,,... mit [w,|=|w,+,| geordnet wer-
den; man schreibt der Kiirze halber
(4.2) Res f(w)(w—2z)~ ¢+ = A (z, p).

w=w,

Ist a ein beliebiger, von z verschiedener Punkt von [, so existiert ,f)(2)

tiir alle p und die Darstellung (2.3) 148t sich auch in folgender Form anwenden’

(vgl. (2.9); p=y+mn):

¢o )
2l (1 + 1) 7/9R) = (1) f fw)(w — 2) =+ D) dw + f f(w)(w — 2) =0+ Dy -

[w—z|=e
(4.3) | +() f f(w)(w — 2)7 0+ D,

Wo |w|= o nur aus reguldren Stellen besteht, {, den Schnittpunkt von |w|=p mit
I, bezeichnet und (w-2)7 ¢+ D = (w- 2)~e+h (Hauptwert), (w-2)z=+D=(w-2)~ Sy
e 71t verstehen ist. Man findet leicht, daB (4.3) nebst R(w)> g, auch mit a=
= oofqp) giiltig bleibt. In der Tat: wegen (*) konvergicren die geradlinigen In-
tegrale auf'( (), C,) fir R(u)=g,+¢(2=0); die Konvergenz ist sogar absolut
und beziiglich . gleichmiBig, was die Ex1stenz VO oo(yy/¥(2) und die behaup—
tete Formel nach sich zieht.

Die Kreise von Radien O=ry<r, <r,<... mit 0 als Mittelpunkt denken
wir so numeriert, daB |wl=r, schon z und seine p-Umgebung im Inneren ent-
hidlt; ist a, der Schnittpunkt des Kreises {w|=r, mit dem Strahl [,, dann liefern
(4.3) und der Residuensatz miihelos (vgl. (4.2):

, <j> ) —2) 70+ Ddw = 2l (u+ 1) f‘“’(2)+
4.4 fwl=rn

n-—-1

+ 27 3 N Az, ).

k= Or,l<|wv|<rk+1

Das erste Glied hierin kann nun auf Grund von (**) abgeschatzt werden
denn man gewinnt fiir geniigend groBe n
wi=r,

und die letzte Schranke (K =0, konstant) -0, falls R(w)=> ¢,
Wenn man also w auf solche Weise wahlt, daB R(w) = max(qy,q,) ist, 50 resul-
tiert aus (4.4) bei n—~ <« die (4.1) aqmvalent'e Darstellung:

= 2ar,-0(r%) O(r, R-1) = Kre-fw

I+ D epf¥02) = > AR

re<w|<rgaq

:;w

k

W. z. b. w.
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Besonders merkwiirdig ist der Fall einer meromorphen Funktion f(w),
deren sdmtliche Pole w, die Ordnung 1 besitzen [wie z. B.-wctg nz; vgl. (3.14)].
Dann ist A(z,p)= yy(wv—z) G+ mit y,=Resf(w) (v=1, 2,...) und man ge-
langt nebst (*) und (**) einfach zu w=wy

(¥ = —T(u+1) ;vav(wv—z)“"“’ Rw) =¢q, p=-1,-2,...];
v=0
(4.5)

dies enthalt eine Dirichletsche Reihe von verallgemeinertem Typus.

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, daB solche iiblichen speziellen Funktionen
der hoheren Analysis wie die Riemannsche und Hurwitzsche Zetafunktion,
Legendresche, Besselsche, hypergeometrische Funktionen usw. dem Wesen
nach Integroderivierte komplexer Ordnung anzusehen sind; im allgemeinen .
gehoren zu dieser Kategorie die meisten Funktionen, denen im Komplexen
eine Schleifenintegraldarstellung zukommt. -

5. SchlieBlich wollen wir ein grundlegendes Theorem aus der Theorle der
Mellinschen Transformation anwenden.’* Dies besagt, daB jede Integralrela-
tion von der Form

oo (8)
(5.1y F(s) = f WL (w)dw

0

(9=argw, s=o+ it komplexe Verdnderliche), wobei @(w) in einem Winkelraum
holomorph ist und Potenzabschidtzungen geniigt, eine ,,Umkehrformel”

g+loc

(5.2) Bw) = — f w=sF(s)ds

mit passend bestimmtem, geradlinigem Integrationsweg zulaBt.

Weil auch das Riemann-Liouvillesche Integral als Mellin-Transformierte
aufgefaBt werden kann, ergibt sich

SAtz 3. Es sei f(f) eine Funktion, welche in einem Winkelraum U,:yy—0=
=Arg (t—2)=y,+06 mit eventuellen Ausschlufi des Scheitelpunktes z analytisch
verhdlt, ferner ebenda fiir jedes & mit 0 < &= &= &, (& < §&,) der Abschitfzung

(5.3) [l = Clt—2/=¢  (C = 0, konstant)

Geniige leistet.
Dann folgen nebst |p—(yo+m) =6: 1) die Existenz von wf“X2)(— & <R(u) <
= — &) und ihre Unabhdngigkeit von ¢; 2) die Giiltigkeit im Inneren von U, der

Beziehung
E+tioco
(5.4) f) = - J T e ol

—ioo

- wobei & beliebig aus (&, &,) gewdhlt werden mag.

1 Vgl. z. B. [5], 160; [1], 400.
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Ist z eine singuldre Stelle von f(t), so orientiert (5.3) iiber deren Wachstum
fiir { >z in U,. Es stellt sich heraus: die Darstellung (5.4) ist ebenso mit demVer-
halten der Funktion bei Singularitdten verkniipft, wie ihr formales Gegenstiick
in der klassischen Theorie, die Laurentsche Reihe; hier kommt aber eine viel
breitere Klasse von Singularititen ins Rede.
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"EINFACHE HERSTELLUNG DER HYPERBOLISCHEN
"TRIGONOMETRIE IN DER EBENE AUF GRUND DER
HILBERTSCHEN ENDENRECHNUNG* .

Von
PAUL SZASZ

Mathematisches Institut, L. E6tvds Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 2. Mai 1962.) ’

Unter einer hyperbolischen Ebene soll im folgenden irgendeine Gesamtheit
von ,,Punkten ” und ,,Geraden” verstanden werden, fiir die auBer den ebenen
Axiomgruppen I, II, 11l von D. HILBERT! gewisse weitere Axiome gelten, die
den folgenden Satz den D. HILBERT? noch als Axiom ausgesprochen hatte,
zur Folge® haben:

Ist g eine belzebzge Gerade und P ein nicht auf ihr gelegener Punkt, so bilden
die durch P gelegten und g schneidenden Geraden, die inneren Geraden eines gewis-
sen X(py, p.). Die Geraden p,, p,, die also g nicht mehr schneiden, heilen die
durch P gelegten hyperbolischen Parallelen zur Geraden g (Fig. I).

77 N

§
Fig. 1.

Nach der Erklirung von D. HILBERT* bestimmt jede Halbgerade ‘ein
Ende; von allen Halbgeraden, die zu einander hyperbolisch parallel sind, sagt
man, dafl sie dasselbe Ende bestimmen. Die Enden sind also mit anderen Wor-
ten die F ernpunkte der Ebene. Auf Grund des obigen Satzes besitzt eine Gerade
stets zwei Enden. D. HILBERT® hat nach beliebiger Wahl der Enden 0, 1,
die Addition und Multiplikation der von o verschiedenen Enden’ definiert

. * Vortrag gehalten an dem V. Osterreichischen Mathematzkerkongreﬁ in Irmsbruck 16.
September 1960.
1 D. HiLBERT, Grundlagender Geometrie, 7. Aufl. (Leipzig und Berlin, 1930),3 -5, 11 —14.
2 D. HILBERT Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrle, Mathema-
tische Annalen, 57 (1903) 137 - 150, insbesondere 139 — 140, oder a. a. 0.1, S. 162.
3 PauL SZASZ A remark on Hllbert’s foundation of the hyperbolic plane geometry, Acta
Math, Acad. Sci. Hung., 9 (1958), 20 -31.
: 4 D, HILBERT 4. a. 0%, 8. 140, oder a. a. 0.1, S. 163.
5 D. HILBERT a. a. 02, §8 2.3
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und gezeigt, daB fiir die Rechnung mit Enden die gewohnlichen Rechnungs-
gesetze gelten. Heute wiirde man sagen, daf die Enden (abgesehen von dem
Ende ) einen kommutativen Kdrper bilden.

Die Herstellung der hyperbolischen Trigonometrie auf dieser Hilbertschen
Grundlage, hat meines Wissens zum ersten Male J. C. H. GERRETSEN® dargetan.
Ich selbst habe spédter zum selben Zweck zwei verschiedene Methoden angege-
ben. Die erste” macht von der unmittelbaren Abbildung der hyperbolischen
Ebene auf die Poincarésche Halbebene Gebrauch. Bei der zweiten® wird die
analytische Geometrie der hyperbolischen Ebene unabhéangig von der Tri-
gonometrie begriindet, und letztere als eine Folge davon gewonnen.® Bei der
heutigen Gelegenheit mochte ich wieder einen anderen Weg einschlagen, der
mir besonders bequem zu sein scheint.

L R=fo

== ftrro)

Fig. 2.

Der Schnittpunkt der Geraden (0, ) und (—1,1) werde mit O bezéichnet
Ein Ende Z#  sei als Funktion des Winkels 7= %: Q& aufgefasst f(r)
(Fig. 2.) Dann besteht folgender Satz: A

6 J. C. H. GERRETSEN, Die Begriindung der Trigonometrie in der hyperbolischen Ebene,
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc., 45 {1942), 360 — 366, 479 — 483, 559 - 566.

- 7 PauL SzAsz, Uber die Hilbertsche Begriindung der hyperbohschen Geometne, Acta
Math. Acad. Sci. Hung, 4 (1953), 243 - 250.

8 PAUL SzAsz, Unmittelbare Einfithrung Weierstrascher homogenen Koordmaten in der
hyperbolischen Ebene auf Grund der Hilbertschen Endenrechnung, Acta Math. Acad Scz
Hung., 9 (1958), 1-28.

® Vgl. PauL SzAsz, Die hyperbolische Trigonometrie als Folge der analytxschen Geo-
metrie der hyperbolischen Ebene, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 8 (1957), 159 - 161.
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Das Ende f(z+o) ist mit f(r) und (o) ausgedriickt

@)1
1 T4o) =22V
W | 9 =0
sobald

T ] A
o #2kn (k=0 +1,-2...)
o
ausfallen, wobei = den gestreckten Winkel bedeuten soll.

BeweEls. Es sei Q=f(—o); infolge v+o=2knx ist Q5. Wir konnen
Q>0 voraussetzen, da im Falle 2=0 ist f(o)= —~2=0 und (1) geht in

1
fleta) = ——
( (@)
ilber, was aus der Endenrechnung bekannt ist. Bei der Drehung um 0, die 0Q
in die Halbgerade O - iiberfiihrt, die also eine Drehung um den Winkel o
bedeutet, wird das Ende F={f(r) in E'=f(r+o) iibergehen. Diese Drehung
146t sich nun aus den folgenden vier Bewegungen zusammensetzen,©

I° Drehung um den Fernpunkt oo, bei der die Gerade (2,) in (0, o)
itbergefithrt wird. Dabei werde die Halbgerade 0Q in 0,0 iibergehen. Der
homologe Punkt von O, auf der Geraden (0, o) in Bezug auf den Fernpunkt
0 sei mit 07 bezeichnet. (Dieser Punkt wird durch die Forderung 500,0; =
= 40070, bestimmt.)

2° Verschiebung ldngs der Geraden (0, ) bei der 07 in den Punkt O
Gbergeht. Dabei werde 0,0 in die Halbgerade 0,0 iibergefiihrt. Da Oj der
homologe Punkt von O, war, so ist jetzt O der von O, in Bezug auf den Fern-
punkt O.

3° Halbdrehung um den Punkt O. Dabei soll 0,0 in die Halbgerade O, o
iibergehen. Da O und O, homologe Punkte in Bezug auf O waren, so sind O
und O, ebenfalls homologe Punkte in Bezug auf den Fernpunki e.

4° Drehung um den Fernpunkt e, bei der die Gerade Oz~ in (0, o)
iibergeht. Da O und 0, homologe Punkte in Bezug auf o waren, wird dabei
die Halbgerade Oz in O - iibergefiihrt.

Wie man sieht, wird durch die Aufeinanderfolge dieser vier Bewegungen
die Halbgerade O in O e iibergehen. Die genannte Drehung ist also in
der Tat die Zusammensetzung dieser Bewegungen 1°—4°.

Der Punkt O, liegt offenbar auf der Geraden (2, ), da doch O und 0,
homologe Punkte in Bezug auf den Fernpunkt - sind und nach Konstruktion

also 20 co= g 0,0 ausfillt.

10 PauL SzAsz a. a. O, Anhang, 26 ~28; oder Neuer Beweis fiir die Darstellung der Be-
‘wegungen und Umwendungen der hyperbolischen Ebene mit Hilfe der Hilbertschen Enden-
rechnung, Annales Univ. Sci. Budapest., Sectio Mathematica, 1 (1958), 67 — 70, spez. 69 — 70.

6 Annales
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Wie man weiB, bei der Bewegung 1° (Drehung um o) wird zu jedem Ende

ein und dasselbe Ende hinzugefiigt, also geht Z in Z;=5-0=0 {iber da
doch @ in 0=Q—Q iibergeht; bei 2° (Verschiebung lings der Geraden (0, «))

multipliziert sich jedes Ende um ein positives Ende o (gemaB der Definition

—

der Multiplikation von Enden), also wird F, in 52=7:wl (M > 0) iibergehen,

sodann =, durch 3° (Halbdrehung um O) bekanntlich in =5 = 1 iiberge-
P=%1
fiihrt; endlich geht &4 bei der Bewegung 4° (nach den eben gesagten identisch
mit 1°) in B,=5;—Q iiber. Dieses Ende Z, fallt aber schon mit E'=f(z+0)
zusammen, und wir haben somit
—0OF+ 0% —
oM o ZQE+E-M
2-0Q g-0
d. h. mit Riicksicht auf 5=j(r) und —Q=f(c")
2
et = (@@ +])
() + <)

~ wobei das Ende' M =0 vom Winkel = unabhéngig ist. Dieses Ende M kann gleich
bestimmt werden. Fiir v=x d. h. E=f(x)=0 angewandt ergibt ndmlich
diese Formel

Hrto) = JOP=M
(o)
Andererseits ist aber wie bekannt
1
fa+o) = ——.
| for |
Wir haben daher ' +
fley —-M

und die obige Formel geht in (1) iiber, w. z. b. w.
Die Winkelfunktionen konnen Jetzt durch die Festsetzungen
2_
[sinfc=~if@—, cosT = f() !
2) : [z +1 e+ 1
lsin2kn:=0, cos 2km =1 k=0,+1,+£2,..)

eingefithrt werden. Aus (1) und (2) folgen leicht die gewohnten goniometrischen
Formeln.
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Errichtet man (Fig. 3) in einem Punkte von der Abszisse ¢t der nach o
gerichteten Geraden (0, <) das Lot, so werde das positive Ende dieses Lotes
als die Streckenfunktion E(t) erkldrt.! Sie erfiillt gemaB der Definition der Mul~
tiplikation von Enden die Funktionalgleichung

3) E(t)E(ty) = E(t; +1).

Z=fu=em)

| B
Fig. 3.

Die weiteren Streckenfunktionen S(f), C(f), T(f) sollen mit Hilfe dieser E(f)
die ein Analogon der Exponentialfunktion ist, als Analoga der Hyperbelfunk-
tionen definiert:!2

) I i
_ 50O
l )
Die Funktionalgleichungen
(5) S(a+b) = S(a)C(b) + C(a)S(b)
und
(6) C(a+b) = C(@)C(b) + S(a)S(b)

11 Sjehe a. a. 0.7 spez. 8. 248; ferner a. a. 0.8, S. 3 6.
12 8iehe a. a. 0.7, 8. 249, und a. a. 0%, S. 6 7.

6%
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sind Folgen von (3) und (4). Im Spezialfall b= —a geht (6) wegen E(0)=1 in
die Grundrelation '

(7 C(a)?—S(a)® = 1

tiber. Fiir den Parallelwinkel = der zur Paralleldistanz t gehort (Fig. 3), gelten
infolge (2), (3) und (4) die Formeln

. 1
8 ST = —o cost = T(1), tgr = S().
}() "=20 T=T(), ctge=35()

B

i

33

a
{
a
/ /
C
Fig. 4.

Nun sind die Grundformeln fiir die Trigonometrie des rechtwinkligen
Dreiecks nach einer eleganten Methode von K. FLADT!® mutatis mutandis leicht
zu gewinnen. Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck (4C ein rechter) mit den
Bestimmungsstiicken

BC=a, CA=b, AB=¢, A=12 xB=yp

In der Figur 4 ist nach dem Vorgange von H. LIEBMANN der Parallelwinkel
einer klein lateinisch bezeichneten Strecke mit dem entsprechenden kleinen
griechischen Buchstabe bezeichnet. Es werde durch B die Parallele zur Halb-
geraden CA bzw. AC gezogen und zum Winkel 2 die Paralleldistanz ! konst-
ruiert. Man sieht gleich die bekannten Winkeirelationen von N. 1. Losa-
TSCHEFSKIJ

a- p= Ic+l), oo+ up = Il(c--1)

13 K. FLADT, Bemerkungen zur Darstellung der ebenen hyperbolischen Geometrie im
ebenen euklidischen hyperblischen Kreisbiindel, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 8 (1957), 99 —
- 105, insbesondere § 3, 104 -105.
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wobei II(x)=a—I1(~x) fiir x<0 und H(O)zfzi (ein rechter Winkel) zu setzen
ist. Daraus folgt nach (8)

) = _y = St

sin (o —p) = Ceah) , cos (o — u) Ceal)
und ( )
1 _ S(e—1

Sln(Oﬂ+M)—E(‘TI‘)‘ COS((X‘{"‘M)—C—(C—I).

Wird der Kiirze wegen
Cle+DCle—1) =

gesetzt, so folgen aus diesen Formeln durch Addmon bzw. Subtraktion mlt
Riicksicht auf (5), (6) und (7)

sin o cos W= C(C)C(l) COS ax COS p = Mc—)—
N
bzw.
cos « siny = S(C)S(l), sin g sin p = SOCW)
N N
und daraus
c® S
tgo = —2, t
s T
d. h. auf Grund von (8)
o Sa)
9) sind = — C(c) = ctgActg p.
S(ey

Diese Formeln unter (9) haben schon die ganze hyperbolische Trigonomet-
rie zur Folge. Sie konnten {ibrigens — was ich zum SchluB nur noch bemerken
mochte — auf der hier gegebenen Grundlage auch nach einer schinen Methode
von J. HJELMsLEVH mutatis mutandis gewonnen werden.®

14 J. HjeLMmsLEV, Grundlag for den projektive Geometri (Kobenhavn, 1943)§ 7, 36 - 37.

15 vgl. P. SzAsz, A Poincaré-féle félsik €s a hiperbolikus sikgeometria kapcsolatarol (une
garisch), A Magyar Tudomdnyos Akadémia 111, Osztdlydnak Kdzleményei, 6 (1956), 163 — 184,
insbhesondere § 5, 181 - 183,






EIN BEQUEMER WEG ZUR HERLEITUNG DER
HYPERBOLISCHEN TRIGONOMETRIE MIT HILFE
DER GRENZKUGEL*

Von
PAUL SZASZ

Mathematisches Institut, L. E¢tvos Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 2. Mai 7962.)

Der Weg den ich zur Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie mit
Hilfe der Grenzkugel bei dieser Gelegenheit einschlagen mochte, ist — so
viel ich weil — bequemer als die bekannten derartigen Wege, die von mir selbst
bisher gewdhlten! mit inbegriffen. Dieser Darstellung liegt natiirlich wieder
der von JANOs BoLvAr® und N. I. LoBATSCHEFsKIJ® entdeckte klassische Satz
zu Grunde, laut welchem an der Grenzkugel die euklidische ebene Geometrie
gilt, wenn die Grenzkreise als Geraden angesehen werden. Die darzulegende
Methode ist auch geeignet, die hyperbolische Trigonometrie durch rdumliche
Hilfsmitteln aber unabhédngig von der Stetigkeit herzuleiten, ich habe aber
nicht vor, darauf diesmal einzugehen.

#

Es seien im dreidimensionalen hyperbolischen Raume zwei parallele:
Geraden [ 1l n gegeben, deren gemeinsamer Fernpunkt mit Q bezeichnet mége
(Fig. 1). Wird von einem Punkt P von [ das Lot PQ=a auf n gefillt, so ist
a=gQPL der Parallelwinkel, der dieser Distanz a entspricht. Es sollen die

beiden Grenzkreisbogen PP’ und Q/a vom Mittelpunkt © betrachtet werden,
wobei der Punkt P" auf n und Q' auf [ liegt. PP’ ist ein Grenzkreisbogen von
der ,,Hdhe” a, wihrend QQ’ ein solcher von der ,,Tangente” a; es sei in Zeichen

(1) PP = pi(@), QQ = pya).

Es werde zur Bestimmung dieser beiden Grenzkreisbogen im Punkte P auf der
Ebene PQQ die Senkrechte PQ’ errichtet, wobei ' ein Fernpunkt von ihr
ist. Man ziehe die Parallele QQ' zu PQ’. Dann ist offenbar yxPQQ’=« und

* Vortrag gehalten an dem II. Ungarischen Mathematikerkongref in Budapest, 25.
August 1960,

t Paul Sz4Asz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie durch Verwendung der
Grenzkugel, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 3 (1952), 327 — 332; ferner Divers présentafions
¢élémentaires de la trigonométrie hyperbolique, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 5 (1954), 105 - 116
sowie Beweis der Hauptformel der hyperbolischen Trigonometrie unabhiingig von der Stetig-
keit, Acta Sci. Math. Szeged, 15 (1953), 57 —60.

. % J. BoLval, Appendix, Scientiam spatii absolute veram exhibens, efc. (Marosvasarhely 1832,)
besonders § 21.
8 Siehe F. ENGEL, Nikolaj Iwanowitsch Lobatshefskij, Erster Teil (Leipzig 1898), S. 12.
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PQQ’ 1 QQQ'. Die letztere Ebene schlieft mit PQQ-den Winkel -« ein, der
kleiner als ein rechter ist. Von den Ebenen QPQ’ und PQQ wird dagegen ein
rechter Winkel eingeschlossen, da doch PQ’ auf der Ebene PQQ senkrecht
steht. Infolge dessen die zwei Ebenen QQQ' und QPQ’ schneiden einander
(Appendix § 9). Fiir ihre Schnittgerade g gilt g//PQ und g//QQ2 wegen PQ//QQ.
In dhnlicher Weise besteht g//PQ’ und g//QQ’. Der Schnittpunkt von g mit
der Grenzkugel durch P bzw. Q vom Mittelpunkt Q mdége mit P’’ resp. Q"
bezeichnet werden. Da die beiden Winkel xQPQ' und »0QQ" rechte sind,
so ist der Grenzkreisbogen vom Mittelpunkt Q

P/'ISII — @/I — S
ein wohlbestimmter Grenzkreisbogen. Und weil an den konstruierten Grenz-
kugeln 4PP'P"" =¢«, 3Q'QQ" =« ausfallen, so bestehen im Sinne der eukli-
dischen Geometrie der Grenzkugel

2) pi@) = Sctga,  py@) = Scos

Fig. 1.

Demnach ist py(a) d. h. der Grenzkreisbogen von der Hohe a, der Kotangente,
dagegen py(a) d. h. der Grenzkreisbogen von der Tangente @, dem Kosinus
von o proportional, wobei o« den Parallelwinkel der Distanz a bezeichnet.

Der frithere Beweis von V. F. KaGAN® fiir die erste Formel unter (2) ist
ahnlich, aber doch komplizierter. Ich selbst gab frither einen anderen Beweis?,
der weniger einfach ist. Die Formel rithrt von JANos BoLvar her (Appendix § 30).

* V. F. Kagan, N. I. Lobacsevszkij, Geometriai vizsgdlatok a pdrhuzamosok elméletének
korébél (ungarisch), iibersetzt von GydRrRay BizAm, zum Drucke beférdert von FERENC KAR-
TESZI, (Budapest 1951), besonders 127 —130. .

5 PauL SzAszl, erstes Zitat, besonders S. 328 —-329.
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Im Besitze der beiden Formeln unter (2) koénnen wir nun die Grundformeln
der hyperbolischen Winkeltrigonometrie an der folgenden rdumlichen Konfi-
guration® unmittelbar ablesen.

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreleck (4C=90° mit den Bestimmungs-
stiicken (Fig. 2) -

BC=a, CA=0, B=¢, 4A=1  gB=u

" Fig. 2.

(Letzterer ist nicht gezeichnet, damit die Figur nicht unnétig belastet werde.)
Auf der Ebene dieses Dreiecks sei im Eckpunkt A eine Senkrechte errichtet,
deren einer Fernpunkt mit Q bezeichnet moge. Durch die Eckpunkte B, A, C
sei je eine Grenzkugel vom Mittelpunkt @ gelegt. Die erste wurde von JANos
BoLyal, die zweite von N. 1. LOBATSCHEFsKIJ, die dritte von V. F. KAGAN
benutzt. Durch das Paralleldreikant (AQ, BQ, CQ) werden aus diesen Grenz-
kugeln der Reihe nach die Grenzkugeldrelecke AIBCI, ABC,, AaBaC ausge-
schnitten. Nach Konstruktion sind an diesen

<3A1 C1: @:BzAC2 = qB A C = 2
wéhrend
{AICIB qA02B2 qA CB3 — 900

Also bestehen nach der euklidischen Geometrie der Grenzkugel mit Riicksicht
auf (1)

sinA = B’_C\I =PJ@, cosl:#:lﬁ@! tgl:%:m.
AB pi(0) AB, pa(€) A,C pi(b)

¢ PAUL SzAsz!, zweites Zitét, besonders S. 109, Fig. 6.
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Wir erhalten somit auf Grund von (2) die Fundamentalformeln

3) sini = ctga , COSA= cosp tgd = cose,

ctgy cosy - ctg B

wobei «, f, v die Parallelwinkel bezeichnen, die der Reihe nach den Seiten g,
b, ¢ als Distanzen angehéren. Die drei iibrigen Fundamentalformeln der Win-
keltrigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks sind Folgen von diesen unter (3).

Die vier Grundformeln der Winkeltrigonometrie des allgemeinen Dreiecks
kénnen jetzt in bekannter Weise gewonnen werden’. Sind 4, w, v die Winkel
des Dreiecks und o, f§, v den gegenuberhegenden Seiten a, b, ¢ entsprechende
Parallelwinkel, so lautet der Sinussafz

“) : sinl:sin p:sinv = ctgo:ctg frctgy

wiahrend nach dem Kotangentensatz

(5) singsinvctg A = — cosv-+ cosp
_ _ COS ot

ist.

Fig. 3.

Nun gehe ich zur Herleitung der Formel

(6)

iiber, die sich auf Fig. 3 bezieht, an der PP’ =a gesetzt ist und PQ=5, P'Q'=b’
die Lote sind, die von P bzw. P’ auf die Gerade QQ’ geféllt werden, also §,5’
die Parallelwinkel bezeichnen, die den Distanzen b,0" entsprechen.

Es werde

QP =, 4PQP =1, sPP'Q=yp, #PPQ=v

7 Siehe z. B. SzAsz PAL, A hiperbolikus trigonometriarél (ungarisch), Matematikai és
Fizikai Lapok, 48 (1941), 401 - 409, besonders § 1.
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gesetzt. Dann ist wegen f=m—v im Dreieck PP’Q nach (4)
4 sing _sinv _ ctgy

sin2  sina ctga

wihrend im Dreieck QP'Q” infolge 2Q'QP' = =~ 2

2
cos A = sin [E—-l’ = ctgp
12 ctgy
TTrra—L

Fig. 4.

Durch Multiplikation der letzten zwei Gleichungen ergibt sich

ctgﬁ’

singcetgd =
ctga

Auf Grund von (5), wobei jetzt sin v=sing, cosv= —cosf ist, nimmt diese
Formel die Gestalt

B g gy 8P
, ctga’ Cos o
an. Daraus folgt
.
ctg B _ COS-oH-I _ ctgﬁ
ctg 8 sin o 2

womit (6) bewiesen ist.
Diese Formel (6) hat die klassische Funktionalgleichung von N. I. LOBA-
’I‘SCHEFSKU”

7 ct—~ct ct—
(7 8 gz 8

® Siehe F. EngeL?, 8. 20, Formel (11).
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zur Folge, wobei «y, a,, « die Parallelwinkel bedeuten, die der Reihe nach den
Distanzen a,, a,, a=a,+a, entsprechen Das erhellt aus Fig. 4. Im Sinne von
(6) ist ndmlich

ctgp = ¢t gl,, cig p” = ctg %2
ctg g’ 2 ctg B 2
woraus durch Multiplikation ' ‘ )
. Et_g_é_ = ctg % ctgg_z_
ctg B 272

d. h. mit Riicksicht auf (6) die zu beweisende Gleichung (7) folgt.

Fig. 5.
. 0‘2 . . e P .. .,az « T - . e
Da ctg -2 = 1 ausfdllt, da doch 0 <« 2 < — ist, so sieht man aus (7),
& 2 4 4

daB ctg% bei wachsendem a bestdndig zunimmt. Aus (7) ergibt sich daher

als einzige monotone Losung

a
i

8 ctg:'e
(8) g

wobei k eine bestimmte Strecke bedeutet, d. h. die klassische Formel voa JiNos
Borvar und N. I. LosaTscHEFsK1J fiir den Parallelwinkel (Appendix § 29).
Diese Formel (8) kann man sofort in den Gestalten

(8%)

», COSa:th—a—, . (:tgoczshi
a k k
ch —

k

wiedergeben. Die Formeln der Winkelfrigonometrie gehen somit in die gewohn-
ten Formeln der hyperbolischen Trigonometrie iiber. Insbesondere nimmt der
Sinussatz (4) die Gestalt

' a b c
4% sinA:sing:siny =sh —:sh—:sh—
(4%) @ p P P
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an, wihrend die Formel (5) des Kotangentensatzes nach Division durch sing in

(5%) sinvetgd = ~ cosvchzqush-b-cth%

fibergeht.

Fig. 6.

Zum SchluB sei noch folgendes bemerkt. Die Formel (6) zeigt zugleich
mit Riicksicht auf (2), daB bei konzentrischen Grenzkreisen in dem Abstand a

das Verhdltnis von zwei Bogen zwischen denselben Achsen gleich ctg ; aus-

fallt, also nur von Abstand a abhingt (Fig. 5). Dieser Satz, den JANos BoLvAl.

bei der Herleitung der Formel (8) gebraucht hat, ist daher hier mitbewiesen.

Bei dieser Darstellung sieht man also nachtraglich, daB unter (8) die Kons-

tante k gleich demjenigen Abstand ist, zu welchem das Grenzkreisbogenver-
sl

haltnis K = -- = ¢ gehort (Fig. 6). Durch die Rektifikation des Grenzkreisbo-
s

gens iiberzeugt man sich von der bekannten Tatsache,’® daB dieser Abstand

k gleich der Bogenldnge des Bogens S unter (2) ist™* (Fig. 7).

Ql

[}

Fig. 7.

1 F, ENGEL, Zur nichteuklidischen Geometrie, Berichte tiber die Verhandlungen der
Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Math.-phys. Klasse, 50 (1898), 181 —
— 191, besonders S. 190.

11 Fiir einen strengen Beweis sieche PAUL SzAsz!, erstes Zitat, besonders S. 331 - 332,






EINE BEMERKUNG ZUR THEORIE DER DURCH
QUADRATISCHEN FORMEN DARSTELLBAREN
PRIMZAHLEN

_.Von
I. KORNYEI}
Mathematisches Institut, Eotvés Lordand Universitit, Budapest
(Eingegangen am 15. Mai 7962.)

1. E. HECKE hat, wie es bekannt ist, in einer seiner Arbeiten [3] den
folgenden Satz bewiesen:

Jede ganzzahlige primitive quadratische Form mit zweien Variabeln
stellt in jedem Winkelraum unendlichviele Primzahlen dar.

Die quadratische Form

Qx,y) = ax® + bxy+cy?

nennt man eine ganzzahlige primitive Form, wenn ihre Koeffizienten ganz-
rational sind deren groBter gemeinsamer Teiler 1 ist.

Herr Professor P. TURAN hat die folgende Frage aufgeworfen, ob es ein
dhnlicher Satz auch in diesem Falle gibt, wenn man den Winkelraum mit einem
solchen geeignet gewdhlten Gebiet vertauscht, welches in seinem Innern keinen
Winkelraum enthélt. Unser Ziel ist im Falle definiter Formen einen solchen
Satz zu beweisen. Dazu beniitzen wir einen Satz von P. ErpGs und P. TURAN.

Im Beweis von E. HECKE spielt ein Bereich von idealen Zahlen der qua-
dratischen Zahlkorpern eine wichtige Rolle. Ein Bereich Z von idealen Zahlen
eines alebraischen Zahlkdopers K kann als ein kleinster Bereich, der K ent-
hélt, in dem die Operation der Multiplikation, der Division und des grosten-
gemeinsamen-Teiler-Bildens unbeschrinkt ausfiihrbar ist, mit der Nebenbe-
dingung, daB alle Einheiten von Z auch zu K gehdren, definiert werden. Ein
solcher Bereich ist wegen der Endlichkeit der Klassenzahl von Idealen der algeb-
raischen Zahlkorpern immer konstruierbar. Zwischen den Elementen von Z
und den gebrochenen Idealen von K besteht der folgende Zusammenhang:
Jedem Element ~« von Z entspricht dieses Ideal (y)=C von K,
welches die durch v teilbaren Elemente von K bilden, und umgekehrt:
zu jedem lIdeal C von K gibt es Elemente ~; von Z so, daB C aus den durch
v; teilbaren Elementen von K besteht. Die Gleicheit (v;)=(y,) ist dann und

nur dann erfiilit, wenn das (Z)uotient11 eine Einheit von K ist. Die Klassenein-

v
teilung der Idealen von K iibertragt sich auf den Bereich der idealen Zahlen.
In einer Klasse von Z ist auch die Operation der Addition und der Subtraktion
unbeschrinkt ausfiihrbar.

Wenn 9,, 8, ideale Zahlen sind, die Kongruenz

8, =08, (mod C)
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bedeutet, daB &, und 6, zur dieselben Klasse gehoren, und 6,—0, durch «
teilbar ist. Die Klassen der.zu + primen, miteinander kongruenten ganzen
idealen Zahlen bilden eine endliche Abelsche Gruppe, wenn man die Gruppen-
operation natiirlicher Weise definiert. Ihre Ordnung ist 7®(C), wo h die Klas-
senzahl von K und &(C) die Anzahl des reduzierten Systems mod C in K bedeu-
* tet. Diese Gruppe sei mit-G(C) bezeichnet. Die Klassen der zu C primen und
miteinander mod C ekvivalenten Idealen von K bilden auch eine endliche Abel-
sche Gruppe, diese Gruppe sei mit Gy(C) bezeichnet.
Nun sei
Q(x, y) = ax®+bxy + cy?

eine positiv definite primitive ganzzahlige Form. Ihre Diskriminante ist in der
Gestalt '
D =—g%d

darstellbar, wo ¢ eine ganze rationale Zahl, und —d die Diskriminante des
imagindren quadratischen Zahlkorpers K=R(Y —d) ist. (R bezeichnet den
Korper der rationalen Zahlen.) Zu Q(x, ) gehort eine Klasse K; von Z so,
daB Q(x,y) in der folgenden Gestallt

Q(x,y) = (ax + fy)ox+ BY)

darstellbar ist, wo o und g ganze Elemente von K, sind.

Mit ganzen rationalen x und y gehdrt auch w=ax+fy zur Klasse Kj,
und das Produkt pp nennt.man die Norm von u [N(p)=pul.

E. HEcKE hat das folgende Lemma bewiesen, welches wir mit Lemma 1
bezeichnen werden:

LeMMA 1. Zur quadratischen Form Q(x,y) gibt es ein ganzes ¢ in K, derarf,
daf alle und nur die ganzen rationalen n durch Q(x,y) dargestellt werden, wofiir

n=N(u), p=ro(mod(q)

mit ganzem rationalen r erfiillt ist.

© Sei A ein Ideal des imagindren quadratischen Zahlkorpers K und g die
Anzahl der Einheiten ¢ von K, welche mod A mit 1 kongruent sind. Die Funk-
tionen der idealen Zahlen

(1.1) He) =ty = [2]%, a=z1 22,
'\n/|,

nennte E. HECKE die GroBencharaktere mod A und aus diesen hat er die Gro-
Bencharaktere von Idealen: H[(y)] mit den folgenden Folgerungen abgeleitet:

1° H(ey)] = H{()), fiir jede Einheit ¢ von K,
(1.2) 2° H{(y)] = H(y), wenn v = 1 mod A ist,

3° H[(v)IHI(v.)] = Hl(yyyy)] fiir irgendwelche ganze zu A prime
ideale Zahlen.
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Eint sélches H[(y)] gewinnt'man, wenn man’H(y) mit eiem wohlgewalten
Gruppencharakter der Gruppe G(A) multipliziert. -Die Anzahl der,aus einem
festgewihltem H(y) erhiltbaren GroBencharaktere von Idealen ist gleich der
Ordnung von Gy(A). ‘Diese, GriBencharaktere von Idealen entstehen, aus
einem Grofencharakter mit der Multiplikation der simtlichen verschiedenen
Gruppencharakteren der Gruppe GO(A) Jeder GroBencharakter von Idealen
ist also in der Gestalt SRR g

(1.3) H(y) = Hl(v)“ )y [(v)]

darstellbar, wo x*(y) ein wohlbestimmter Gruppencharakter der Gruppe
G(A), und y[(y)] ein irgendwelcHer Gruppencharakter der Gruppe Gy A)-ist.
Mit diesen Funktlonen bildete E. HECKE die Zetafunktiotien ‘mit GroBencha-
rakteren

(1.4) ( H) 2 I;[(f;y))s] SRR

worin v die samthche von Null verschiedene ganze ideale Zahlen des Korpers
K durchlauft, g’ die Anzahl der Emhelten von K ist, und er, hatte geze1gt daB
die Funktlonen

(1.5) -:‘ _.g(s, H) = ( VN(A)d) {S+|g 1

i

C(s, H)

in der ganzen Ebene analytisch sind und geniigen die folgende Gleichung:
(1.6) | (1 =5 H) = W(H)EG, )

worin |W(H)|=1 ist, wenn H ein elgentllcher GroBencharakter mod A ist
{H[(w)]} ist natiirlich auch ein GroBenchdrakter mod A)

E. HEckE hatte die Zetafunktionen mit Grofencharakteren auch in dem
allgemeineren Falle eingefiihrt; jetzt benutzen wir diese nur im Falle der ima-
gmaren quadratischen Zahlkorpern.

-Mit der Hilfe einiger Kentnisse iiber das Nichtverschwinden der i(s, H)-
Funktlonen in der Umgebung der Gerade Rs=1 und des Lemma 1 bewies
E. HECKE den Satz, daB jede ganzzahlige primitive Form in jedém Winkel-
raum unendlichviele verschiedene Primzahlen darstellt.

Jetzt werden wir mit der Hilfe eines Satzes von P.-Erp&s und P. TURAN
und €inigen Keiitnissen iiber das Nichtverschwinden der Zetafunktionen mit
GroBencharakteren diesen Satz verallgemeimern.

2. Zuerst rechtvertigen wir das .

LEMMA 2. In dem Gebeil OSRSS% gilt dz'e folgende Ungleichung;

K6 = NG i+ e

* ¢, und im Folgenden ¢, ¢,, . . .werden von g, t, d und g unabhingige Konstanten bedeuten.

7 Annales
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BEwEls. Wenn (y—; (s) die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers
K=R(y —d) bedeutet, dann

2.1 1£(s, H)| = CVT —Z , in Rs= —3
ist selbstverstindlich. Wegen (1.5) und (1.6) ist
_ r(1~s’+g1"|}
ey S Lywoa|
¢(1--s, H) I‘(s—i» glal]

Aus der Identitdt
' I(s) = (s—DI(s—1)

folgt .
F(I—S-i—g’al] 1__§+g|aj~2 F(1_§+M\
; =a 2 )
(2.3) = , 5| , 9
F(HMJ P P{Hglai— ’
2 2 | 2
Anderseits ist
_ | gla]—-2
l—§42———
max : * 2 | 2ga+1
Rs = — — _ - _
s 4 s+~———g’a! 2 2¢la] =1
2
also
2+l 9|IQ-9) , wenn gla| gerade
ol
2.4) = r (3 —E)
p(3+§2fl.l 2glal+1 7 2 ) | wenn gla] unge-
- rade ist.
2 P(% _gJ . I
Aber |FC=9 ina |22 1 ist in der Gerade Rs=—— O(HI').
r(s+1) ’ ) 4
) Iis+—
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Daraus folgt, daB

I ~§+%ﬂj
= ¢ aff’», wenn  Rs=— —.

rfs+&) | *
2] | :

r

(2.5)

Fiir Rs = —~l— ist
4

(2.6) (s, H)] = eqly— d‘ ”KNZ(_A)_‘{] ax(|f| + 1)

. = ¢3[ N(A)d]"ha>(|t| + 1),
Die Funktion
{(s, H)
(s+ 1)

ist im Streifen s Rs = > reguldr, an den Grenzen des Gebietes beschrankt

('; C,a® N(A)d]%) und im Innern des Gebietes wegen der Elgenschaft der
&(s, H) — und der Gammafunktion bei wachsendem [{| O(ecs!"l).. Dann hat die

(C(S’ II;) nach dem wohlbekannten Phragmen—Lmdelofschem
S+
Satz auch im Innern des Streifens dieselbe obere Schranke, wie an den Grem-
zen des Streifens, und damit ist Lemma 2 bewiesen, wenn H ein elgenthcher
Charakter mod A ist.

Wenn H ein unelgenthcher Charakter mod A 1st S0 ex1st1ert ¢in Idealteller

von A (sei mxtA bezeichnet) und ein eigentlicher Charakter "H mod A so, daB -
{(s, H) in der folgenden Gestalt darstellbar ist

( _ _HP)
PIA,PyA N(P)s

Funktion

8(s, H) = ]c< H)

wo P fliber die zu X primen Primidealteilern von A durchleuft. Im Streifen
O=Rs= S ilt
4 8 .
I— ._}12)_ =
NPy |

also

‘P/A,I?XA{ m%’

< 244 =< N(A),

7*
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und damit ist Lemma 2 vollstindig bewiesen. Wir werden Lefma 2 mit”A={q)
benutzen, wo D= —q¢%d erfiillt ist.

3. In diesem Abschnitt werden wir eine untere Abschatzung von der
Jogaritmischen Ableitung der-Dedekindschen- Zetafunktlon geben

LEMMA 3. Es gilt fir o=>0 die folgende Ungleichung, .

de(l +o) = 5.1 —¢5log?d
Sy=a 4 o
BEWEIs. C]/"‘d 1st namhch in der Form
3.1 ' CV —{s) = C(S)L(S>
darstellbar, wo ¢(s) die Riemannsche Zotafinktion ist, und L(s) die
“ : —d\ M PR R
' ' el
G2 L) = >
: n=1 NS
T I R L B O 5 S LA oA Lt
L- Funktl,on bedgutet l[—d ist das. Kroneckgrsche Symbol _[4,]_,;8{.‘ 198.
" o, B Tl,f. . SF 3 e + e _,u:._.“ivl { B v"""':i
So es’ gﬂt Bl e e e PR
SR et et T .,C/..’i{'_f‘}j “- ' vy
ey 0 HHeo Yotk
| : Cv—_—‘; . T
. Wenn A(n) das Mangoldtsche Symbol und s(x) dle Summe e
(‘-3&4) R O 2( JA(n) TR
N X " . LN
bedeutet, dann ist : .
(3.5) —(s) f ;(x)
, 1. : - 1 : ; 2

Es gilt aber fiir 4d = exp cGVIog X, wie es bekannt ist,”

(3.6

. oxBlEt R
s(x) + EIE‘, £ 0 (xe —'c;;Vlog x)

‘wo E, gleich Eins ist, wenn -4 ein Ausnahmg&charakter ist, und gleich Null
,A n 3% j, ) . A1
‘ist im anderen Falle, und ﬂ d1e Ausnahimewurzel ‘'von L(s) ist. [6] S. 134.




ZUR THEORIE DER, PRIMZAHLEN 101

Also im Punkte s=1+0o

exp (cg log2d)

E, - 1)*

L’ ‘dX.:
Eo--t+e [ g
L . xv+2 5 ' xohtR
. 1m1~\ . - - b " exp(cglog2d)
. = I_‘Egé i EE",
0 XE ca/logx
3.7 + wa ( ) dx. W
x2+a @
exp(eg log2d) s i o
Es ist aber [s(x)|=Ciox, 50 '
CXP(CQIngd) ( ) o
(3.8) dx = n 10g~'
und anderseits
+ oo

' ___O(e alex) dx< Clo"‘

X
exp(cylogrd).. .= 7" &5 il Sy

Aus (3.5), (3.7) und (3.9) folgt Lemma 3, we11 dasfzwelte Ghed aff’ der rech-
ten Seite von (3.7) positiv ist. )
4. Wir werden das folgende wohlbekannte Lemma von E. LANDAU brau-ﬁ

(3.9)

chen:

Fi (s)

LEMMA 4. Sei F(s) reguldr fiir |s=s)|=r und dort.} = M; F(s)#0

o)

im- Halbkreis |s—s,| = %r, R(s—s8o)=0, dann gilt" == 5.0

RE (s ==L 10gm,

F,< ¢ ,4 . . - E 1 -
R—(so) =—— Iog M+R,
o So=" @
‘wenn p eine belzebzge zm Halbkrezs |s SOI =r, R(S s(,) =0 lzegende Nullste[[e
von F(s) ist.

[6] S 383.
5. {(s, H) ist-im Gebiet Rs>1.in der Form eines unendhchen Produkts
darstellbar :
H(P)
5.1 E(s, H)y = - Y2
G-1) (s, H) P*A[ N(P)?}

Aus (5.1) folgt die Nichtvers_chwindenheit von {(s, H)'in diesem Gebiet, und

LY U U T DO B
N(P)sJ g(l Fz‘va‘o)v) bymale) = C0) St

i(s, Hy|
(5.2)

PYA



102 1. KORNYEI

Jetzt beweisen wir den folgenden
Satz 1. Es sei s=o+it. In dem Gebiet

= 1_ €13 .
log? |D|+1og 2a|(]t| + 1)
ist &(s, H)=0.
Bewels. Es sei ndmlich
Wi

o1 .
log? D) +‘log 20a|(f| +1)

eine Nullstelle von {(s, H) mit 0<Rp<1, und

5.3 oo = 1- -
(5.3) " log? D]+ log Zal (] + 1)

wo u=>0 eine spiter wiahlende Konstante ist.
Wegen der Ungleichung

(5.4) 3+4cos<p+ cos 2¢ = O
Tolgt
Ciffd ¢’ . g .
(5.5) - 3 (o) +4R—(oy+it, H)+ R-—Aoy+2it, H) = 0
Sy _ ¢ & -
Die Voraussetzungen von Lemma 4 sind mit F(s)={(s, H), Sy=0p+if
- 1 M= €1402D2(Jt| + 1)*2 1og? 2|Da ([t] + 1)
4’ u?

wegen (5.2), (5.3) und Lemma 2 erfiillt, es folgt also

' 1
log?|D| + log 2|a|(|t| + 1)+ log — | + R
u

(5.7 R€(0'0+it) = — (5
. ¢ So— 0

Aus (5.5), (5.6), (5.7) und Lemma 4 erreicht man, dab

(5.8) (—§%+;§"ﬁqmww+mwwm+n—%mgl<o
Mit einem geniigend kleinen u ist
151 4 | _ 1
—— e = — = = 0
[ A4 u ou 15) 4

und, wenn % geniigend klein ist, ist auch

15 1 4
(—_._—+ ——c15)>0
4 u u+n
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erfilllt. Damit haben wir bewiesen, daB » kleiner als eine Konstante C18 ist,
und diese ist die Behauptung des Satzes 1.

6. Aus einem bekannten Satz der Theorie der Dirichletschen Reihen folgt,

daB
1 T Y log? Y
61 S HP)ogNP) = — f—(s H)»-d o( 8 -J
PYA,NPY=Y 2mi v .
wo Y = [Y]+—!—, T=0 b=1+ ' ist und die Konstante in 0(...) von
2 log Y

H unabhéngig ist.

Jetzt werden wir, wie es ubhch ist, diesen Integratxonsweg mit einem von
der Gerade Rs=1 links gehenden vertauschen Dazu beniitzen wir das wohl-
bekannte

LEMMA 5. Sei F(s) reguldr und FO | M im Kreise [s—so| = r
F(sp) '
F’ B,
—(5))| = —log M,
F( o) . g

und F(s) # 0 in |s—8| =71, R(S—Sy) > —2r; wobei 0 <r, < —Llir ist, dann gilt

3—- s By logM in|s—sg|=ry. wo B, nur von By, aber nicht von F(s), r, r,, M,
i 0
abhdngt.
[6] S. 385.
1
—Cyg

Sei F(s) im Lemma 5 jetzt {(s, H), s, = 1+
| .

— €19 . -
= 2 r=1, wo ¢,y > 2,4, dann sind die Voraussetzungen
log? |D| + log 2|a|(Jt| + 1)
von Lemma 5 mit M = Cyy a2D¥(|t|+ 1)*2 [log? |D[+10g 2al(tf|+ 1)) und A = C,,
wegen Lemma 2 und (5.2) erfullt weil

log* [D)] + log 2Jal({ + 1

(so,H)! oy =
y_ —1
gilt. Daraus folgt also
¢’ . ¢ ‘
6.2) = (50, H)| = cyglog 2laD|(|t| + 1 =1 2.
©.2) [ (e )‘ Calog 2Dl 1) I o= 1=
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1 R ,T e

- AWeil! ——(s H)—' i~ Parallelogramm mlt den Ecken PI[I-F

iif 19 [ L el ey el Py

Pz(l 13 CZ4 ‘TJ; P3(1 _ L tAE C24

. { log2 |D|+10g2[a}(T+1) ]og2D+log2]a[(T+1)
und P4{ 1+1—(;7, —T)‘ megula{ xst; ist - el g

i g e

.. 2ai Jc( H) dS“;?z(ﬁf*f)

il P, "P3 Py

6.3)

Aber wegen (6 2) ist

Saadl 1T e SRy Pesin Soeosbigoo o e e g
YL b Y yilegdapl(ta 1) D R
(6: 4) o b A108 DT +1) g
2:71:! T
und afinlich -~ St SR T R
1F | Y leg2len((T+1)
Py

und anderselts

(6.5)

1 €27 .
log2 |D}+ log 2{aD|(T +1)
27_” e e

i&

Also, wenn T = ¢ Vioe¥

folgt aus (6.1), (6.3), (6 4) und (6.5)

und |D| = expVlogY, [qf *—;f erfu]lt Isf dann

(6.6) H(P) log N(P)‘ = (ygVe omliogY

‘N(P)< 7. PY@)

Sei nun p die dem Lemma 1 entsprechende ideale Zahl und (@) das zu g
gehorige Ideal von K. Weil (6.6) fir alle GroBencharaktere in (1.3) erfillt ist,
80 folgt aus der bekannten Eigenshaften der Gruppencharaktere, daf} .

(6.7) > HyP)log N(p)} = (o y6~c291/nogy
N(P)=
P E((Q))mOd(‘I)

wo x[(y)] in der Gestalt von Hyf(y)] 'der.,Ha'uptcharakter'der Gruppe Gy[(D1
ist. : ; ,
Die Kongruenz

= (e) mod(g)

bedeutet, daB die ganzen Zahlen w,, w, in K so wihlbar sind, daB (w)P=
=(w:)(p), W =, mod (q) und (oy, §)=(w, q)=1 erfiillt sind. -
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Also ist eme prlme 1dealg Zahl 6 50, wahlbar, dal}

- (9) = P und 0 = gmod (q)

So erreichen wir, dafl der Faktor “7o(0) in der Gestalt von H, dxeselbe Zah}
vl

bedeutet. 6 ist hier mit der Bedingurg 0°& arcé-,< —eindeutig bestimmt.
: g
oS (6.7) folgt also s o e o e e

LEMMA 6. > ‘ L‘é}galogN(‘s)’ = cp Ve emlloeY, 7y it
é=rg (mod g) {5[ BRSNS

2n
Osarc6<— N(é) p<
' g

ID| = exp (Ylog V) und la| = %/ erfullt ist.

7. Aus Lemm._z_; 6 kann man fur -

s N 2 A ‘:}i"(a )gat |
8= ré(modaq) o) e

. O;féécé<_g§,N(é}=psY e

eine obere Abschidtzung geben.

Wenn u(x) die Summe “
5 \ee 4 s ‘
u(x) = > (—) log N(6)
. L NoSp=y .~ L) o :
Sdsre(modg), OsarcdaTh s ey

bedeutet, dann ist ..

@y X (6) du) u(Y) L)

CN@=pEY 8] ) logx ~ logY "3/ xlogzx *
(8) = (ro¢) mod ¢,0=arc 8 < g_
Wegen (6 4) und (6 5) lst
ST - CW . K
. Z Io 2|D[-)— log2{al(T-+ 1)
(7.2) f u(x) u) 5f10g2|aD|(T+l)d Xte, fx g e
xlog X T log? log?x s

wenn z = max<{exp log? D,%J ist..
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Sei T in (7.2) e/©¢¥, dann folgt aus (7.1), (7.2) und Lemma 6

o \&@ —
LEMMA 7. > (__) ‘< CyoYe—callog Y
N@)=p=¥ 0/

o 2n
O=arcd= E, 8 =rp(mod q)

8. Jetzt werden wir den folgenden Satz von P. Erp6s und P. TURAN
anwenden:
Es seien ¢,, ..., ¢, reelle Zahlen und

n
figp,
3 etin

v=1

=wk), k=1,2,...,m

wo m=m(n)=1, dann gilt fir O=w,<w,=2n

' n m g
32( + s 2R
m+1 iZy k|

-

w
n

mv—-
S
v 2x
Wi = ¢, s wg mod 2z

Aus diesem Satz folgt nimlich, mit m = li;_J und = (¥, (ro), [(@)

Wy — @y

N@)=p=Y T [Y, (I‘Q), (q)]l = cas(ye——cu]/l—g_g'?)

(8) = (rg) (mod q)

»,=arcd= o,

T

PR

wo z[(V, (ro), (9)] die Anzahl derer Primidealen von K bedeutet, die zu (q)
prime und mod ¢ mit (rg) dquivalente sind, und deren Norm nicht groBer als
Y ist.

E. FogELs [2], hat folgendes bewiesen, wenn K ein algebraischer Korper
mit Grade n, B ein ldeal von K, y ein Charakter mod B und L(s, x) die
zu y gehérende Heckesche L-Funktion, D=|4|N(B), wo 4 die Diskriminante
des Korpers bedeutet, ist, dann existiert eine positive Konstante Cy, dab
L(s, ) im Gebiet .

€35

log D(1 +|t)

oc=1-

keine Wurzel hat. Ausgenommen ist eventuell eine zu einem reellen Charakter
gehorige L-Funktion, welche dort eine Nullstelle erster Ordnung hat, diese
sei mit f; bezeichnet.

Aus diesem Satz folgt, daB

|
ho(g)

1 Y&

iy —_—
ho(q) By )

82 |alY,(r0), @]~ = cm(w—vasm‘g’? +
{
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wenn Y = exp (C,,/"°8D) Also bei festem D, -

- 1. @20 1

-
Noy=p=y . 2m  hd(g)
(9) = (rg) mod (q)
0y = arc 6 = sy

(8.3)

liY| = fy(D)(Ye culloeY)

und weil r q)(q) verschiedener Weise so0 wahlbar ist, daB ro mod q mkongruente
und zu ¢ prime seien; gilt

(8.4) DM e Bk Ji(ﬂluyl = fo(D)(VeeulToeY),

NOT =Y 2z . ho(g)

) = arcd < vy

wo ¢(¢q) die Eulersche g-Funktion bedeutet und

~d
®(g) = q211[’11](1_(ﬂ)
g P 14

ist. Also
(8.5) A P 1 —liY| = [D)(Ye-wVPEYY
N@)=Y 27 (*.d) 0 L
wlsarcéswg . —b-‘-
- ' . h II( —— )
’ p/q p

WO f,(D)>0 ist. :
(8.5) ist die folgende Verallgemeinerung des zitierten Satzes von E. HECKE:

SATZ 2. Die Anzahl der Punkte mit ganzrationalen Koordinaten, welche
einem Winkelraum, (deren auf die Form Q(X,y) gegriindetes nicht-euklidisches
Winkelmaf ¢ ist), angehoren und wofiir dze quadratische Form eine von Y nicht
grofere Primzahl darstellt, ist,

)

Das nicht-euklidische WinkelmaB der durch die Punkten (0,0); (x,, ¥,)
und (0,0); (x,, y,) gehenden Geraden ist

liY +0(Ye—tul0EY),
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9. Leicht kann man sehen, daB, . . . . .. 70 ..
thnD— V]D] smn“

:1'5

I

ax;xz. : fi"""(x1y2 + x2y1) + Cylyz

wenn 7 das Euklidische WinkelmaB bedeutet und x2+y1—l x2+y§=1 erfiillt
sind« Fiirckleine Winkeln: gilt -also- mit-eine von Q(x y) abhanglgen K@ﬂs*tante

14Q)
9.1) T e 110

Damit haben wir den!folgenden Satz bew1esen

SATZ 3. Wenn ¢y, eine geniigend kleine Konstante und (¢, < C41) eine feste
reelle Zahl ist, und ¢,r die Polarkoordinaten der. Punkten. bedeuten, dann - stellt
jede primitive ganzzahlige quadratische Form in dem folgenden Gebiet

|‘P ‘Po] g=cnflog

;

unendlichviele Primzahlen dar.

Bewkeis. Die Anzahl derer Punkte (x, y), wo das Wert der quadratlschen
Form eine Primzahl darstelit, ist ndmlich mindestens wE

(@ e Viegrjjre — f (Q)(r2e—cul10g (@ r¥ )

wenn r genugend groﬁ ist, und f4Q)-von der-Form abhidngige Konstanten sind.
10. Endlich bemerken wir das Folgendes. Wenn das Analogon der' Riemann-

schen Vermutung fiir die Heckeschen Zetafuriktionen mit GréBencharakteren

richtig wire, so konnt man die obere Schranke e—cxfiogr im Satz 3 mit

AL N t
i

vertauschen. _ & oy s
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. Die, Theorie der. Jensen-konvexen., Funktlonen ist‘eine selt langem . und
von vielen Auforen bearbeitete Disziplin, deren Terminologie — wie auch die-
jenige der jiingeren Theorie der internen Funktionen (eine kurze geschichtliche
Ubefsicht folgt im’§ 2).— schon ziemli¢h-éinheitlich und traditionell geworden
ist. Wenn wir nun diese Terminologie dennoch etwas abdndern, so geschieht dies
wegen der _Einbettung dieser beiden Funktloﬂenklasseln n"eme nete, allgemei-
nere —'in die Klasse der max1mum103en F unktlonenl'Wés das Hauptmel dleser
Arbeit:ist... L G ARGt o 40 h . R

Datfiir legen wir folgende Defmzttonen2 zugrunde

Wir nennen eine auf einer konvexen Menge K CE(") definierte Funktlon
f(x) daselbst : o

1. p- maxzmumlos bzw. p- mzmmumlos3 fir eine Zahl O<p= ;, wenn fur

I EANS

-

je zwei Punkte x;, xzeK die Unglelchung

(1) ' f[px1+(1—p)x2] max FEAN{ENY

bzw.

Ay P (- pyxe ) min (), Fen)]

besteht; SO e

9 .. 4 Die ldee dieser Benennung stammt von Herrn Prof. A. CsAszARr, dem ich auch fiir
mehrere wertvolle kritische Bemerkungen und Verbesserungsvorschlige Dank schulde.

* Alle Zahlen sind reell, alle Funktionen sind auf einer Teilmenge des n-dimensionalen
euklidischen Raumes E(®™ definiert, eindeutig, reell und — mit Ausnahme der mit f(x) und f(x)

bezeichneten Limesfunktiofi¢n .einéf Funktion f(x)’ endlic; '~ Wir bezeichnen die
Punkte (Vektoren) des E® bzw. ihre Koordinaten mit x= (B, 1D Xy, Llx, y] bzw.

L(x, y) bedeutet die abgeschlossene bzw. offene Verbindungsstrecke der Punkte x und y;.xy
die Linge dieser Strecke; mit A bzw A bezexchnen wir den offenen Kern bzw d1e Abschlle-
Bung einer Punktmenge A. S -

- . % Bei den Sitzen.{iber maximumlose ‘bzw. konvexe.Funktionen werden wxr mre sinn-
gemiaBe Pendants fiir minimumlose bzw. konkave Finktionen mcht anfuhren, 1m welteren
aber benutzen.
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2. allgemein-maximumlos bzw. allgemein-minimumlos, wenn sie die Unglei-
chung (1) bzw. (1') fiir jede Zahl 0<p§% erfiillt;

3. p-intern fiir eine Zahl O<p l bzw. allgemein-intern, wenn sie sowohl

p-maximumlos als auch p- mlmmumlos bzw. sowohl allgemein-maximumlos als

auch allgemein-minimumlos ist;

4. streng p-maximumlos bew. streng p-minimumlos fiir eine Zahl 0< pé—;—

wenn sie p-maximumlos bzw. p-minimumlos ist, mit der Beschrinkung, da8 in
(1) bzw. (1') fiir alle Punktepaare x;, x, € K mit f(xy) # f(x,) das Ungleichheits-
zeichen gilt;

5. streng allgemein-maximumlos bzw. streng allgemein-minimumlos, wenn sie

fiir jede Zahl O<p= —I— streng p-maximumlos bzw. streng p- mlmmumlos ist:

] .
6. streng p-intern fiir eine Zahl 0 < p<5 baw. streng allgemein-intern, wenn

sie sowohl streng p max1mumlos als auch streng p-minimumlos bzw.. sowohl
streng allgemein-maximumlos als auch streng allgemein-minimumlos ist;

7. p-konvex bzw. p-konkav fiir eine Zahl O<p= i wenn fiir je zwei Punkte

X3, X5 € K die Ungleichung -

@) P+ (1= p)a] = piG)+(1-pf(x)
bzw. »

@) e+ (1= Pyl = piCa)+(1- )
besteht; |

8. allgemein-konvex bzw. allgemein-konkav, wenn sie die Ungleichung (2)
bzw. (2') fiir jede Zahl O<p§—;~ erfiillt;

9. p-linear fiir eine Zahl O<p§——;-, wenn fiir je zwei Punkte x;, x,€ K die
Gleichung
3 1P+ (1= pYxs] = piCx)+(1— p)fee)
besteht;

10. allgemein-linear, wenn sie fiir jéde Zahl O<p§—;— p-linear ist.

Bezugs dieser Funktionenklassen gelten folgende — unmittelbar einleuch-
tende — Bemerkungen:
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1° Bei einer p-maximumlosen bzw. p-minimumlosen oder sogar streng
p-maximumlosen bzw. streng p-minimumlosen Funktion f(x) kann fiir ein Punk-
tepaar x;, X,€K mit f(x,)=f(x,) in (1) bzw. (1") sowohl das Gleichheits- als auch
das Ungleichheitszeichen gelten; bei einer streng p-internen Funktion gilt aber
ausnahmslos

@ {f(xl) = flpxa+ (=Pl = fx) (%) = [(x)),
fx) < flpxa+ (L= ppal < ) (%) < f(x5))-

Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir die entsprechenden ,,allgemeinen” Eigen-
schaften.

2° Fiir n=1 ist der Begriff ,,allgemein-intern” mit ,,monoton” identisch;
eine streng allgemein-interne Funktion kann aber entweder streng monoton
oder auf ihrem ganzen Definitionsbereich konstant sein.

3° Eine p-konvexe bzw. p-konkave Funktion ist zugleich streng p-maxi-
mumlos bzw. streng p-minimumlos; analoges gilt fiir die entsprechenden ,,all-
gemeinen” Eigenschaften.

4° Die p-Linearitdt bzw. Allgemein-Linearitdt ist ein gemeinsamer Spezial-
fall aller {ibrigen ,,p-Eigenschaften” bzw. ,,Allgemein-Eigenschaften”,

5° Fiir n=1 ist der Begriff ,,allgemein-konvex”, ,,allgemein-konkav” bzw.
,,allgemein-linear” mit , konvex”, , konkav” bzw. ,linear” im iiblichen Sinne
identisch.

6° Ist (im E®) eine fiir eine Zahl O0< pgé p-lineare, p-maximumlose,

p-konvexe oder p-interne Funktion stetig, so hat sie auch die entsprechende
allgemeine Eigenschaft. '

§ 2.

" Den Ausgangspunkt des gesamten vorliegenden Forschungsgebiets bildet —
sowohl in historischer als auch in methodischer Hinsicht — die Untersuchung
«er additiven, d. h. die Cauchysche Funktionalgleichung

©) fx+y)=1()+1(¥)

16senden Funktionen im E(M, Diese Funktionenklasse ist — wie W. SIERPINSKY
(1920 [26]) bemerkte — jener Teil der Klasse der Jensen-linearen, d. h. die Jen-
sensche Funktionalgleichung

fG) +f(y)

(6) f(’“z"y !

. . .1 .
losenden —.in unserer Ausdrucksweise —E—lmearen — Funktionen, der der Be-

schrankung f(0)=0 unterliegt. Nach A. L, CAucHy (1821 [8]) gilt fiir eine beliebige
additive Funktion f(x), fiir eine beliebige rationale Zahl r und fiir jede Zahl x

(N f(rx) = rf(x),

4 Umgekehrt ist jede allgemein-konvexe Funktion stetig (s. Satz 19), was aber nicht fiir
jede allgemein-maximumlose oder sogar allgemein-interne Funktion zutrifft. (S. jedoch Satz 7.)
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und ist som1t die allgememe stetlge Losung derL ‘Gleichung (5) f(x)={(1).x; die
allgemeine stetige' Losung von (6) is daher j(x)=[f(1)—f(0)].x+f(0), WObel die
Zahlen f(Oy und f(1) Beliebig vorgeschrleben werden konnen. G. HAMEL' fand
uild charakterisierte (1905 [15]) mittels”einer transfiniten Konstruktion, mit
Anwendung des Zermeloschen Wohlordnungssatzes die unstetlgen additiven
Funktionen, und bewies, daB der Graph einer solchen Funktloh auf der Koordi-
natenebene iiberall dlCht liegt. E o

Bedmgungen die die Stetigkeit einer addltlven Funktlon im EM sichern,
fanden u. a.: Nicht-Negativitdt oder Nichit-Positivitat, Monotonie: M. €. DAR:
BoUx (1875 [12]) einseitige Beschranktheit auf einem Teilintervall des Defi-
nitiotsbereiches: "M, ‘G.. Darsoux (1880 - [13]); ‘MefBbarkeit: M. FRECHET
(1913 {14}), S. Banacu (1920 [2]), W. SieErpINsRY (1920 ‘[25]); Existenz
einer meBbaren Majorante ~oder “Minorantes "W." SIERPINSKY (1924 :[27]);
noch schwachere Bedmgungen ergaben s1ch als Spemalfaﬂe der analogen Er-

gebmsse fiir —-konvexe F unktlonen
- T T U T NP (' S A .
Der Begrlff der E-Linearxtét wurde nach Zwéi Hauptrichtungen erweitert:
R T O/ S £ U S VA S SR TR S O E R

it %:'kdﬁv:e‘xi‘t‘ai‘t‘tind z'ur'%-iniefrii‘t'at"s e e

-Die Jensensche. Funktionalgleichung-(6) ist ein- Grenzfall der Jensenschen
F unkhonalung]elchung

FETI ”’.'} PraE B

)
2

=

K

mxttels welcher W. V. JENSEN (1905 [17]) die Untersuchung der melstens Jen-

sen~k0nveX1 oder emfach konvex genannten in. unserer Ausdruckswe:se 5~

konvexen Funktlonen im E‘l) emleltete, und bew1es, daB eine auf Ihrem Defl-

mtlonsberelch nach oben beschrankte ‘—2—-k0nvexe Funktlon stetig und somlt

allgemem-konvex 1st Dles bewnes auch ‘W, SIERPINSKY(IQZO [26]) Andere Ste-
tigkeitsbedingungen fanden u. a.: Monotonie: P. Sz4sz (1929:[28]); MeBbarkeit:
H. BLUMBERG (1919 [6]), W. SIERPINSKY (1920 [26]); Beschréinktheit nach oben
auf einer meBbaren Teilmenge -des Definitionsintervalls mit positivem MaB:
A. OsTrRowsKI (1929 [23]); Existenz einer meBbaren Majorante: S. Marcus (1957

419]).'Das" Atialogon -des obenerWahnten Satzes von- 6. HAMEL wurde fiit —-;v-a-

konvexe Funkhonemm E(1>von F. BERNSTEIN - G. DOETscH(1914 [5]) und M.
HUKUHARA (1954 [16]) bewxesen Nach A. OSTROWSKI (1929 [24])ist eine ~-kon-
® Fiir andere Forschungsrichtungen (w1e z. B. Subadditivitit, Doppeltkonvex1tat) 8.

die Literaturangabzn in‘[3] und [20]. Vorliegénde Arbelt befaBt sxch auch m1t den deskrlptlv-
funktionentheoretischién Siatzen und Methoden nicht. R
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vexe Funktion stetig, wenn sie die Werte aus einem Zahlenintervall hochstens
auf einer Menge mit dem MaB Null annimmt; eine additive. Funktion ist schon
dann stetig, wenn sie die Werte eines Zahlenintervalls auf einer Menge mit po-
sitivem inneren MaB nicht annimmt (1929 [23)].

. . - 1
Einzelne Hinweise auf im E™ mit beliebigem n definierte —2—-konvexe bzw.

additive Funktionen finden sich schon in den Arbeiten von W. V. JENSEN ([17])
und W. S1IERPINSKI ([25]). Eine erste systematische Behandlung ist die Arbeit
- von E.MoHRr (1952 [22]); in welcher neben anderen .die obenerwdhnten Sétze
von W. V. JENSEN und F. BERNSTEIN —G. DoETscH verallgemeinert wurden.

Den Satz von A. OSTROWSKI iiber —;-konvexe Funktionen ﬁbertrug S. MARrcus

(1959 [21]) auf den Fall n>1; endlich bewiesen A. CSASZAR (1958 [11]) und 8.
Marcus (1959 [21]) den allgemelnsten Satz dieser Reihe: eine im E™ mit belie-

1
bigem n oder in einer offenen konvexen Teilmenge desselben definierte 5

konvexe , Funktion ist stetig, wenn sie auf einer meBbaren Teilmenge mit posi-
tivem Mat eme mefBbare Majorante besitzt. — Einen Satz iiber die Minorisier-

barkeit einer —2—-konvexen Funktion mit einer meBbaren Funktion bewies A.

CsAszAR (1958 [11)), als Verallgemeinerung. eines dhnlichen Satzes von M. Hu-
KUHARA (1954 [16]).

Als eine andere Verallgemeinerung des Begrlffs der additiven (El-lmearen

Funktion. fithrten A. CSAszAR (1949 [9]) den Begrlff der streng —;—-mternen -
von ihm ,,mtem” genannten - und 8. MARcuUS (1958 [20]) den Begriff der —;

internen Funktlon im EM ein. Als Bedingung der Monotome einer streng %-

internen Funktion fand A. CsAszAr: Monotonie auf einem Teilintervall des
Definitionsintervalls, einseitige Lokal-Monotonie in einem Punkt, MeBbarkeit
(1949 [9]), MeBbarkeit auf einer meBbaren Teilmenge mit positivem MaB (1949

[10]); die entsprechenden Satze fiir —;-interne Funktionen ohne Voraussetzung

der ,,Strengheit” ‘bewies S. Marcus (1958 [20] bzw. 1957 ([19]). Endlich defi-
nierte S. MARcUs (1958 [20]) auch die streng p-internen — von ihm ,,streng
intern mit den Gewichten p,q (p+¢=1)" genannten — Funktionen, und iiber-
trug sdmtliche von A. CsAsz4Ar ermittelte Monotome Bedmgungen auf diese
Funktionenklasse.

Fiir n'>1 wird die Untersuchung der .internen Funktionen durch zwei
Schwierigkeiten gehemmt: erstens, die Ubertragung des Monotoniebegriffs;
zweitens, die prinzipielle Abwelchung vom Fall n=1in wichtigen Eigenschaften,
was bei den konvexen Funktionen nicht der Fall ist. Es besteht aber auch eine

8 Annales
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weitgehende Analogie dieser beiden Funktionenklassen fiir n=1. Einige Bei-
spiele dazu: eine allgemein-interne Funktion ist monoton, eine allgemein-kon-
vexe besteht aus einem monoton fallenden-und einem monoton ansteigenden
Ast; MeBbarkeit auf einer meBbaren Teilmenge mit positivem MaB ist gemein-

same Bedingung der Stetigkeit einer %-konvexen und der Monotonie einer—;—--

internen Funktion; beide sind entweder in jedem oder in keinem abgeschlosse-
nen Teilintervall des Definitionsintervalls nach oben beschréinkt.

Unser Hauptziel ist die Einfithrung und Untersuchung der maximumlosen
Funktionen. Dabei kann auch der gemeinsame Kern mehrerer Sdtze und Beweis-
methoden iiber konvexe bzw. interne Funktionen herausgearbeitet und dem
gesamten Material eine gewisse Einheitlichkeit verliehen werden. ~Ferner
erstrecken wir in diesem Rahmen die Untersuchung der internen Funktionen
auf den bisher nicht behandelten Fall n= 1, setzen bei allen betrachteten Funk-

tionenklassen ,,p beliebig” statt ,,p:—l” voraus und fiihren auch andere Verall-

gemeinerungen mehrerer bekannter Satze durch.

Eine fliichtige Ubersicht des Inhalts der folgenden Paragraphen: § 3: Verall-
gemeinerung der Hamelschen Konstruktion; § 4: Struktur der maximumlosen
Funktionen; § 5: Satze iiber Monotonie; § 6: Sitze iiber Limesfunktionen und
Stetigkeit; §7: Verallgemeinerung des Satzes von F. BERNSTEIN —G. DOETSCH
und E. MoHR; § 8: Verallgemeinerung metrischerSétze iiber konvexe Funktionen
bzw. iiber interne Funktionen im EM; §9: Weitere Untersuchung der Struktur
der maximumlosen Funktionen und der internen Funktionen im E; § 10: Verall-

gemeinefung der Sdtze von A. OSTROWSKI iiber das ,,Eindringen” einer—;— -line-
aren bzw. é--konvexen Funktion in ein Zahlenintervall; §11: Véral]gemeine-
| ;ung des Minorisierbarkeitssatzes ijbér %-konvexe Fuﬁktionen VoIt A.FCSA-
SZAR.
§ 3.
Uber die im E®™ mit beliebigem 1 definierte, daéeibst additive, —;-lineare

bzw. fiir eine Zahl O< pé—;- p-lineare Funktionen sind folgende Tatsachen

bekannt:®

1° Die Klasse der additiven Funktionen ist mit der Klasse der %Jinearen

Funktionen mit f(0)=0 identisch.

¢ 8. — auch bezugs weiterer Ergebnisse iiber additive Funktlonen — die sehr ausfuhrhche
Literaturangaben in [I].. .
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2° Jede —;-lineare Funktion ist zugleicht p-linear fiir jeden rationalen Wert

O<p=—

3° Die allgemeine stetige Losung der Cauchyschen Funktionalgleichung
(5) bzw. der Jensenschen Funktionalgleichung (6) (und sogar der Gleichung (3)

fiir einen beliebigen rationalen Wert O<p= EJ ist

) W= -
bzw. ’ _
(9) | ) = [0+ S,

wobei ¢;(i=1, 2,...,n) und f(0) beliebige Zahlen sind.

4° Die im § 2 erwdhnten Stetigkeitsbedingungen sind fiir die additiven und
fiir die ,,rational-linearen” Funktionen gemeinsam.®

Wir werden nun diese Behauptungen womdéglich auf p-lineare Funktionen -

fiir eine beliebige Zahl O<p§~;— iibertragen.
1" Ist {(0)=0 und die Funktion {(x) p-linear fiir eine beliebige bestimmte Zahl

O<p= ox so ist sie auch additiv.

Fiir ein beliebiges Punktepaar x,y € E™ gilt namlich

J(x+y) = f[p’—:—ir(l ~pjl_%;] - pf( x) +(1 _p),«( p}

[ﬂ)HFW@]W@HFW[ H

:.f[p; +(1 —p)-0]+f[p0+(1 —p)l—:;]= )+ 1)

Ist f(x) p-linear fiir eine bestimmte Zahl 0<p§%, so ist es auch ‘_die Funk-
tion f(x)—f(0). Mit Anwendung von 1/, 1° und 2° folgt daraus:

¢ S.— auch bezugs weiterer Ergebmsse iiber additive Funktionen — die sehr ausfithrliche
Literaturangaben in [1].

{*
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: o o 1
2" Eine fiir eine.beliebige bestimmte Zahl 0<p§3 p-lineare Funktion ist
' q-linear auch fiir jede rationale Zahl O<q§—1—

“Aus 2’ folgt endjich 3’ und 4';
3" Ist eine Funktion f(x) p-linear jur eine Zahl 0<pS% und stetig, so ist

sie von der Form (9').
4" Die Stetigkeitsbedingungen fir additive und fiir , rational-lineare” Funk-
tionen gelten auch fiir beliebige p-lineare Funktionen. )
Die Umkehrungen der Behauptungen 1’ und 2’ sind offensichtlich nicht

giiltig. Als Beispiel dient jede unstetige — also nicht allgemein-lineare — %-

lineare Funktion, z. B. die Hamelschen unstetigen additiven Funktionen. Das
Hamelsche Verfahren ist aber mit einer gewissen Abdnderung auch zur Kon-
struktion von unstetigen p-linearen Funktionen mit beliebigem pund im E®™ mit
beliebigem n geeignet. Wir geben nur eine Skizze des Gedankenganges, dessen
hier nicht durchgefiihrten Emzelhelten und Beweise mit den entsprechenden in
[15] iibereinstimmen.

-Es sei W={x, x,, ...} eine Wohlordnung der Menge der Punkte des E®™
und R, die Menge der Werte aller rationalen Ausdriicke von p mit rationalen
Koeffizienten. Wir definieren nun eine Teilmenge BC W folgendermaBen: das
erste Element von B sei x;; ist fiir alle Elemente eines zu einem Punktx¢c W ge-
_ horigen -Abschnitts W, der Menge W schon entschieden, welche von ihnen zu B
gehoren, und bezeichnen wir die Menge dieser B- Elemente mit B,, so soll der
Punkt x genau dann nicht Element von B sein, wenn er linear abhingig von
endlichvielen Elementen von B, mit Koefflzlenten aus R, ist.

Die solchermaBeéii“mittels ‘transfiniter Induktiot” eingefiihrte Menge' B ist
eine Basis der Menge W iiber der Menge R,; d. h.

1) beliebige endhchwele Elemente von B sind hnear unabhanglg itber

2) jeder Punkt xeW ist emdeutlg in der Form
(10) X = Zr,-xl- (r; € R,, x,€B, i= 1, %, . m)
: i=1

darstellbar (wobei m eine natiirliche Zahl ist und die Indizes i natiirlich mit
denjenigen der entsprechenden Punkte in W nicht identisch sind).
Wir defmleren nun eine Funktion A, (x) im E() fiir eine beliebige Zahl

P=p= —2— folgendermaﬁgn. -

beliebig “(xeB), T

an . k= lzm—"riﬁp(xi) (x_ Ui % E€B, nER,)
i=1 R

TR,
3
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Aus -der Abgeschlossenheit..der Zahlenmenge R, in bezug auf Multiplikation
mit p, Addition und Substraktion, also auch auf arithmetische Mittelbildung mit
den:Gewichten p und I — p, folgt die p-Linearitat der Funktion &, (x). Thre Nicht:
stetigkeit kann durch geeignete Wahl der Funktionswerte in den Punkten von
B; entweder nach ‘dem Verfahreri von G. HAMEL in [15] oder z. B. gemaB einer
Bemerkung von E F BECKENBACH ([3]) hervorgerufen werden da die Menge B;

B ist: es seéi nun in (11)

(“) o | hp(x) {0 ZiE_BXO){x }) e e

'l

”,:.‘ e

Dadurch 1st d1e Funktlon h(x)y nicht allgemein- hnear und €s 1st erwieseri:

SATz 1. Fiir jede Zahl O<p§—% gibt es im E™ mit beliebigem n definierte,

daselbst p-lineare Funktionen, die nicht allgemein-linear sind.

. Mittels einer unstetigen Funktion h,(x) kénnen mit den bekannten Ver-.
fahren vielerlei Beispicle nicht stetiger p-konvexer bzw. nicht angmem-mterner'
p-interner Funktionen gegeben werden. Es ist z. B. €™ -eine nach :unten
beschrinkte bzw. f1(x)+(x(M)? eine nicht beschrinkte unstetige p-konvexe
aber nicht p-lineare Funkhon ‘Wir haben also den -

. Sarz’ 2. Fir ]ea’e Zahl O<p5— gzbf es-im- EM™ mit belzebzgem s defmzerte,'

daselbst unstetige p-konvexe aber mcht p- lmeare F unkttonen die nach oben unbe-
schrdnkt, nach unten entweder beschrinkt oder unbeschrinkt sind.

Die vorige Funktion e"»®) ist zugleich streng p-intern. Ist h (x) eine im E(">
mit beliebigem n definierte, daselbst p-lineare, und (u). eine. fir - o <U< oo
monotone bzw. streng monotone Funktion, so ist die Funktion

az. () = w0l

p-intern. bzw. streng p- mtern Ist dabei g(u) nicht p hnear 80 ist es auch (pp(x)
nicht. Ist ferner h,(x) unstetig, so ist ¢,(x) nicht a}lgemem intern und sogar
nicht allgemein- -maximumlos. Da nun die Funktion p(u) in allen Fillen be-
schrankt, nach einer Seite unbeschrankt oder nach beiden Seiten unbeschrinkt
gewahlt werden kann, gilt der

~'E'jxii;‘

b
Vgt

SATz 3. Fiir jede Zahl O<p= —1~ gibt es im E<"> mit beliebigem n defi-

nzelte daselbst p-interne bzw. streng p -interne aber nicht. allgemein-interne (sogar
nicht allgemein-maximumlose) und nicht p-lineare Funktionen, die entweder
beschrinkt oder in beliebiger Weise unbeschrinkt sind.’

7 Fiir additive Funktionen und n=1: [15] 459.
1
"2 Ahnliche Sitze fiir streng —-mterne Funktlonen [18] 584 585.
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Mit -dieser Methode hat S. Marcus darauf hiﬁgewiesen ([20] 204), dab es

1
im EM —2~-mteme aber nicht streng —;-mterne und nicht monotone Funktionen

gibt, die nur zwei verschiedene Werte annehmen: fiir ein beliebiges p setze man
zu demselben Zweck in (12) fiir hy(x) eine unstetige p-lineare Funktion und
fir y(u) eine zweiwertige Treppenfunktion. (Fiir eine streng p-interne Funk-
tion ist dies unmoglich: s. die Bemerkung 1im § 1 und vgl. auch Hilfssatz 4.

Fiir eine’ —-21——maximumlose (al]erdings nicht —;—-interne , aber nicht allgemein-

maximumlose Funktion mit nur zwei verschiedenen Funktionswerten kann
auch ohne die Hamelsche transfinite Konstruktion ein Beispiel gefunden werden;
es ist dies die bekannte Dirichletsche Funktion

) = {

0 (x rational),
1 (x irrational).

Fiir eine beliebige Zahl 0<p§~;— verwerten wir zu demselben Zweck die weiter
oben eingefiihrte Zahlenmenge R,. Mit R, ist auch die Punktmenge
_ E®M =R, xR,x...XR, :
in bezug auf arithmetische Mittelbildung mit den Gewichten p und 1-p abge-
schlossen, also ist die im E mit beliebigem n definierte Funktion
0 x¢EW,
a3 1) = | "
\1 x€Em-EY

daselbst p-maximumlos (allerdings nicht streng p-maximumlos und nicht
p-intern). DafB sie nicht allgemein-maximumlos ist, folgt indirekt aus dem
weiter unten angefithrten Satz 5, wenn man ihn auf die Einschrinkung der
Funktion f(x) auf einen eindimensionalen Teil ihres Definitionsbereiches anwen-
det: es kann aber auch ohne diesen Satz, direkt bewiesen werden:

Da die Menge R, abzahibar ist, ist’ ihre Komplementdrmenge R, nicht

leer. Wir beweisen, daB die Funktion (13) fiir keine Zahl p’ € R, (0, —;—]p’-maxi-
mumlos ist, also daB es Punkte x;, xQEEﬁ,’” gibt, fiir welche
p'xy+(1—p)x, € EM—EPY

glit Da nun die Zahlenmenge R, auch in bezug auf Division mit beliebigen
rationalen Zahlen (ausschhelﬂhch der Null) abgeschlossen ist, geniigt es die
Punkte x; und x, der Bedingung

x{0 —x{® = rational (i=12,...,n)
zu unterwerfen. Dann wiirde ndmlich mit
p'x;+(1—=p)xy = p'(x;—x,) +x, € ECV
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung auch p’€R, gelten.
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Ist z. B. p eine transzendente Zahl, so-enthdlt die Menge R, keine algeb-

raische nichtrationale Zahl p’, und die Funktion (13) ist fiir ‘iese Zahlen
gewifl nicht p’-maximumlos.

Alles in allem gilt der
SaTz 4. Fiir jede Zahl O<p§—; gibt es im EU™ mit beliebigemn n definierte,

daselbst p-maximumlose aber nicht p-konvexe, nicht p-interne und nicht allgemein-
maximumlose Funktionen (und sogar solche, dze nur zwei verschiedene Funktions-
werte annehmen).

§ 4,

Sartz 5. Eme auf einem Intervall (a, b)® definierte Funktion f(x) ist genau
dann allgemein-maximumlos auf (a, b), wenn sie entweder daselbst monofon ist,
oder es einen Punkt ¢ € (a, b) gibt, derart daf f(x) auf (a, ¢> monoton abnehmend
und nicht konstant: auf <c, b) monofon wachsend und nicht kostant ist, wobei
mindestens eine dieser beiden Teilintervalle bei ¢ abgeschlossen ist.

BEwEIls. Die Bedingung ist offensichtlicht hinreichend. Wir beweisen ihre
Notwendingkeit.

Ist f(x) auf (a, b) aligemein-maximumlos und nicht monoton (also nicht
allgemein-intern), so auch nicht allgemein-minimumlos. Es gibt daher drei
Punkte a<a<y<p<b mit

f(y) < min [{(e), [(B)],
und es gilt folglich

inf f(x) = mf f(x) < min [{(a), /(B)]°

xe(a,b) xe(xp
Es seien nun {x,}C(a, b) eine Punktfolge mit
- lim f(x,) = inf f(x)
) xg(a,b)

und c€ [o, B] ein Haufungspunkt dieser Folge; ein solcher existiert gewiB,
da wegen der Allgemein-Maximumlosigkeit von f(x)

(%) = fe) > Hy) zkl_i)rgo f(x) » (x€(a, ),
16 = HB) = f(v) ékli?l f(x,0) (xe(B, b))

gilt, also fast alle Elemente von {x,} zu [«, B] gehoren. Ferner gibt es fiir je
zwel Punkte a<a’<a” <c bzw. c<b""<b'<b und fiir jede Zahl £>0 Elemente
Xk, bzw. x, der Folge {x,} mit xx,>a"’ bzw. x,, <b’" und

o) = f@)Fe bzwl ) = f(6) +e.

8 In diesem Satze und in allen folgenden Sétzen iiber im E® definierte Funktionen kann
(a, b) sowohl ein endliches Intervall als auch eine Halbgerade oder die ganze Zahlengerade be-
deuten.

? Es kann auch inf f(x) = —co sein.
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Es ist-also gemaB der -Allgemein-Maximumlosigkeit von f(x) RET
fa) = max [f(a), (a")+2] " '
bzw.
f(0'") = max [f(b'), Ha') +e]

und da >0 beliebig war, f(a'’)={f(a’) bzw. f(b"")=f(b). Die Funktion f(x) ist
also monoton abnehmend auf (a, ¢) und monoton wachsend auf ( b) Endhch
gilt — abermals wegen der Allgemein-Maximumlosigkeit von f(x) — -

f(¢) = max{f(c~0), f(c+0)],

woraus auch der letzte Teil unserer Behauptung folgt. .

Ist eine streng allgemein-maximumlose Funktion auf einem TellmtervaIL
ihres Definitionsintervalls konstant, so ist der entspréchende Funktionswert.
der kleinste ihrer Werte auf dem ganzen Defmltmnsmtervall Mit Hi’nsicht
darauf folgt aus Satz 5 der '

Satz 6. Eine auf einem Intervall (a, b) definierfe: Funktion ist daselbst
genau dann streng allgemein-maximumlos, wenn Sie streng monoton fallend, konstant,
streng monoton wachsend, oder aus zwei oder drei solchen Zugen in obiger Rezhen-

folge zuisammengesetzt ist.
Nach Satz 5 kann die Menge der Unstetlgkextsstellen einer allgemem—

maximumlosen Funktion im Falle n=1 hochstens abzahlbar sein. Fiir n>1
gilt dies nicht:

BeispiEL I. Die Menge der Unstetigkeitsstellen der — im E® definier=
ten, daselbst sogar streng allgemein-internen — Funktion

fx®, x®) = xW—1 (x=0)
x(» (x® = 0)

ist in jedem, eine Strecke der Geraden xW=0 enthaltenden Intervall des E®
iiberabzahlbar; allerdings ist f(x) fast tiberall stetig.
SATz 7. Eine auf einer konvexen Menge K C E™ definierte, daselbst allge-

mein-maximumlose Funktion ist auf K fast tiberall stetig.
Der Beweis beruht auf der Tatsache, daB eine beschrankte konvexe Menge
des E™ quadrierbar (meBbar im Jordan-Peanoschen Sinne) ist.1? Die Menge K

kann ohne Beschrankung der Aligemeinheit als beschrankt angenommen wer-
den; es geniigt ndmlich den Satz fiir den — ebenfalls konvexen — Durchschnitt

von K mit jedem Intervall IcE(”) zu bewexsen
Die Teilmengen

Ko={uxeKj@=c,  Ki={rxek f(x) =

von K sind fiir jede Zahl c konvex und daher quadrierbar; insbesondere sind die
Mengen ‘
» Ksi{x:xEK,r<f(x)<s}=K;——K,

S, 7 B. [7].
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fiir jedes rationale Zahlenpaar r,s guadrierbar. Fiir die Begrenzungen By der
abzihlbar vielen Mengen K, bedeutet dies mB =0, also ist fast jeder Punkt
von K interer Punkt jeder Menge K, und in diesen Punkten ist- J(x) stetig.

Im § 6 werden wir Stetigkeitsbedingungen suchen, die die. Allgemein-Maxi- .
mumlosigkeit bzw. Allgemein-Internitat einer p- _maximumlosen bzw. p-internen
Funktion sichern (Satze 21, 22, 23); eine Fragestellung, d1e der]emgen der
Satze 5 und 7 in gewissem Smne umgekehrt ist.

= § 5. .
Fiir die Hilfssdtze 1, 2 und 3 fiihren wir folgende Bezeichnungen ein. Ist
1 : N :
O<p= 5 und sind «,8 ¢ E™ beliebige Punkte, s0 soll

R{Pe, B) = {01, /3}
und fiir jede natiirliche Zahl k
R{P(a, B) = RP,U{x: x € E@ x = ps+ (1- P)m (¢ Rffzo}
sein. Endlich sei S
B R®)a, f) = URff’(oc,ﬁ).

R®Xa, ) 1st also die Menge der iterierten inneren p-adischen Tellpunkte der
Strecke L[e,f] und somit tiberall dicht auf dieser Strecke. Es sei ferner

SE)a, B) = {x: x € E®, B¢ RP(a, x)}.
Diese Menge liegt auf der mit o

bestimmten Halbgeraden (also auf der Verldngerung von L[oc,ﬁ] liber ,8) uberall
dicht.

HiLrssaTz 1. Es seien f(x) eine auf einer konvexen Menge KCE("> dejzmerte
daselbst fiir eine Zahl 0<p§5 p-maximumlose Funktion und o,B€K zwei
beliebige Punkte. Dann. gilt ) )

() = max [fle), fl@)] - (X€RCNa, B)) -
und, im Falle f(e) <f(B) }
() = /(B) (x € KNS®Xa, B)).

HILFsSSATZ 2. Es seien (x) eine auf einer konvexen Menge K C E™ definierte,
daselbst fiir eine Zahl O<p 0 streng p- maxzmumlose Funktion und o, €K
zwei belzeblge Punkte. Dann gilt '

f(x) = max [{(«), /(B)] bzw..  f(x) < max[f(a), /(B)] (x € RP(a, B))
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je nachdem Ha)=f(B) oder f(a)=f(B) ist, und
H =/ baw. @) =[B)  [x€KNSP(e p)]
je nachdem f(ox)=f(B) oder (o) <f(B) ist.

Die Behauptungen dieser beiden Hilfssitze sind auf Grund der Defmxtlonen
1 und 4 unmittelbar einleuchtend. .

"HILFSSATzZ 3. Ist f(x) eine auf einer konvexen Menge K C E®™ definierte, daselbst

fir eine Zahl O<p= i p-lineare Funktion, so ist sie auf ]eder Menge R®PXc, B)
mit o, BEK, asp lznear d. h. es gilt “

f(x) = He)+ —;[]‘(ﬂ) f@]  (xeRP(a, B)).

Dies folgt aus Definition 9 durch sukzesswe Anwendung derselben auf die
Mengen RPXa, ) fiir k=1, 2, .

HivrssATz 4. st eine, auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte, da-
selbst fiir eine Zahl 0 < p§—24 streng p-maximumlose Funktion f(x) auf K nicht

konstant, so nimmt sie die obere Grenze ihrer Funktionswerte als F unktionswert
nicht an.

BEWwEIS. Gidbe es einen Punkt x,€ K mit
(14) f(xo) = sup f(x),
xeK

so gabe es auch einen Punkt x, € K mit f(x,) < f(x,),

es ware daher
KN8®(x;,x,) = 0

und nach Hilfssatz 2 :
[0 = (x)  (xEKNSP(x;, X)),

im Gegensatz zu (14).
Satz 8. Ist eine auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst fiir eine Zahl

O=p= ) p-maximumlose Funktion [(X) auf einem eigentlichen Teilintervall

(a, B)C (a, b) allgemein-maximumlios (bzw. streng allgemein-maximumlos) und nicht
monoton abnehmend, so ist sie auch auf (a, b) aligemein-maximumlos (bzw. streng
allgemein- maxzmumlos)

BewkEis. Nach Satz 5 geniigt es zu beweisen, dal die F unktion f(x) auf (a, b)
monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend) ist, falls sie auf (a, p)
monoton wachsend und nicht konstant (bzw. streng monoton wachsend) ist.

Es sei also x,€(a, p) ein Punkt mit

(15) [(x0) = ((B—0).
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Es gilt
(16) 1) = f(B-0) - (xe[B,D)]-
Gibe es niamlich einen Punkt x "€B, b) mit {(x') < f(—0), so auch einen Punkt
X" € (%, B) mit f(x"")>max [f(x,), f(x")], und es wire nach Hilfssatz 1
foe) = f(x"') = f(xo) (x € (a, %) NSP(x", x")),

was der Monotonie von f(x) auf (a, -§) widerspricht,

Waire nun f(x) nicht monoton wachsend bzw. nicht streng monoton wach-
send auf (a, b), so'miiBte es nach (16) zwei Punkte f=1x, <X, <b mit f(x;) > f(x,)
bzw. f(x;)=f(x,) geben, und es wire nach den Hilfssatzen 1 und 2 m belden
Fallen :

fG) = f(x1) (x€ (2, x) N SPAxy, x1)),
also nach (16)
&) = ((B~-0) (x€(a YN SPAxz, x1),
abermals der Monotonie von f(x) auf (a, g) und (15) widersprechend.
Folgen‘de Beispiele — in denen ¢(x) eine beschrinkte, fiir eine Zahl O<p=
§—2~ strenig p-maximumlose aber nicht allgemein-maximumlose Funktion im

EWM bedeute —zeigen, daB in diesem Satze das Teilintervall (a, 8) nicht durch ein
beliebiges Teilintervall (e, B)C(a, b) ersetzt werden kann, und daB auch die
Bedingung ,,nicht monoton abnehmend” nicht weggelassen werden darf.

BEisPIEL 2. Die Funktion

_ o | (x€(~1,0))
flo) = [xefggoy(X) baw. x+x€§t_1go)¢(X) C(x€]0,1))

ist auf (—1,1) p-maximumlos bzw. streng p-maximumlos, auf (0,1) allgemein-
maximumlos bzw. streng allgemein-maximumlos; dennoch ist sie auf (—1 D
nicht allgemein-maximumlos.

BEispiEL 3. Die Funktion

g(x) = f(=x) o (xe(=L1)

(wobei f(x) die Funktion aus dem vorhergehenden Beispiel ist) ist auf (—1,1)
p-maximumlos bzw. streng p-maximumlos, auf (—1,0) allgemein-maximumlos
bzw. streng allgemein-maximumlos - (allerdings monoton abnehmend).
Auf (—1,1) ist sie nicht allgemein-maximumlos.

In den dem Satz 8 analogen Sdtzen iiber p-interne bzw. p-konvexe Funk-
tionen.sind aber diese einschridnkenden Voraussetzungen nicht notig.

SATz 9. Ist eine auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst fiir eine Zahl

0< pé—; p-interne Funktion auf einem Teilintervall (o, B)C(a,b) allgemein-
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intern bzw. streng allgemein-intern, so ist sie auf (a, b) allgemein-intern bzw. streng
allgemein-intern.1t

Dies kénnte mit den vorigen Methoden béwiesen'Werden; der Satz ist aber
auch eine Folge des Satzes 22 (im Falle ,,streng” mit Hms1cht darauf, daB eine
auf (a b) streng p-interne Funktion entweder auf (a, b) konstant oder auf kei-
nem Teilintervall von (a, b) konstant, also falls monoton, 51cher streng allgemem—
intern ist). ey

Es eriibrigt sich auch das — sogar im E® mit beheblgem n geltende — Ana-
logon des Satzes 9 fiir p-konvexe Funktionen direkt zu beweisen, da es:eine
_ unmlttelbare Folge des Satzes 19 und des Korollars zu Satz-18 ist.

“.SATz 100 Es sei f(x) eine auf emem Intervall (a,b) defzmerte daselbsf fiir eine
Zahl O<p<% p-interne Funktzon, die in einem Punkt o € (a b) lokal-monoton-

ist. T
Dann ist {(x) auf (a, b) monoton
BEwEIs. Es sei also a</31<a</3‘,<b und z. B.

(17) . )= ) (XG(ﬁl,a) f(x)>/‘(oc) (x€(x, B2)):

NachSatz. Qgenuot eszu zelgen daB f(x) auf einem Teilintervall von (a b) — z. B.
auf (oc, B.) — monoton ist. Gibe es zwei Punkte =Xy <Xy <Py mit 1(x,) > f(Xo),
so wiare auch f(¢;)> (o), und es gabe nach Hilfssatz 1 einen Punkt, x36(,31, o)
mit f(xg) = f(xy), also f(x3) f(), gegen die Voraussetzung (17).

v SATZ 11 Es sei ]‘(x) eme auf einem Intervall (a, b) definierte; daselbst fur eine,

Aahl 0<1:r<-?j streng p-interne Funktwn die in einem Punkt ocE(d b) einseitig:
lokal-monoton ist. ‘

Dann.ist f(x)y auf (a, b) streng allgemein-intern.
BEWEIs. Es.sei z. B. a<a-<f=b und

as =) (x< (o B):

Fiir Je Zwei Punkte a<x1<x2<ﬁ gilt f(xl) f(xs). Aus f(xl) f(xz) folgte nam-
lich ! .
1) = f(x1) (X €(a, x) N SPAx,, x1))>

also iiberall dicht auf {a, «), und fiir geniigend nahe zu « liegende Punkte
X3 €(a, )
(0‘; BYNSP(xz, o) # 0

und -

10 <f@) € (@ p) NS, ),

1t Fiir_streng p-interne F_unk_ti__a_)ngn: [20].212, tiir streng E-in@e»rne F,,lunktivonen: {9

1.
73, fir E-.inteme Funktionen: -[20]} 197,
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im Gegensatz zur Voraussetzung (18). f(x) ist also monoton wachsend auf (e, B)
und nach Satz 9 entweder streng monoton wachsend oder konstant auf (a, b)
d. h. streng allgemein-intern.

Die Funktion aus Beispiel 2 bezeugt die Nichtiibertragbarkeit der Satze
10 und 1T auf p-maximumlose Funktionen, Ist aber eine p-maximumlose Funk-
tion sogar p-konvex, so hat die Lokal-Monotonitit in einem Punkte die Be-
schrinktheit nach oben in einem Teilintervall zur Folge; fiir diesen Fall sichern
aber die Satze 18 und 19 die Allgemein-Konvexitat.

| § 6.
- . SATz 12. Fiir eine auf einer offenen konvexen Menge K C E®™ definierte, da-

selbst allgemein-maximumlose Funktion [(x) gilt {(x)< oo (x € K).

BEWEIS.” Zu .einem beliebigen Punkt x,¢K gibt es einen abgeschlossenen
Simplex V des Raumes E™ mit VCK und x,eV. Sind X;, Xy, - - . -, X4, die Eck-
punkte von V, so gilt ;

f(x) = max [f(kl), () oo [ )] (x€V),
also f(xp) =< oo

KOROLLAR. Eine auf einer offenen konvexen Menge KCE®M defzmerte da-
selbst allgemein-maximumlose Funktion ist.auf jeder beschrinkten abgeschlos-
senen Teilmenge 1on K nach oben beschrinki.

Satz 13. Auf dem-ganzen — offenen konvexen — Defzmtzonsberezch KCE®™

1
einer daselbst fur eine Zahl O<p<—2~ p-maximumlosen Funktion ]‘(x) ist entweder

f()= = oder f(x) < =.
BEWEIs. E‘.s seien a,’yEK zwei verschledene Punkte, g€ K ein Punkt mit

B=qa+(I-gyy ~ (g=0)
also ein Punkt der Verldngerung der Strecke L[a, v] iiber v, ACK die Menge
der Punkte einer Kugel mit « als Mittelpunkt, Q dle kleinste, den Punkt § und
die Menge A enthaltende konvexe Menge und GCQ die Menge der Punkte
einer Kugel mit y als Mittelpunkt und mitG N A=0. Jede, einen beliebigen Punkt
von G mit dem Punkt § verbmdende Gerade hat mit der Menge A eine Strecke
gemeinsam.
Ist nun f(y)—oo und {yk}CC eine Punktfolge mit

.(19) ‘ ‘ . ;;_. . llm f("/k) =%

so gilt fur fast alle Werte von k j(yk)>f(;3), und gemaﬁ Hllfssatz 1 gibt es eine
Punktfo]ge {or,} mit

o € A ﬂS(P)(,B, Yie)» Jlewd = five)s

1 1
12 Fiir E-I(onvexe Funktionen: [22] 136, fiir z-konvexe Funktionen bei n=1: [5]

518.
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also wegen (19) -
Jim foy) = .

Da die Kugel A beliebig klein gewahit werden kann, folgt daraus f(o)= oo.
SATZ 14. Fiir eine auf einer offenen konvexen Menge K C E®™ definierte, da-

selbst fiir vine Zahl 0= p<3 p- maxzmumlose ‘Funktion f(x) ist die Menge

= {x:xGK,l(x) = —-oo}

- konvex, und es kann jede der folgende Moglichkeiten zutreffen: 1° F ist leer, 2° F
besteft aus einem einzigen Punkt, 3° F ist eine mehrpunktige konvexe eigentliche
Teilmenge von K, 4° F=K.

BewEls. Wir zeigen zuerst, daB die Menge F, falls mehrpunktlg, konvex
ist. Es seien ¢, B € F zwei verschiedene Punkte und {euds {ﬂk}CK Punktfolgen

mit
o> - B> p, hm f(“k) = hm f(ﬁh) =

Da jeder Punkt der Strecke L[«x, 8] Haufungspunkt einer Folge {v,}CK mit
v ERP)ay, B,) ist, folgt nach Hilfssatz 1, daB mit den Punkten o und g auch ihre
Verbmdungsstrecke Lle, p] vollig zu F gehort, also F konvex ist.

Es bleibt noch zu zeigen, daB jeder der vier Fille tatsidchlich vorkommt.
Bei n=1 kann fiir den Fall 1° jede nach unten beschrinkte (etwa monotone)
p-maximumlose Funktlon fiir den Fall 4° eine unstetige Hamelsche Funktion
h(x) dienen.

BEISPIEL 4.

—x  (xc(-1,0])

f(x) = l _l_ (X€(O, 1))
X

BEISPIEL 5.
—efx)  (xe(-1,0))

(x€10, 1)).

Diese — auch auf das E® mit beliebigem n iibertraghbare — Beispiele zei-
gen zugleich, daB selbst bei Voraussetzung der strengen p-Maximumlosigkeit
alle vier Falle vorkommen. Ist aber j(x) sogar p-konvex, so féllt der zweite und
der dritte Fall weg, und es gilt selbst der etwas noch mehr sagende

SATz 15. Ist eine auf einer beschrinkten offenen konvexen Menge K C E™

_|
1) 1x

definierte, daselbst fiir eine Zahl O<p§% p-konvexe Funktion f(x) in einem offe-

nen Intervall 1C K nach unten beschrinkt, so ist sie auf K nach unten be-
‘schrinkt. '3

1 - I .
# Fiir p= -2 [11] 279, [22] 136, fiir p= - und n1=1: 5] 519.
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BewEIs. Ist f(x) auf K nicht nach unten beschrdnkt, so gibt es eine Punkt-
folge {x,}CK mit
(20) ) <—k (k=1,2,...), x,~£€K (k—e).
Wihlen wir nun zwei Punkte ‘
%€l m=gut(-giel  (0=g<1),
so gibt es eine Zahlenfolge {p,} und eine Punktfolge {n,}CK mit
Mk = PeXo+ (1 —px € RP(xy, %) (k=1,2,...),

@1 MNie>Ms  De—>4 (k = ).
Dann ist

o) = pif(Xe) + (1 = pf(xi),
also wegen (20) und (21) .

kll)nlf (i) = ==,

unserer Voraussetzung widersprechend. »
Satz 16. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K C E( definierte,

daselbst fir eine Zahl O< p§—2~ p-maximumlose bzw. p-konvexe Funktion mit
()=~ = (xcK).
~ Dann ist f{(x) allgemein-maximumlos bzw. allgemein-konvex.'*

BEweEls. Offensichtlich ist f(x) auf K endlich. Es seien «,¢€ K beliebige
Punkte und
v =qat+(1-9)B O=<g¢=<1)

ein beliebiger Punkt der offenen Strecke L(«, B). Es seien {«,}, {8,} C K Punkt-
folgen mit

(22) o = o, Bi~ B flou) "_f(a): f(ﬁk) “'_f(ﬁ) (k > <0).
Ferner sei {pk}.ei'ne Folge von Zahlen O0<p, <1 mit
(23) - P9 (k)
und

Yie = P+ (L =B € RP oy, B)  (k=1,2,...).
Dann gilt vy, -y (k—<) und l(y)éﬁﬁf(yk), ferner

K—3 oo

flyw) = max [f(e), (Bl (k= 1.2,...)

bzw.

(24) v = pflon) +(L=p (B (k=1,2,...)

1 1 .
~ Y Fiir E-konvexe Funktionen: [11] 279, fir fé—-konvexe Funktionen bei n=1: [5] 520.
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und wegen (22)’ bzw. (22), (23) und (24)
My) = max[f(e), f(B)]  bzw.  f(v) = qf(e)+(1 - )(B).
SATz 17. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge KCE®™ definierte'

daselbst fiir eine Zahl O<p<5 p-maximumiose. F unktion mzt ()< (x€K).

Dann zst j(x) auf K allgemein-maximumlos.
BEWEIs. Offensmhthch ist f(x) auf K endlich.
Es seien
OC,/3€K, 'YEL(OC;ﬂ)
drei versichiedene Punkte, £=0 beliebige Zahl und AC K die Menge der Punkte
einer abgeschlossenen Kugel mit « als Mittelpunkt, fiir weiche g¢ A und

(23) ‘ jx) =fl@)+e  (x€A)

gilt. Es sei ferner Q die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, die den Punkt
p und die Menge A enthilt und GCQ dne Menge der Punkte einer offenen Kugel
mit v als Mittelpunkt.

Die einen beliebigen Punkt '€G mit g verbindende Gerade (d. h. ihre Ver-
Jangerung iiber ") hat mit A die Punkte einer offenen Strecke gemeinsam. Nach
Hilfssatz 1 gibt es also einen Punkt «'€ ANS®YB, ') mit fvy')=max [f(a'),
f(B)], woraus wegen (25) o

1(y") = max [f(a), [(B)] +2

folgt. Da nun e beliebig klein gew#hlt werden kann und auch ' ein belleblger
Punkt von G ist, folgt endlich

fv) = max (o), ()1

“Fiir p-konvexe Funktionen gilt der viel mehr sagende
Sarz 18. Ist eine auf einer oﬁenen konvexen Menge KCE®™ de]‘mlerte da-

selbst fiir eine Zahl O<p<—2~ p- komexe Funktzon f(x) auf einem Tezlmtervall

I von K nach oben beschrinkt, so ist sie auf K sz‘etzg(und daher allgemein-konvex).s
Bewers. Nach Satz 13 ist

(26) ) <= (x€K).
Zu einem beliebigen Punkt x¢K wahlen w1r Zwei Punktfolgen {&}), {”f)k}CK m1t
(27) [ED—~10),  fon) =1 (k~e)
Es gilt '
1 1—
o= —¢& P kX (k=)
p p

1 -
5 Piir p='l?: (221136, fiir p= -, n=1 und [ = K: [17] 189, [26] 127.
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und fiir fast alle Werte von k&

LEK, HED = iE) - T Pim,
P P

also nach (27) l :
L -2 i(x) = tim f2,) = Tx),
p p koo

und hieraus folgt wegen (26) und f(x)={(x) unsere Behauptung f(x)=f(x).
KOROLLAR. Ist eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte,

daselbst fiir eine Zahl 0 < pf—;— p-konvexe Funktion in einem Punkte von K halb-

stetig nach oben, so ist sie auf K stetig (und daher allgemein-konvex).
Satz 19. Eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte, daselbst

fiir eine Zahl O0< p§*2~ p-konvexe Funktion ist genau dann allgemein-konvex,

wenn sie stetig ist.

Es ist nur zu beweisen, daB eine allgemein-konvexe Funktion stetig ist
(vgl. Bemerkung 6, §1), Dies folgt aber aus der Verkniipfung von Satz 18 mit
Satz 12 oder mit Satz 7. )

Fiir. p-interne Funktionen besagen die Sédtze 16 und 17, daf ihre Limes-

funktionen f(x) und f(x), falls endlich (s. Satz 13), allgemein-intern, also im
Falle n=1 monoton sind. In diesem Falle gilt aber sogar das noch mehr sagende
Korollar zu dem :

SAtz 20. Es sei f(x) eine auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst fiir eine

Zahl O<p§%— p-interne bzw. streng p-inferne Funktion, und y€(a, b) ein belie-

biger Punkt. Ist f(x) nicht allgemein-intern, so liegen die Mengen

(x:x€(a,b), [(x) = f()) {x:x¢€(a,b), {(x) = f(v)}
bzw.

Pex€(@,0). /(0 > (7)), e x€@,0). /() < ()}
iiberall dicht in (a, b).\S

BEWEIS. Nach Satz 10 kann f(x) im Punkte -y nicht lokal-monoton sein. Es
gibt also zwei Punkte a <o <+, y<pB<b, entweder mit f(y)<max [f(), /(8)]
* oder mit f(y)<min{f(«), f(8)]. In beiden Féllen folgt unsere Behauptung durch
Anwendung der Hilfssatze 1 und 2 auf S%¥)(a, ), S®X(B,v), S®Xv,a), SPXv, B)
und R(p)((xi /3)‘

1 1
16 Fiir p=—2—: [20] 199, fiir streng p-interne Funktionen: [20] 212, fiir streng 0 -in-
terne Funktionen: [9] 74.
9 Annales
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KOROLLAR. Ist f(x) eine auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst fir eine
Zahl O<'p§5 p-interne aber nicht allgemein-interne Funktion, so ist jede ihrer

Limesfunktionen, falls in einem Punkte von (a, b) endlich, auf (a, b) konstant.i?

Weder die Behauptung des Satzes 20 noch diejenige seines Korollars ist
auf p-maximumlose Funktionen bzw. bei n>1 auf p-interne Funktionen
iibertragbar, selbst nicht bei Voraussetziing der entsprechenden strengen
Eigenschaften. Dies zeigen die Funktionen aus Beispiel 2 und aus folgendem

BEISPIEL 6. Essei ¢(u) eine fiir — o< u <o definierte, daselbst beschrénkte
und streng p-interne, aber nicht monotone Funktion (s. Satz 3). Fiir die im E®
definierte, daselbst streng p-interne Funktion

(X®+ o sup o @(x®)  (x@ < 0)

—oo< x(1) oo *
fx) = | plx) @ =0) :
" x®4 inf p(x®)  (x® = 0)
i —oo<x(1)<eo B R

sind f(x) und f(x) — obwohl endlich — nicht konstant.

Die folgenden Sdtze zeigen, wieweit die Behauptung des Koro]lars zu Satz
18 auf p-maximumlose bzw. p-interne Funktionen iibertragbar ist.
SaTz 21. Es sei f(x) eine auf einem Interva'l (a, b) definierte, daselbst fiir eine

Zahl 0 < psa— p-maximumlose Funktion, die durchwegs halbstetig nach oben,

durchwegs halbstetig nach unten oder in ]edem Punkt einer in (a, b) tberall- dzchten
Menge einseitig stetig ist.
Dann ist f(x) auf (a, b) allgemein-maximumlos.
BEwEls. Widrigenfalls gibt es drei Punkte e <a<y<pB<0b mit f(y) = max
[f(), {(B)], und es gilt nach dem auf S®Xa,y), S®(B, ’y) und R®Xe, B) dange- -
wandten Hilfssatz 1

max [/ (), /_()] = max[f(a). /(B)]
(€ (e B)
min [7 (), 7_(9)] = /()

was allen unseren Voraussetzungen widerspricht.
Satz 22. Es sei f(x) eine auf einem Intervall (a, b) de]‘mzerte daselbst fiir

eine Zahl.0<p§3 p-interne Funktion, die in einem Punkt von (a, b) einseitig
stetig ist. ‘

‘Dantt ist f(x) auf (a, b) monoton.
Dies folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Satzen.

1 - 1
17 Fiir p=5: [20] 198, fiir streng E-interne Funktionen: [18] 587.
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Die Funktion f(x) aus Beispiel 6 — mit der zusdtzlichen Annahme, daB
¢(u) nicht allgemein-maximumlos ist (s. Satz 3) — zeigt, daB- die Sdtze 21 und
22 nicht auf den Fall n>1 iibertragbar sind; sie ist in jedem, eine Strecke der
X®-Achse enthaltenden Intervall des E® p-maximumlos (und sogar p-intern)
und fast .iiberall stetig, aber nicht allgemein-maximumlos. A

An Hand dieses Beispiels ist es aber naheliegend, beide Sdtze 21- und 22 bei
geeigneter Verschdrfung der Voraussetzung derart auf den Fall n=1 zu iiber-
tragen: -

SATz 23. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte,

daselbst fiir eine Zahl 0<p§§ p-maximumlose bzw. p-interne Funktion, deren

Unstetigkeitsstellen eine hichstens abzihlbare Menge bilden.
Dann ist {(x) allgemein-maximumios bzw. allgemein-intern.

Das Wesentliche dabei ist ndmlich, daB die Menge der Stetigkeitspunkte
von f(x) zu jeder Strecke in K dicht, bzw. bei p-Internitét, f(x) in mindestens
einem Punkt einer jeden Strecke in K stetig sei. :

§ 7.

Nach Satz 22 ist eine im ED definierte; daselbst p-interne aber nicht allge-
mein-interne Funktion in jedem Punkt des E® unstetig. Ist die Funktion sogar
p-linear, so gilt der noch mehr. sagende : :

Satz 24, Ist [(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K CE™ definierte,

daselbst fiir eine Zahl O<p= 5 p-lineare unstetige Funktion, so liegt die Menge

4 L F =% f()):xe K}
in der Menge _ o

G = {(x, x"+V): x € K}
iiberall dicht.18’

BEWEIs. Es seien /C K ein beliebiges Intervall und ¢; <c, zwei beliebige
Zahlen. Nach Satz 18 gibt es Punkte x;, X, € I mit f(x;)=¢, und f(x;) = c,. Da nun

die Menge R (x;, x,) iiberall dicht in der Strecke L(x;, x,) liegt, L(x,, x,)C I
gilt und nach Hilfssatz 3 die Funktion f(x) auf der linearen Menge R® (x;, x,)
linear ist, gibt es Punkte x€ 1 mit ¢; < f(x) <c,.

Dieser Satz ist nicht auf beliebige p-maxinumlose aber nicht p-konvexe
Funktionen iibertragbar, selbst nicht auf streng p-interne Funktionen im E®M.

BEeispiEL 7. Ist A(x) eine unstetige Hamelsche Funktion und
¥ u=0),
p(u) = . ( )

I+ (u=>0)

8 Fiir additive Funktionen und n =1: [15] 462.

g%
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so ist f(x) zp[h(x)] eine streng E-mteme Funktion mit f(x)= O f(x)_ oo

(—oo Zy <o), deren Wertebereich jedoch das Intervall (1, 2) nicht enthalt

Ist f(x) p-konvex und f(x)= e (was nach Satz 13 nur im ganzen Defini-
tionsbereich von f(x) bestehen kann), so ist auch durchwegs f(x)= f(x) (wobei
nach Satz 15 entweder f(x) endlich oder durchwegs f(x)= — o ist). Auf diesen

Fall bezieht sich der
'Satz 25. Es sei {(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K CE™ defi-

nierte, daselbst fiir eine Zahl 0 < p= D) p-konvexe Funktion. Ist f(x) unstetig, so liegt

die Punktmenge

(o) @eR)

in der Menge

(1) (xEK, fx) <y <f(x))

der Punkte des zwischen f(x) und f(x) verlaufenden ,,Streifens” des Raumes E®+D
tiberall dicht.1®

‘Dem Beweis schicken wir folgenden Satz voraus:

SaTz 25a. Es sei f(x) eine auf einem Infervall (a, b) definierfe, daselbst fir
eine Zahl O<p§;3 p-konvexe Funktion. Zu je zwei Punkfen a <o < f§ <b existiert
eine auf (o, B] definierte, daselbst stetige Teilfunktion ¢(x), die in den

Punkten o, B und auf einer in [«, B] dichten Menge mit f(x) tibereinstimmt. *°

BewEIls. 1° Wir wihlen aus der linearen Punktmenge R®) (x,, x,) (s. § 5)
mit — co<X,<X,< < eine Teilmenge R'pq (X, %) (im weiteren auch kurz
mit R’ bezeichnet) mit ¢=1-p durch folgende Bestimmungen aus:

) Ry ={xo. %}
2) R,’,='{x_v: v=1,2,...,2ﬂ—1} (v =1,2,...)

28

1
19 Fiir p——: (22] 139, fir p= - und n=i: [5} 524, 525, [16] 685.

1
2 Fiir p=— und mit der zusdtzlichen Behauptung, da von der Teilfunktion sogar

Allgemein- Konvex1tat gefordert werden kann: [4] 432; dasselbe fiir ein beliebiges n: [22]
137 -~ Weder die Allgemein-Konvexitdt der Teilfunktion noch die Ubertragung des Satzes
auf den Fall n = 1 ist fiir die Anwendungen (in den BCWCISEH der Satze 25 und 34) not-
wendig.
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3) Ist d1e "Menge R;,_, schon bestimmt, so bestxmmen wir die Punkte Von
R.~R;_, folgendermaBen:

' )

qu . DXy (0 =0,2,4,...21-2),
{ T o
Xoy41 = ! : :
o PX 54X, (v =1,3,5,...,2¢71=1).
gl g - ;
4 R = U R;.

u=1 '
Somit ist Jeder Punkt x € R,—R,~; ein p-adischer innerer Teilpunkt der ihm
unmittelbar benachbarten zwei Punkte von R,_,, deren abgeschlossen Ver-

bindungsstrecke wir im weiteren mit Ly bezeichnen.

2° Wir werden folgende vier Eigenschaften der Menge R’ benutzen:

(A) Jeder: Punkt von R’ 1st iterierter innerer p-adischer Teilpunkt von x,
und x1 ‘

(B) R’ liegt iiberall dlcht in [x,, x,], es ist also R'= [xO; x,]-

(C) Fiir beliebige Punkte x¢ R’ und y €¢ R’ N L (hier konnte statt R” auch
R’ UR, genommen werden) ist der entweder mit p, ¢ oder mit ¢, p gebildete,
auf der Verlangerung iiber x:liegende duBere Teilpunkt der Strecke [x, y]
_ also entweder ~x— Ly oder Lx— Ly _in R"UR} enthalten.2 Dies kann

1

q q :
durch eine einfache Rechnung ermittelt werden (sie ist nur fiir x=2x; durchzuftih-

: . : 2
ren, da fiir jeden anderen Punkt x€R’ die Teilmenge R’ N Ly zu R’ dhnlich ist),
ist aber auch aus nebenstehender Tabelle ersichtlich, welche die mit XX,
dividierten Entfernungen der benachbarten Punkte von R’ fiir u=0, 1, 2, 3, 4
aufweist. i

(D) Nimmt man statt einem Punkt x ¢ R’ den einen Endpunkt von Ly,
und iteriert man dieses Verfahren, so gelangt man nach endlich vielen Schritten
(fiir einen Punkt mit dem Index pw=m in hiochstens m— 1 Schritten) zu einem
Punkt x 1. oder Xop_y- Die entsprechenden. zugeordneten Segmente bilden

P

op
dabei eine strqu monoton wachsende Mengenfolge, fiir deren letztes Element

:If[xl]j[xo,x]  bzw. L[xzﬁ_l]:)[x,xl] gilt.

24 Su

: 1
1. .
202 pej p =— kormte (s. die vorhergehende FuBnote) statt R’ einfach R( —~ d. h, die

Menge aller mneren Teilpunkte von [x,, x,] mit diadisch-rationalen Gewichten — oder sogar
die Menge aller inneren Teilpunkte von {x,, x,] mit rationalen Gewichten genommen werden,
und es trat z. B. die den Beweis betrichtlich erschwerende Bedingung, daB der Punkt y zu x
im Sinne von (C) ,,nahe” sei, nicht auf.
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3° Es sei m eine natiirliche Zahl mit

pm
Xo = ot— —(B—a) > a,
l_pm—l

qw @) <b.

P

Dann gilt a<Xy<a<f<X;<b und o,BER’(,(X,X;) (es ist ndmlich, wie eine
leichte Rechnung zeigt, « =x1, B =2%Xm_;).
sm om
Wir werden unsere Aufgabe durch Konstruktion einer stetigen Teilfunk-
tion von f(x) in (x,, x;) erfiillen. Dazu zeigen wir, daB die Einschrankung
g9=f) (x€R) - |
von f(x) auf R’ zu einer auf (xo, x,) stetigen Funktlon (p(x) erweitert werden
kann, daff also ,
(270) —oo = g(x) = E(X) <o (X€Xp, xl))
ist.

4° Wegen der Eigenschaft (A) von R’ und der p‘ Max1mum1051gke1t von
1) gilt

(270) . gx) == (x€(X, Xy)).
Um auch .
gx) = —o=  (XE (X, Xy))

Zu beweisen, nehmen wir an, daB im Gegenteil ein Punkt &e(xo, X)) mitg(&)=—
existiert. Wahlen wir nun eine Punktfolge {g,} CR’ mit

o~ &, glo) > — <o (k<o)

so gibt es nach der Eigenschaft (C) von R’ eine Folge {0} mit

. 1 N

o‘,{E{i\f1~iDR, -—xl——Qk]ﬂR' k=12...)
| Pz p gz J
und daher eine Teilfolge {o}C {0} m1t entweder
1
Cim—x1 =gy, x)  (kve)

. P =
oder

1
o xi L, x) (ko).
q

Nun gilt wegen der p-Konvexitdt von f(x)

T 1 . .
amzmmpg@yimu~q@yﬂwﬂ e=1,2,...),
p\ 3 p q 2" q -
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also fiir fast alle Werte von k
1
Ho = - g(x1)- —p—g(,ek),

woraus, im Widerspruch zu (270), lim g(o)= folgt
5° Um auch

g(x) = g(x) (x € (X, X1))
zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB fiir jeden Punkt &€ (xo, x,). die Grenzwerte
lim g(x), lim g(x) (x €R)
x1é& x{§

existieren, daff also mit den Bezeichnungen

limg(x) = lim . inf g(x)

X1 kﬁwxek'p(&%s)

limg(x) = lim  sup  g(x)

xre - k_”oxeR’n E—-—,-{,E)

(bzw. den analogen Bezexchnungen fiir x 4 &)

hmg(x) 11m (%) (_— lifng(x))

B3
(bzw. die analoge Gleichung Filr x ¢ £) gilt. Gibt es im Gegenteil einen Punkt
E€(x, X;) mit z. B. .
lim g(x) < limg(x),
iTE x1¢

. . ) xte .
so auch zwei Punktfolgen {w,}, {o,J CR’ mit m, 1 &, g, 1 & und
(27¢) glm)~Timg(x),  gloe) ~lim g(x),
x1é x1 &
wobei die Anordnung
Xo<= 01 <My <0, <Ty<.i. Qp<T<=Qpi1=<+++<§

angenommen werden kann.
Wir ersetzen nun die Folgen {ﬂ:,\} {0} mit Folgen {m}, {@k}CR nach
folgendem Verfahren. Es sei

(274) Mo = nk’ﬂklvnkz?}' 1 Togin e
eine Folge von Punkten, derart daB jeder Punkt x, ; (i= 1) ein Endpunkt von

Liwg;yp mit gl )= g(ar,” o) ist, dessen Existenz aus der p-Maximumlo-

sigkeit von f(x) folgt. GemiB der Eingenschaft (D) von R’ ist diese Folge end-
lich, und es gibt darin ein erstes Element mit {o,, QHI}(\LW 17=0; dieser
Punkt sei ;. (Es kann auch =,=m, vorkommen.) Ist nun

(0k+1€ Lizy)
(27¢) o {9"“ Dok =1,2,..),
o Ok (Qk+1€ L k])
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S0 gllt {ﬂ;{}l {Q;{}Cer 7TI,{ 4 5 '(Wegen "Qk<nl’{< Qk+l)r Ql’c t § und
Q)+ limg(), . go)~limg(x).

xt§

Mit dieser Transformation der Folgen {m,} und {g} haben wir also er-
reicht, daB neben dem Fortbestehen von (27¢) fiir die Folgen {m;} und {g;} auch
Q,(éL[,, . fir jeden Wert von & gilt. Nach der Eigenschaft (C) von R’ folgt daraus
die Existenz einer Punktfolge {o-,} mit

S 1 , '
@y - ‘U/cfe{'*'ﬂfr'"q@;f—" £92}.”R'[ (e=1,2,0.) 7

u. zw. o € Liy,). Aus (27]) folgt o-k—>§ und aus (27e). sogar ot & da. im
ersten Falle von (27¢) wegen oy <m;, im zweiten aber wegen &¢Lgy,, also
letzthin fiir jeden Wert von ko, <§ ist.

Aus (27f) folgt ferner wegen der p-Konvexitdt von f(x) -

. [1
g(o) = min [“I;g(nk)‘“'—((’k) '—g(“k)“"g(Qk)] - (k=10,1,2,.-.),
also fiir g(m;) >g(0;), d. h. fiir fast alle Werte von k
L [
glo) = —(;g(“k) ‘“%gkek)
und daher wegen (27a4) der Widerspruch -
Tim glory) = — lim go)— 2 lim g(x) > Tim g()

k—s oo q x1§& q xrE xTE
womit die Existenz von lim* g(x) in jeden Punkt F€(x,, X,) erwiesen ist.
Fiir lim g(x) verlduft der éewéis analog.

x.Ls N .
6° Zweitens wird

(27g) Jim g(x) = limg(x) (¢ € (%o, X2) =R
bewiesen. Ist im Gegenteil fiir einen Punkt £ <€ (x,, x)—R’ z. B.
(28) g0 = mgl) - (xR, |
so konstruieren wir von einer beliebigen Folge {n,} CR’ mit =, t+ £ ausgehend
eine Folge {m,} mit =, t £ folgendermaBen: fiir jeden Wert von k sei
Mo = T = Ty S T S e S Ty <

die endhche Punktfolge, deren jedes Element m,.; (i=1) der rechte Endpunkt
von Lia,; 1 ist, und es sei = das erste Element w,, dieser Folge mit

(& x)N L=, ;]#0. Nun sei {g,} eine Folge mit

1
ekeunf,{mff,&—];)mfe' h=12.).
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Dann gibt es nach der Eigenschaft (C) von R’ eine Folge {o} mit
| B 1
0‘k€‘~ﬂk_i9kv "‘nl’{_ﬂo-k}an (k: 1’27)
lp " P 4 ¢
und daher (wegen o, i §, m; + €) o t £, und es folgt genau wie in 5° der Wider-
spruch :

hm g(x) = 11m g(o-k) > hm g(x).

Die Annahme (28) ist also falsch, und auch ihr Pendant kann in derselben Weise
widerlegt werden. Damit ist (27g), d. h. die Existenz von lim g(x) in jedem Punkt

£e(Xg, X)— R’ erwiesen. T
7°-Es ist noch
(29) ‘ ilp; gx) = g(§) = lif; g(x) (£€R)

zu beweisen. Es seien {p,} und {n,} Punktfolgen mit

QAELtlﬂ(f——é'ﬂR’ (k=1,2,..)

und
€ {pEtqen gE+pedNR - (k=1,2,...).
Dann gilt wegen 7, § & v '
lim g(x) = max [pg(€) +¢ lim ¢(x), gg(&) +p lim g0}

and daher _
(30) - limg( =g§)  (X€R).

Es sei nun )
(1 1 ,
ceelle-To, LemPolnr =1,2,...).
VA AR B -
Hier gilt o, } & und

g() = min [%g(f)—;fg@k), —}I»g(a—'%g(gk)] (e=1,2,..),

also wegen g, 1 & und (30)

(31) im0 =~ g©) - imga) = (6)
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Durch Vertauschung von rechts und links konnen'die Pendants

(30) } ggg@)ég@) (£€R)
(319 ygg&ﬁéﬂﬂ (E€R)

von (30) und (31) ebenso bewiesen werden, und aus diesen vier Relationen folgt
(29), womit der Beweis von (27b) vollstindig ist.
8° Mit der Funktion

(80 (= /() (x€RY)
(32) p(x) = {Q(X) (x €(xy,x)—R"

bzw. ihrer Einschrinkung auf [«, g] ist die gesuchte Teilfunktion von f(x)
mit den geforderten Eigenschaften gegeben.
Wir gehen nun zum Beweis des Satzes 25 iiber.

Es geniigt zu zeigen, daB fiir ein beliebiges Intervall /C K und fiir belie-
bige Zahlen

inf f(x) < ¢ < d
xel

f(a)<c und nach Satz 18 (well j(x) nicht allgemem-konvex ist) auch einen
Punkt B¢l mit f(B)=d. Die im Sinne des Satzes 25a zur Einschrinkung von f(x)
auf die lineare Menge

Kﬂ{x:x = l‘oc—|-(1.—t)/3, (-«oo <t < oo)}

gehorende — also auf dem Segment L[«, 8] definierte — stetige Teilfunktion

¢(x) nimmt in einem Punkt von L(x, B) einen Wert aus dem Zahlenintervall
(¢, d) an; da aber auf einer in L(a, B) dichten Menge ¢(x)= f(*c) ist, gilt dasselbe
auch fiir f(x), womit der Satz bewiesen ist.

§ 8.
HiLrssATz 5. Es sei f(x) eine auf einem offenen Intervall 1CEM™ defi-

nierte, daselbst fiir eine Zahl 0 < p= ) p-maximumlose Funktion, ¢ der Mittelpunkt

dieses Intervalls,

= {x:xe !, f(x) = f(§)}

und

pl’l
(33) R —
- Topi(l-p)
Dann gilt

*
m*M = ¢, ml.
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E TRt

BEWEIS. Es-sei:E{"-1 eine, den Punkt & enthaltende, (n—l) -dimensio-~
nale Ebene im Raum E‘“’, sie teilt die Menge I E®-V in zwei dx%Junkte

Teilmengen I, und I, mit” ;. T
(34) mly = ml, ;—,_‘—;ml.ﬂ el :

‘ES Sei -", ‘.4’ . ’>I~‘, PR ",‘1.',"," . ;*r> L oen s 7
M, = IlmM” © My = T,N M,

-2
12:7 p§+ P ]2)
l—p 1~p
{M{_ 2p§+ _p A11,

k M]/.I = 2§_M1., .
Wegen der p-Maximumlosigkeit von f(x) gilt

My UMD 155
und daher o
(35) ~ .~ - ‘A e l*M” m*M 'ln]:fz,.y_
Nuh' ist aber >~ : : :
mly = P ~ml,,
¢ —p)
. o c
m*M” = m*M1 'é{m*Ml’ .
(1~—,p). ‘ -

es folgt also aus (35)
(36) p'm*M; + (1= p)'m*M, = p'mli,.

Vertauschen wir die Rollen von M und Mz, 80 fuhrt die gleiche Uberlegung
zu der Ungleichung o

(36") ' v ptmEMy 4 (1 = p)Y'm*M, = p"inll-..

Durch Addition von (36) und (36”) und mit Beachtung von (34) und (33) folgt
endlich

m*M = m*M, +m*M, = —n*—p—-———n—ml,
p"+(1—p)

w. Z. b. w.
HiLrssaTz 6. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K C EM™

definierte, daselbst fiir eine Zahl 0 < pé; p-maximumlose Funktion.
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Es sei ferner PCK eine mefbare Teilmenge mit positivem Map. Ist ein be-
stimmter Dichtepunkt @ € P von P zugleich Haufungspunkt der Menge -

={x:x€K, f(x) = 1}
fiir eine bestimmte Zahl t, so gelten folgende Behauptungen:
1° Es existiert ein Teilinfervall JCK mit
1
mH(JAMOP) = -im].
2° Ist ICK ein solches Intervall mit dem Mittelpunkt w, dap fir jedes, den
Punkt = enthaltende Teilintervall 1'C1
' 1 'I‘
37 m(l'—P) < > —Cppittd
gilt, so existiert ein Teilintervall Jc I mit

m*(jnMnP) 1 pnml

. BEweEis. Es sei [ ein Intervall mit der in 2° dargelegten Eigenschaft, und
wel N M so nahe zux, daBl das groBte in I enthaltene Intervall J mit w als Mittel-
punkt den Punkt = enthidlt.

Nach Hilfssatz 5 ist

m*(JNM) = c,,m],

also nach (37) '
mH(JAMNP) = m*(mM)—m*[Mm(J—-P)J =

= () (\M)— 5]~ P) = €] — Cpnmf - ;c,,nmj,

womit die Behauptung 1° bewiesen ist.
Da wegen =€ J

gilt, folgt aus der Behauptung 1°
1
m*(janP) = %—;Cpnml,

also die Behauptung 2°. - o :
HiLFssATz 7. Es sei f(x) eine auf einer offenen korwexen Menge K CE™

defmzerte daselbst fur eine Zahl 0< psE p- maxzmumlose Funktion.

Ist eine Menge M={x : x€ K, f(x)=r} iiberall dicht in K, sogzltm*{K M} 0
Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Hilfssatz.
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SATz 26. Es sei {(x) eine auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst fur

eine Zahl 0<p<—;- p-inferne aber nicht monofone "Funktion und

(38) r < sup f(x) bzw. ‘ r> inf f(x).
xg(a,b) ' xe(a,b)
Dann gilt ' '
(39) m{x:x€(a,b),f(x)=r} =0
baw. )
(39") ma{x:x € (a, b), {(x) = r} = 0.22

BEwEIs. Es sei x,€(a, b) ein Punkt mit
f(xo)) = F  bzw.  f(x)) <r.
GemaB Satz 20 ist die Menge . -
xe@b), [0 = fo))  bzw.  {xx€(a,b), [(0) = (%))
iiberall dicht in (a, b), woraus nach Hilfssatz 7 (39) bzw. (39") folgt.

" KOROLLAR 1. Nehmen wir. — die iibrigen V0raussez‘zungen des Satzes
beibehaltend — statt - :(38) . :

inf f(x) <r <s < sup f(x)
xe(a,b) xg(a,h)

an, so folgt aus dem Satz
mufx:x€(a,b), r=f(x) =s =02
KOROLLAR 2. Gilt fiir eine, auf einem Intervall (a, b) definierte, daselbst jir
eine Zahl O<p§% p-interne aber nicht monotone Funktion f(x), eine Menge
PcC(a, b) mit mP=0 und eine Zahl r _
(40) f)=r  bzw. f)=r (xeP),

so auch

fx)=r  bzw. fy=r  (x€(a,b)).®

2 Fiir p=—: [19] 69. '

1
3 Fir p=—": [19] 69, fiir streng —-inteme Funktionen: [10] 49, fiir sir2ng p-interne

w]-—-m —

1
Funktionen: [20] 212, fiir’ p— —: [20] 199 (beide Stellen aus [20] mit einer einschrinkender
Bedingung). ’
.2 Fiir Ap_,=2;v: [19] 70..
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(Dle der Behauptung entgegengesetzte Annahme (38) zieht die unserer
Voraussetzung (40) widersprechende Relation (39) bzw. (39') mit sxch)

Satz 27. Es sei f(x) eine auf einem Intervall (a, b) dejmzerte, daselbst
fiir eine Zahl 0< pé% p-interne (baw. streng p-interne) und auf einer mefbarer
Teilmenge PC(a, b) mit positivem Maf mefibare Funktion.

Dann ist f(x) auf (a, b) monoton (bzw. streng allgemein-intern).*

. BEwEIs. Ist f(x) auf (a, b) nicht monoton, so gibt es einen Punkt x,¢ (g, b)
m1t (%) = mf f(x). Die Menge
€(a,b)
={x:x€(a,b), f(X) = f(xo)}

ist nach Satz 20 iiberall dicht in (a, b). Es folgt nach Hilfssatz 6 m*(M N P)=0
und nach Satz 26 m (M NP)=0. Also ist die Menge MNP und somit auch die
Funktion f(x) auf P nicht meBbar, womit die erste Behauptung des Satzes be-
wiesen ist. Betreffs des Falles ,,streng” s. den entsprechenden Teil des Beweises
von Satz 9.

Die Funktion aus Beispiel 6 zeigt, daB weder die Sdtze 26 und 27 noch die
Korollare des Satzes 26 auf den Fall n> 1 (mit sinngemaBem Ersetzen von ,,mono-
ton” mit ,,allgemein-intern”) iibertragen werden konnen, selbst nicht bei
Voraussetzung der ,,Strengheit”.

Aus Satz 27 folgt aber, daB eine meBbare p-interne Funktion fast iiberall
stetig ist (bei p-internen Funktmnen im E® ist Monotonie mit Stetigkeit fast

iiberall dquivalent, s. Satz 22); dies gilt auch fiir n=>1, s. das Korollar des
Satzes 33.

- Satz 28. Es sei f(x) eine auf einer oﬁenén konvexen Menge KCE™ defi-
nierte, daselbst fiir eine Zahl0 < p §—21~ p-konvexe aber nicht allgémqin-konvexe Funk-

tion und ECK eine mefibare Menge.
Dann gilt fir jede Zahl r

mfx:x € E, f(x) = r} = 0.3

BeEwErs. Nach Satz 25 ist die Menge {x:x¢€ K, f(x)>r} iiberall dicht in
K, und daher gilt nach Hilfssatz 7

my{x:x €K, f(x) = r} = 0.

Eine andere Fassung dieses Satzes — in welcher er als eine Verallgemeine-
rung des Satzes 18 erscheint — ist der

1 1
® Mit der Bedingung ,streng”: [20] 213, fiir p=—-: [10] 48; fiir p=—: [19] 60;

2
“titr P =(a, b): [9] 75.

. 1
% Fiir p=§- und n=1: [19] 68.
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Sarz 28’. Ist einie auf einer offenen konvexen Menge KC EM™ definierte,

daselbst fiir eine Zahi 0<p§% p-konvexe Funktion auf einer mepbaren Menge

PCK mit positivem Map nach oben beschrinkt: so ist sie auf K stetig.*?
SaTz 29. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K CE™ defi-

nierte, daselbst fiir eine Zahl O< pé—;—- p-konvexe Funktion. Gibt es eine mefbare

Menge P C K mit positivem Maf und eine auf P definierte, daselbst me/3bare Funk-

tion f*(x) mit
f=7x) (xeP),

so ist f(x) auf K stetig.®s
BewEis. Widrigenfalls wiirde nach Satz 28 fiir jede Zahl r

m¥{x:x € P, f¥(x) > r} = m¥(x:x€P, f(x) > r} = mP
gelten, also konnte f*(x) nicht meBbar sein.

§ 9.

Die Funktion aus Beispiel 2 zeigt, daB die Satze 26, 27, 28, 28’, 29 sowie
die Korollare zu Satz 26 selbst fiir n=1 und bei Voraussetzung der ,,Streng-
heit” nicht auf p-maximumlose Funktionen iibertragbar sind. Die Sdtze 28,
bzw. 28’ und 29 konnen sogar auf p-interne aber nicht p-konvexe Funktionen
nicht iibertragen werden, da bei diesen die Beschrénktheit keine wesentliche
Anderung der Struktur hervorruft sie besitzen eben die im Satz 18 dargelegte,
fiir die Theorie der p-konvexen Funktionen grundlegende Eigenschaft jener
Funktionen nicht. Wir erstreben in den folgenden Sdtzen wenigstens Teile
des Inhalts’ des Satzes 29 fiir maximumlose Funktionen heriiberzuretten. Fiir
p-interne Funktionen war Satz 27 der erste Schritt dazu.

Satz 30. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge KCE™ defi-

niierte, daselbst fiir eine Zahl 0< pgé p-maximumlose Funktion, die auf einer

mefibaren Teilmenge PCK mit positivem Maf eine auf P definierte, daselbst
mefibare Majorante f*(x) besitzt:

[(x) = f*(x) (x €P).

Es sei ferner s= sup f(x) und
xgK

(41) ) < s (xeP).

1
% Fiir p=— [21] 172

1 1
® Fiir p=: [11] 277, [21] 173; fur p=- und n=1: [19] 69 (mit P = K).

28 Hier'kann s sowohl eine endliche Zah! als auch oo sein. Im letzteren Fall ist die Vorauc=
setzung (41) natiirlich iiberfliissig (s. z. B. Satz 31), und dasselbe gilt fiir Satz 32. Ist z. B,
f(x) p-konvex und nicht konstant, so ist (41) nach Satz 29 im Falle s = oo {iberfliissig, im Falle
s<oo ist aber die hiesige Behauptung eine Folge jenes Satzes. Daf (41) im vorliegenden Satz
nicht iiberfliissig ist, zeigt die Funktion aus Beispiel 2.
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Dann gibt es ein abgeschlossenes ‘Intervall F CK mit
42 - sup f(x) < s.

xgF

BewEls. Es sei {s,} eine monoton wachsende konvergente Zahlenfolge
mit lim §,=s. Gilt im Gegensatz zu unserer Behauptung sup [(x)=s fiir jedes
k—s oo
abgeschlossene Intervall FCK, so sind die Mengen
M, ={x:xcK,f(x)=s) (k=1:2,...)

in K {iberall dicht. Jeder Dichtepunkt =€ P von P ist daher Hiaufungspunkt
jeder der Mengen M,.
Es sei m ein solcher Punkt und ICK ein solches Intervall mit = als Mittel- .

punkt, dabB fiir jedes Teilintervall = € I' I die Ungleichung m(I"—P) <Ecpnm1’
gilt. Es seien fernet.
M= {x:xePNLFx) = s (k=1,2,...),
M* = {x:xe PN I, [*(x) = s}. '
Der Voraussétzung- (41) gemdB ist
(43) M* = 0.
Nach der Behayptung 2° des Hilfssatzes 6 (wobei M, N1 statt M und f=s,
zu setzen-ist) und wegen MO M, NP NI gilt aber fiir jeden Wert von £

ml,

1
* > * -
mMF = m (M,‘.ﬂ‘PmVI) g —¢

pn

also auch

k> oo

. o1 ‘
mM* = lim mM} = —2E—.i—cp-nm1 > 0y

im Widerspruch zu (43), womit der Satz bewiesen ist.
Satz 31. Es sei [(x) eine auf einer offenen konvexen Menge KCE™ defi-

nierte, daselbst fiir eine Zahl O < p 5—;— p-maximumlose Funktion, die auf einer mef-

baren Teilmenge P C K mit positivem Maf eine daselbst mefbare Majorante besitzt.
Dann ist f(x) auf jeder beschrinkten abgeschlossenen Teilmenge HC K nach
oben beschrinkt. :

BeEwErs. Ist f(x) auf K nicht nach oben beschrankt, ist also mit der vor-
herigen Bezeichnung s= o, so sind die Voraussetzungen des Satzes 30 erfiillt,
aus dessen Verkniipfung mit Satz 13 unsere Behauptung folgt.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Korollars zu Satz 12 (in Hin-
sicht auf Satz 7).

Wie schon bemerkt, geniigen die Voraussetzungen des Satzes 31 selbst
fiir n=1 nicht die Allgemem Maximumlosigkeit einer p-maximumlosen — oder
sogar p-internen — Funktion zu sichern: sie erlauben dennoch — wie die fol-

10 Annales
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genden Sédtze zeigen — das Bestehen gewisser wichtigen Eigenschaften der
allgemein-maximumlosen Funktionen im E® auch fiir den Fall n> 1 zu behaup-
ten.

Satz 32. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K EM™ defi-

nierte, daselbst fiir eine Zahl O< pé—; p-maximumlose Funktion, die auf einer

mepbaren Teilmenge PCK mit positivem Maf eine auf P definierte, daselbst
mepBbare Majorante f*(x) mit

[¥(x) <s=sup f(x) (x€P)
xeK

besitzt.
Ist K'CK eine beliebige offene konvexe Teilmenge mit

(449 )y <s  (xeK),
so gilt fiir jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge HC K’
stp f(x) <'s.
x€H
BewEIs. Nach Satz 30 existiert ein offenes Intervall /C K mit

(45) s = sup f(x) < s.
xel

Gibt es im Gegensatz zu ﬁnserer Behauptung eine beschrankte abgeschlossene
Menge HC K’ mit sup f(x)=s, so gibt es auch einen Punkt € H—1I mit

(46) : f(y) = s.

Ist nun FC 1 ein abgeschlossenes Intervall und o€ F ein beliebiger Punkt, so
gibt es wegen vy ¢ K’ einen Punkt

B=tat+(I—tyyeK’ (t < 0),

also einen Punkt des Durchschnitts von K’ mit der Verldngerung der Strecke
L[e, ] liber . Es sei Q die kleinste, die Menge F und den Punkt g umfassende,
in K enthaltene konvexe Menge. Jede den Punkt 8 mit einem beliebigen Punkt
der Menge G=0— F verbindende Gerade hat mit F eine Strecke gemeinsam.

Nun gilt veG. Ist
{yk}CG’ Vk;éﬁ (k: 1727)
eine Punktfolge mit
(47) ) V=Y f(vi)>s (ko)
gemaB (46), so gibt es nach Hilfssatz 1 fiir jeden Wert von k einen Punkt
o = e+ (1 —t)yy (te=0)

mit o, € FNS®(B, v,). Nach demselben Hilfssatz folgt wegen (47) und (45)
tiir fast alle Werte von k f(B)=f(v,), also wegen (47) f(8)=s, der Vorausset-
zung (44) widersprechend.
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KoroLLAR 1. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K CE™

definierte, daselbst fiir eine Zahl O<p§3 streng p-maximumlose Funktion. Gibt

es eine mefbare Teilmenge PC K mit positivem Maff und eine auf derselben defi-
nierte, daselbst mefbare Funktion [*(x) mit

(48) - () = () < s =supflx)  (xeP),
:  xgK )
so gilt fiir jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge HC K
sup f(x) < s.
xcH

Wegen (48) ist ndmlich f(x) auf K nicht konstant, also ist nach Hilfssatz
4 auch die hier nicht angefiihrte Voraussetzung (44) des Satzes 32 mit K'=K
erfiillt.

KoRrOLLAR 2. Nimmt eine auf einer offenen konvexen Menge K CE™
definierte, daselbst allgemein-maximumlese Funktion die obere Grenze s ihrer
Werte als Funktionswert nicht an, so kann sie sich auf jeder beschrdnkten abge-
schlossenen Teilmenge HC K dieser Grenze sogar nicht beliebig nihern.

Nach Satz 7 ist ndmlich f(x) meBbar, also sind die Voraussetzungen des
Satzes 32 mit P=K’' und f¥(x)=f(x) (x€ K') erfiillt. '

Fiir n=1 kann die Behauptung dieses Korollars schon aus dem Satze 5
gefolgert werden. Im Falle s= - geht dieses Korollar in dasjenige zu Satz 12
iiber.

Satz 33. Es sei f(xX) eine auf einer offenen konvexen Menge K C EM™ defi-

nierte,daselbst fiir eine ZahlO < p é% p-maximumlose und auf einer mefbaren Teil-

ménge PCK mit positivem Maf mefbare Funktion.

Dann ist f(x) in jedem Punkt eines mafgleichen Kerns von P halbstetig nach
oben.

BEWEIS. Es sei O <e<mP eine beliebige Zahl. Nach dem bekannten Satz
von Lusin gibt es eine meBbare Teilmenge P.CP mit

(49) mP, > mP —e,

derart daB die Funktion f(x) auf der Menge P, stetig ist: d. h. der Definitions-
bereich von f(x) ist hierbei P,, fiir die Stetigkeit von f(x) bleiben die von f(x)
auf der Menge P—P, angenommenen Werte unberiicksichtigt. Wir werden
im ersten Teil des Beweises eben diese Beschrinkung des Definitionsbereiches
aufheben.

Es sei P{CP, die Menge derjenigen Dichtepunkte von P,, die auch Ele-
mente von P, sind. Nach dem bekannten Satz von Lebesgue ist mP;=mP..
Es sei @¢P;. Fiir eine beliebige Zahl 6=0 gibt es — gemdfh der Stetigkeit von
f(x) im Punkte & im Lusinschen Sinne — ein Intervall /C K mit & als Mittel-
punkt und mit

(50) f(x) < f(m)+6 (xe INP.).

1o*
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Der Punkt o kann nicht Héuf‘ungsphnkﬁ der Menge

= {x:x¢€ 1 f(x) = (=) +8}

sein, weil sonst nach Hilfssatz 6 m(M NP.)=0 ware, wahrend doch MO P.=0
ist. Es gibt also eine Umgebung von «, in welcher (50) unbeschrankt — d. h.
nicht nur in den mit P, gemeinsamen Punkten — gilt, und da sowohl die Zahl
8 =0 beliebig als auch = ein beliebiger Punkt von P; war, ist damit die Halbste-
tigkeit nach oben von f(x) in allen Punkten von P; erwiesen.

Um den Beweis zu vollenden, bezeichnen wir mit P* die Menge derjenigen
Punkte von P, in denen die Funktion f(x) nach oben halbstetig ist. Nach dem
Vorhergehenden ist P*C/f* und

(51) mP, = mP¥ = m,pP*

fiir ]ede beliebige Zahl e=0. Aus (51) und der leicht einzusehender Bezlehung
m*(P—P*)=0 folgt mP*=mP, womit der Satz bewiesen ist.

KOROLLAR 1. Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K C EM™
definierte, daselbst fiir eine Zahl 0 < p§—2— p-interne und auf einer mefbaren Teil-
menge PC K mit positivém Map mefbare Funktion.

Dann ist {(x) in jedem Punkt eines mefBbaren Kerns von P stetig.

" Dies ist die Ubertragung eines Teils des Ergebnisses von Satz 27 auf den
Fall n> 1. Die Funktion aus Beispiel 6 zeigt, daB der Satz 27 in vollem Umfang
nicht auf den Fall n>1 (natiirlich mit , aligemein-intern” statt ,, monoton”)
~iibertragen werderfkann, selbst nicht bei Voraussetzung der strengen p-Inter-
nitat. .
' KOROLLAR 2. Es sei /‘(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K CEM™

1
definierte, daselbst fir eine Zahl O<p_5 p-maximumiose (bzw. p- znte(ne) tnd

mefbare Funktion.
Dann ist f(x) fast dberall auf K halbstetig nach oben (bzw. stetig).

Damit ist ein Teil des Ergebnisses von Satz 27 auch auf p-maximumlose
Funktionen iibertragen worden.

§ 10.

Satz 34. Eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte, daselbst
fir eine Zahl 0 <= pé% p-konyvexe Funktion f(x) ist auf K allgemein -konvex, wenn

sie. Werte aus einem Zahlenintervall (d, ¢) mit d=> mf f(x) hochstens auf einer Menge
“mit dem Maf Null annimmt. =0

1
® Fir p=, n=1und K - EW; [24] 128
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- ‘BEwWEIS. Es seien : SRR .
={xeK f(x)=d, N ={cxeK.c<f(x)<d
und x,€ N, xleEm) belleblge bestlmmte Punkte; ferner sei {p,} eine Folge aller
zu R’ gehorigen Gewichte, d. h. der Zahlen

,ﬁ

(§ € R'(xo, X1))
XoXy

(einige dieser Gewichte sind in der Tabelle zum Beweis des Satzes 25a -ange-
fiihrt).

Zu jedem Punkt x ¢ M gibt es eine Zahl k m1t
(52) £ = px+(1-pIxR €N,

denn die Punkte (£, /(7)) liegen in dem Graph der zu x, und x gehérigen
stetigen ,, Teilfunktion” g(x) dicht (Satz 254), und die Wertemenge dieser
Funktion enthélt ein Intervall (d;, d)C(c, d). Mit der Bezeichnung

M, ={x:xeM, E?eN (k=1,2,...)}

gilt also M= U M, m*M = 3 m*M,.
k=1 k=1

Ist nun f(x) im Gegensatz zu unserer Behauptung nicht allgemein-konvex,
so ist nach Satz 29 m*M =0, und es gibt eine Zahl &’ mit m*My > 0. Fiir die
Menge
M = {3 x € My}
gilt nach (52)
m*M’ = 0, M’ CN,

also m*N =0, unserer Voraussetzung widersprechend.

Nach Satz 28’ ist eine p-lineare Funktion allgemein-linear, wenn sie auf
einer Menge mit positivem MaB nach einer Seite beschrankt jst. Eine gemein-
same Verallgememerung dieses Ergebnisses, des Satzes 24 und des auf p-lineare -
Funktionen bezogenen Inhalts des vorhergehenden Satzes ist der

Satz 35. Eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte, daselbst

fir eine Zahl 0 <p = D) p-lineare Funktion {(x) ist auf K allgemein-linear, wenn es

wel Zahlen c¢<d mit
ot my({x: x € K, f(x) = cfU{x:x€K, f(x)zd}) >0
gi

Ist K=E®, so kann gemaB der Bemerkung 1’ im § 3 f(x) ohne Beschrin-
kung der Al]gemelnhelt als additiv angenommen werden. In diesem Falle ist
unser Satz eine Verallgemeinerung des analogen Satzes von A. OSTROWSKIZ, -
lediglich in bezug auf die Dimensionszahl n des Raumes. Um aber K-—FW
annehmen zu diirfen, beweisen wir zuerst den folgenden

°t Fiir additive Funktionen und K= E®: 23] 58.
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HiLrssaTz 8. Eine auf einer offenen konvexen Menge K C E™ definierte,

daselbst tiir eine Zahl 0 < p§-2~ p-linéare Funktion ist — ilre p-Linearitdt bei-

behaltend — im ganzen Raume E™ fortsetzbar. :
Bewels. Es sei x,¢ K ein beliebiger Punkt. Wir wihlen zu jedem Punkt
x€ E™M—K eine natiirliche Zahl j mit '
X' = pix+(1=-pyx €K,

und definieren
() (x € K),

(33) g = g(x@ﬁ;[g(x') —g(x))] (x€ EM—K).

Diese Definition ist eindeutig, d. h. der Wert von g(x) in einem bestimmten
Punkt x € E®—K ist von der Wahl der Zahl j unabhéngig.?? Ist ndmlich k eine
andere natiirliche Zahl mit z. B. k>j und '
X" = phx+ (1 —pfx € K,
r Kk .
50 ist X_Lx_— = P— und es gilt wegen
Xox' P
X = proix! (1= pri)xg € RPX(xy, X')
(s. § 5) nach Hilfssatz 3
o

L) g0)] = = 2 o) —g)] = —-[gx) - o))
D v P o

XoX

Aus demselben Hilfssatz folgt ferner wegen x"€¢ RW)(x,, x), daB die zweite For-
mel von (53) fiir jeden Punkt x¢EM™ gilt. _

Wir gehen jetzt zum Beweis der p-Linearitit von g(x) iiber. Es seien
Xi, X, € E™M (x;#x,) beliebige Punkte und

Xz = pxy+ (1= p)x,.
Wir wihlen eine natiirliche Zahl j mit
| xi = pirr(1-ph €K (1=1,2,9)
Dann gilt
X5 = pI[px,+ (1 — )] + (1 — pi)xe =

- = plpix; + (1= pxe] + (1 = p)pixy + (1= p)xo) = pri+(1—p)xa,
und daher : :
g(x) = pg(s)+ (1 - P)g(xe)-
3: Er ist iibrigens auch von der Wahl des Punktes x!,- A;labhéﬁgig: ﬁberhaupt ist die p-

fineare Fortsetzung einer p-linearen Funktion eindeutig, was sehr leicht einzusehen, hier aber
Dbelanglos ist. ) :
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Hieraus folgt durch Einsetzen von
o) = glxo) + Pllgle) —glxo)] (i =1,2,3)
{aus (53)) die zu beweisende Formel ‘
g(x5) = pglxy) + (1 - p)g(xa).

Der Beweis des Satzes 35 erfolgt nun mit der Annahme, daf K=E®
und f(x) additiv ist, durch volistindige Induktion in bezug auf n. Es sei also
der Satz fiir n—1 schon als richtig erkannt. Gibt es nach Voraussetzung eine
mefBbare Menge :

PC{x:x€EM, f(x) = U {x: x CEM, f(x) = d}
mit mP=0, so gibt es ein abgeschlossenes Intervall
F ={x:x€EM, oy = xD =af, (j=1,2,...,n)}
mit .
a’ <ad  (j=1,2,...,n)

und m(P N F)=0, derart daB seine Begrenzungsflichen
(54) S, ={x:x€F,x™ = o™ (i =0,1)
Teilmengen S;CS;NP mit dem (n—1)-dimensionalen MaB
(55) uSi =0 (i=0,1)
besitzen. Ferner gibt es eine Teilmenge S,’CS, mit
(56) uSy =0,
derart daB die Strecken

Le = {x:(x®,x®, .., x"-D) = £ ai = xM = o{v} (€€ Sy)
Teilmengen Li={x:x€¢L;NP} mit ’
(57) _ vl >0 (£€S0)

besitzen, wobei » das Zeichen des linearen MaBes ist.
Nach der Induktionsvoraussetzung sind wegen (55) und (57) die Ein-

schriankungen
I (=01); [ (£€8)

der Funktion f(x) auf die beschrinkten Mengen S, und L. allgemein-linear.
Die Funktionen f(x) sind daher beschrankt: es ist z. B.

fl=b<-= (=01,
und es gilt wegen der Linearitdt der Funktionen f«(x) auch

(58) f)=b (£€Sy,a" = x™ = af?).
Fiir die Menge F'= (J L, gilt nun wegen (56)
HaH

(59) mF’ = (@ —a{P)us;’ > 0
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und wegen (58) .
(60) o @I=b (xeF).

Endlich folgt aus (59) und (60) nach Satz 28’ die Stetigkeit der additiven Funk-
tion f(x), d. h. ihre Allgemein-Linearitdt, w. z. b. w.

§ 11, _
. SATz 36. Es seien "f(x) eine auf einer offenen konvexen Mén‘ge‘ KCE™
definierte, daselbst fiir eine Zahl 0<pS~2— p-konvexe Funktion, PC K einemefbare
Teilmenge mit positivem Mafi und f*(x) eine auf P definierte, daselbst mepbare

Funktion. :
Die Ungleichung

(61) ) = () = (%)
kann nicht in jedem Punkt von P bestehen.
BEwEls. Widrigenfalls kann ohne- Einschrankung der Allgemeinheit
angenommen werden, daf fiir eine bestimmte Zahl r
o) =r =19 (x€P)

gilt. Ist dies ndmlich nicht der Fall, so konnen wir statt der ursprungllchen
Menge P eine der Mengen

P, ={:xeP,f(x) <r < fx)} (v=12,...)
(wobei {r.} eine Folge aller rationalen Zahlen ist) mit P bezeichnen, da wegen
P=c UP mindestens eine dieser meBbaren Mengen ein pos1t1ves MaB besitzt.
r=1

Es seien nun weP ein Dichtepunkt von P, und /CK ein solches Intervall
mit 7 als Mittelpunkt, daB fiir jedes Teilintervall =€ I’/

m(PN1'y =pml’
gilt. Es seien
L =ptl +(1-p9m, P,=PNI, (k=12..)
s eine Zahl mit f(m)<s<r, und x, C[I eine Punktfolge mit

(62) x)=s (k=12..), x-n (k>

und mit

, 1
Iy = ;; Lppq+

1——%)xkcl,
S

1 1 ’
- % Flir p:-E: [11] 289; fiir p= 5 n=1 und f* (x) stetig: [16] 684. - Es gilt auch (als

unmittelbare Folge des Satzes 29) die analoge Behauptung fiir die Ungleichung f(x) = f*(x) <
<[(x)-
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was mit geniigend schneller Konvergenz von. x, nach T errelcht werden kann.
Mit den Mengen P, sind auch die Mengen e

7 1 N “ ' -
Pi=—"Puy+ 1—_kak *=1,2,.)
p p*.

meBbar und es gilt . :
N mP, = p-ml, = pkn+l.ml,

1
mPj; = ——mP = p"+t-ml,
Lo n

pich,cl (k=1,2,...).

Aus (62) und aus ‘ :
f=r (xePNI)

folgt durch k-malige Anwendung der Konvex1tatse1genschaft von f(x)

1) = _r+[1—i‘s
p

k

= })—k(r—s)—ks C (xePyp).

Fiir di¢ monoton abnehmende und daher konvergente (iibrigens auch be-
schrankte) Folge der' meBbaren Mengen

| Q= UPCl  (k=1,2..)
gilt

0= —(r—9)+s  (xeQy,
p
also
: inf f(x) e (k— =)
x€Qp
und daher
(63) lim Q= N Q= 0.

Andererseits ist aber
mQ, = mP;, = p**+t-ml,

m(lim Q) = lim mQ,=p"+l-ml > 0,
K== 0o k=00 .
im Widerspruch zu (63). Damit ist der Beweis vollendet.
Satz 37. Ist eine auf einer beschrinkten offenen konvexen Menge K C E(™

definierte, daselbst fiir eine Zahl 0 < pé——;— p-konvexe Funktion auf einer mefbaren

Teilmenge PC K mit positivem Maf nach unten beschrdnkt, so ist sie auf K nach
unten beschrinkt.>*

1 .
34 Fiir p=§, n=1: [16] 684.
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. Beweis. Nach Satz 15 (dessen Verallgemeinerung vorliegender Satz ist)
geniigt es zu beweisén, daB die Funktion f(x) auf einem Teilintervall IC K nach
unten beschridnkt ist. Trifft dies nicht zu, gilt also

10) = == (x€K),

fG=c>—= (x€P)
die dem Satz 36 widersprechende Relation

—eo =) <) =c=f0) (xeP).

so folgt aus
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UBER RATIONALE POLYNOME

Von
. ELBERT und A. SARKOZY

Mathematisches Institut, Etvos Lorand Universitat, Budapest
(Eingegangen am 31. Mai 1962.)

1. Von MARrceLL Riesz stammt folgender Satz [1]: Wenn ein trigonome-
trisches Polynom g(9) hochstens n-ten Grades an der Stelle #* das Maximum
seines absoluten Wertes annimt, dann betrdgt der Abstand zwischen: #*

und der zu ¥* an nachsten gelegenen Wurzel mindestens gi’ und Gleichheit
- n

besteht dann und nur dann, wenn g(#=c, cos(nd#+¢,) gilt (¢, ¢, sind Kon-
stanten). Aus einem bekannten Satz S. BERNSTEINS [2] ergibt sich leicht fiir

 die Entfernung der am néchsten gelegenen Wurzel die Mindestschatzung —l;
n

die Kenntnis des genauen Wertes o aber ist in gewissen Untersuchungen sehr
1

wichtig [3], [4]

DEzsé LAzAR untersuchte das analoge Problem — die rationalen Poly-
nome betreffend — konnte aber seine Resultate nicht mehr verdffentlichen.
Das Problem ist das folgende: Wenn — 1= &= + 1, und f(x) ein rationales Poly-
nom hochstens n-ten Grades ist, fiir welches bei —1=x=+1 [f(x)|=]|f(&)
gilt, wie nahe kann dann die zu & am néchsten gelegene Wurzel von f(x) zu &
gelangen ? Aus einen bekannten Satz von A. MARKOFF [5] folgt leicht die

Mindestschédtzung —1;; die Kenntnis des genauen Wertes aber kann sich auch
n

hier als wichtig sein. Bevor wir auf die von uns erreichten Ergebnisse eingehen,
wollen wir einige Bezeichnungen bzw. Definitionen einfiihren.

Es sei —1=¢=+1 eine gegebene Zahl. Mit P(n,&) bezeichnen wir die
Menge jener rationalen Polynome f(x) hochstens n-ten Grades, fiir welche
(B)=+1 ist und fiir —I=x=+1 |[f(x)|=1 gilt (es geniigt offensichtlich,
sich auf die Untersuchung von Polynomen solcher Eigenschaften zu beschrin-
ken). Den Abstand zwischen & und der zu & am nachsten gelegenen Wurzel
eines beliebigen Polynoms f(x) werden wir mit d(f(x) &) bezeichnen. Es sei
ferner inf d(f(x), &) =d (&) und inf d (& =D,. SchlieBlich werden

== 4

FOOEP(n,g
wir ein Polynom f(x)eP(n &) als zur Stelle & gehorendes extremales Polynom

nennen, wenn d(f(x), &) = d (&) gilt.

Wir werden beweisen, daB fiir beliebiges —1= §= 41 ein und nur ein zu
& gehorendes extremales Polynom existiert, und wir werden die extremalen
Polynome bestimmen. Ferner werden wir in gewissen Fillen den Wert von
d;(&) genau bestimmen, in gewissen anderen Fallen aber — da in diesen Fillen
die explizite Bestlmmung von d,(&) hoffnungslos scheint -—- werden wir eine
Mindest- und Hochstschdtzung fiir den Wert von d,(£) geben. SchlieBlich -
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- werden wir beweisen, “daB 'D.n = 1.—‘c'os-2£>r ist, und -d'[f(x), El=1- cos;E
n n

(f(x) € P(n, &)) gilt dann und nur dann, wenn f(x)="T,(x) (T ,(x) =cos(n arc cos x)
das Tschebyscheff Polynom - ‘n-ten Grades) ist. und E=+1, oder f(x)=
=(—-1)"T,(x) und &= —1 ist.

2, Nun wenden wir uns der Bestimmung der extremalen Polynome zZu.
Wir bemerken vor allem, daB fiir n=1 das Problem trivial ist: in diesem Fall
existiert namlich offenbar nur fir £= — 1 und £= + 1 ein extremales Polynom
und das ist —x(= —T,(x)), bzw. x(=T(x)). :

Deshalb werden wir uns im weiteren auf den Fall beschranken wenn
n=2 ist. , ,

- Satz L. Ist § = cos ad © §'.i§ n), so.existiert ein und nur ein zu & gehj-
n
rendes extremales Polynom, und das ist.(— 1) T (x).

BEWEIs. ) Es sei zunichst 1=i=n—1.

Wir werden einen indirekten Beweis flihren. Nehmen wir an, daf ein
solches von (—1)! T, (x) verschiedenes Polynom g(x)€ P(n, &) existiert, das

. 2i+1 2i—1 2i+1 2i—
eine . Wurzel §*€[cos 12+ 7, COS ! n] hat (cos 1 und cosZ ln

n 2n 2n " 2n
sind mit & benachbarte Wurzeln' von 7T ,(x)); man kann annehmen, daf

£* < cos 7 ist (die Betrachtung des Falles £* > cos st analog).
n . n

Vereinbaren wir folgendes: sei a<b<c¢, und irgendein Polynom p(x)
habe an der Stelle b eine zweifache Wurzel, so werden wir im weiteren diese
zweifache Wurzel im allgemeinen als je eine Wurzel in den Intervallen [a, b]
bzw. [b, c] betrachten. (Die Mindestschdtzung der Anzahl der Wurzeln eines
Polynoms mit Multiplizitdt berechtigt uns offenbar zu unserer Vereinbarung,
und in unseren weiteren Ausfithrungen werden wir diese Konvention auch
nur in dieser Hinsicht gebrauchen.)

Diesem Wortgebrauch entsprechend ist es offenbar richtig — beriicksich-

-tigend, daB (—1i)'T, (cos—) = (—1)+ und fir —l=x=+1 le(x)|=1 gilt
— daB das Polynom (—1)T,(x)—g(x) fir O=j=n-1, j#i-1, j#i im

1 .
In‘cervall[cos]+ 7, cos] mindestens eine Wurzel hat; ferner eine min-
1 n . '

destens zweifache Wurzel in cos o ind - wegen (— 1T (6¥)—g(6%)=0,
n

(- l)l'Tn(cosH_1

nJ ~g {cosl—ﬂ) =0 — mindestens eine Wurzel in
n

n

cos l—ﬂn, g*l folglich hétte das Polynom (—1)! T (x)~g(x) — die Mul-
n .

tiplizitat einbegriffen — insgesamt mindestens (1—2)+2+1=n+1 Wurzeln,

was der Eigenschaft des Polynoms, daB es hochstens n-gradig ist, wider-

spricht.
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b) Es sei é=+1 (die Behandlung des Falls &= —1 ist analog).
Wir werden einen indirekten Beweis fiihren. Zunichst nehmen wir an,
daB ein von T,(x) verschiedenes Polynom g(x)€P(n,+1) existiert, das eine

Wurzel cosé—’ =¢*¥ <41 hat fcosg— ist die groBte Wurzel von Tn(x)] Dann

_ n n
hat — im Sinne der vorigen Konvention — das Polynom T (x)—g(x) fiir 1=j=
i 1 ¢
=n—1 mindestens eine Wurzel im Intervall [cos] + 7T, cos]—n- , ferner hat
n n

es eine Wurzel auch in +1 und — wegen T,,(cosi) —g¢ [cosn) = 0,
‘ n n

. , |
T (%) —g(£*) = 0— mindestens eine weitere Wurzel in cosl, £*]. So wiirde
J n

das Polynom T (x)—g(x) — die Multiplizitdt einbezogen — insgesamt mindestens
(n—=D+1+1=n+1 Wurzeln haben, was im Widerspruch dazu steht, daB
das Polynom hochstens n-ten Grades ist.

Nun nehmen wir an, daf ein Polynom A(x)€P(n,+ 1) existiert, das eine

Wurzel +1 < ¢¥* = 1+(l—c0521 = 2—cos§-- hat. Da die’ Funktion cos x
n n

in [O, -g—] konkav, und n=2 ist, gilt offenbar

) 1—cos * =cos - —cos- 2.
2n 2n n

Hier ist aber die linke Seite der Abstand der groBten Wurzel von T,(x) von+ 1,
die rechte Seite dagegen der Abstand der groBten Wurzel von T, (x) und des-
sen letzten lokalen Extremums voneinander; daraus folgt also, daB eine solche

: def
Zahl O <a <1 existiert, so daB die letzte Wurzel von Th(x)= —T J(a(x+1)—-1) .
groBer als 2—cos§, aber das letzte lokale Extremum von T7(x) kleiner als
n v

+1 ist. Es seien die Wurzeln von (T;(x))‘ —1, die im absoluten Betrag nicht
grofer als 1 sind, x5, x;, %, ... 1 (- 1—x0<x1<~cZ cee =Xp—_p=+1).
Offenbar ist T"(x)~(—1)"*lf1 (O<]<n—2) also hat das Polynom
TH(x)—h(x) fiir 0<]<n 2 im Intervall [x; x;4+,] mindestens eine Wurzel,
ferner wegen Th(x,—)—(x,-1) = 0, T*(l)—h(l) = Ound TH(E**) - h(&**) = 0
auch in den Intervallen [x,-,+1] und [1,5%*] mindestens je eine Wurzel:
folglich hdtte das Polynom Tj(x)—h(x) — die Multiplizitdt einbezogen — ins-
gesamt mindestens (n—1)+1+1=n+1 Wurzeln, ‘was im Widerspruch dazu
steht, daf es hochstens n-gradig ist.

in i
cos-— —1 14cos—=
3.8a12 2. a) Ist 2— 41 =¢g=2 " 1 @=i=n-2),
14 7T
1 +cos— 14 cos—

n n
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dann gibt es ein und nur ein zu £ gehdrendes extremales Polynom, und das ist fir

) 1+ cos ™~ (1+cos- t+cos
cosT=¢g=2 " 1 (—niT;, 1 "o
& 1+cos = : +e
n
und fir
cosf--yf—l ]
2 ’—1—--——+1 =§= cos ™~
n n
1+cos— .
n : .
cosl—n~1 cos-—l\ .
. n
(- DiT, x+1-—
£—1 §—

b) Ist cos = |§l <+ 1, dann gibt es ein und nur ein zu & gehirendes
n

extremales Polynom, und das ist fiir

T 24
( 1+cos— 1+cos—
cos£§g<+1 T n n -1

~T, x+
n - 1+€ 1+¢
und fir

= |¢] < cos—, dann existiert ein und nur ein zu
o n .
1+cos—

JT
cos— —1

& gehirendes extremales Polynom, und das ist fiir 2———n-————,+1 = £ < Co8 i

7T n
I+4+cos—
n
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- T . 11 T
cos— —1 cos — —1 cos——1
-T, —n—lx—}-l—#——g%l— und fiir —c051<§§—2—n—»~1

— n 7
l+cos—
- ’ n
1—cos 2 1—cos =~
’ n
(-1)"-T, "o+ -1].
1+¢ 1+¢
in
: 1 +cos—
BEwEIs. a¢) Wir werden uns auf den Fall cos E< £ = o 4
T 14 cos =
n

(2=i=n-2) beschrdnken (den Fall {= cos 7 haben wir schon untersucht;

n
im -
1+ cos—
im Falle § == 2 ™ _1 wird das Beweisverfahren kaum modifiziert; den
1+cosf—
n
cos Z —1 . :
Fall 2—n—-+1 =¢ <_cosl—7r brauchen wir offensichtlich nicht geson-
1+cos—71 n
n
dert untersuchen).
wo / I+cosl—n 1+cosl—n
Sei f(x) = (—1)'T, LRV : —1 J,undseien die Wurzeln
S Y 1+¢

von f(x)— 1, die im absoluten Betrag nicht groBer sind als I, xo, x;, ..., X,—;=
=& o, Xy (g=—1l=xy= ... <x_;=f< ... <X, ;<+]1).

Nehmen wir an, daB ein solches, von f(x) verschiedenes Polynom g(x)eP(n, £)
existiert, dessen zu & am nichsten gelegene Wurzel &* hochstens so weit vong
entfernt ist, wie die zu & am nachsten gelegene Wurzel von f(X); es ist anzu-
nehmen, daB &* < £ (die Betrachtung des Falles &*> § ist anilog).

Dann hat das Polynom f(x)—g(x) fiir O0=j=n-2, j#n—i—-1, n—i im
Intervall [x;, x;+;] mindestens eine Wurzel, in & mindestens zweifache Wurzel

“und — wegen f(E)—g(EN=0, f(X,-;—1)—g(X,—;-1)=0 — mindestens eine
weitere Wurzel in [x, .,_;, £*]. Bisher haben wir insgesamt (n—3)+2+1=n
Wurzeln gezédhlt, also ist der Grad von f(x)—g(x) genau n, und im Intervall
[x,—1, + o) kann es keine Wurzel haben, in (— <, x;] dagegen hat es genau
eine einfache Wurzel. : :

Da das Polynom f(x)—g(x) im Intervall [x,-,, + o) keine Wurzel haben
kann, so gilt fiir x=x,_, offenbar

) (=D -g()] =0 (x = X,—y).
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Wir werden weiterhin beweisen, daB es eine solche Zahl 6,>0 gibt, daf
fiitr 0<06=46,

3 (=D H(=1-8)—g(=1-8)] =0 (0 <6 =5
gilt.

Im Falle g(~1)=(~1)y*'=f(—1) und f(-1)=g’(—=1) hitte némlich
f(x)—g(x) an der Stelle — 1 eine mindestens zweifache Wurzel; im Falle g(—1)=
=(=Dri=f(--1) und (=1~ (—=1)—=g'(-1)]>0, dagegen gilte fiir
O0<dé=06; (—D)"[{(—1+0)—g(—1+8)]=0, also — wegen (=1 [f(x) —
—g(x))] <0 — hétte das Polynom f(x) —g(x) in (— s, x;] mindestens zwei Wur-
zeln, was unserer fritheren Feststellung widerspricht. Im Falle g(—1)=(-1)"—
oder g(—D=(=1)""* und (—1)*~" [f(=1)~g'(=1)]<0 hingegen wird (3)
trivial erfiillt. (Im weiteren werden wir den Beweis dhnlicher Behauptungen
nicht ausfiirlich behandein.)

Auf Grund von (2) gilt wegen der genauen n-Gradigkeit von f(x)—g(x)

(4) lim sgffx)~ gl = (=1)" Tim sgf(x)—g(0)] = (= )rrert = (==,
Aus (3) und (4) folgt, daB f(x)—g(x) im Intervall (— e, —1—8,) mindestens
eine Wurzel hat, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind.

Von der hier angewandten Methode werden wir ohne wesentliche Ande-
rungen noch mehrmals Gebrauch machen. Deshalb werden wir im weiteren
von diesen Anwendungen nur die Betrachtung der allgemeinsten Félle, sowie
die Beweise der zur Bestimmung von ‘D, notwendigen Behauptungen ausfiir-
licher darlegen.

b) Es geniigt oftenbar, wenn wir uns auf die Betrachtung des Falles

: l+cos—  14cos—
7L def n n
€08 — < £ < +1 beschrianken. Es sei f(x)=—-T, X+ -1

n- 14-¢ O 1+€
und es seien die Wurzeln von f%(x)—1, die im absoluten Betrag nicht griBer
sind als 1, x5, %, ..., X (—1=Xxy<X <Xy=< ... <Xx,_y=&<+1).

Nehmen wir an, es gébe ein von f(x) verschiedenes Polynom g(x) € P(n, §),
dessen zu & am nichsten gelegene Wurzel &% hochstens so weit entfernt ist
von &, wie die zu & am nichsten gelegene Wurzel von f(x).

Nehmen wir zundchst an, es sei &*< £ Dann hétte das Polynom f(x)—g(x)
fir 0=j=n-3 im Intervall [x; x;,,] mindestens eine Wurzel, in ¢ mindestens
zweifache Wurzel und -- wegen f(&*)—g(&*)=0, f(x,-5)—g(x,-2)=0 — in
[x,-5 &*] mindestens eine Wurzel, das Polynom f(x)—g(x) also — die
Multiplizitdt einbezogen — insgesamt mindestens (n—2)+2+1=n+1 Wurzeln,
'was dem widerspricht, daf3 der Grad des Polynoms hichstens n ist.

Nehmen wir nun an, es sei &> &,

Dann hat das Polynom f(x)~g(x) fiir 0=j=n—3 im Intervall [x; x;4,]
mindestens eine Wurzel und in & mindestens zweifache Wurzel. Bisher haben
wir insgesamt (n—2)+2=n Wurzeln gezédhlt, also ist der Grad von f(x)—
—g(x) genau n und hat im Intervall (§, + o) keine Wurzel, in (— o, x]
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dagegen genau eine Wurzel. Hieraus folgt offensichtlich, daB — wegen f(&¥)—
—g(E=0 — fiir x>¢§

©) f)—g) =0 (x> §)

gilt, und es ein solches §,>0 gibt, daB fiir 0<6=4,
6 (=D HA(=1-8)—g(—-1-9)] = 0
ist. '

Aus (5) ist wegen genau n-ter Gradigkeit von f(x)—g(x)
Jim sglf) ~g()] = (= 1)"x1=i:{1&sg[f(x) —g@) = (=1)"

also. im Sinne von (6) hat das Polynom f(x)—g(x) in (= e, —1—4)
eine Wurzel, also — da es auch in [1, x,] eine Wurzel besitzt — in (— oo, x;]
mindestens zwei Wurzeln, was unserer fritheren Bemerkung widerspricht.

c¢) Die Behauptung kann mit der in a) und b) angewandten Methode
bewiesen werden.

4. SATz 3. Ist £ = cos—li1 (I=i=n-2), dann existiert ein und nur ein
n_

2u & gehorendes extremales Polynom, und das ist (— 1) T,_; (x).
BEWEIS. a) Sei 2=i=n-3 .

Nehmen wir an, es gibe ein von (—1)'T,_,(x) verschiedenes Polynom
2i+1

g(x)EP(n, &), das eine solche Wurzel &* besitzt, fiir die cos P w=§*=
=¢0S . 7 gilt; wir konnen annehmen, daff £* < cos,—i’l ist (die Unter-
2n-2 _ n-1
suchung des Falles &* > cos % st analog).
Dann hat das Polynomﬂzl DT, (x)—g(x) fir O=j=n-2, j=i—Li
im Intervall [cos f%lln, cos rz_]Tn] mindestens eine Wurzel, ferner in

cos ﬂ—l mindestens zweifache Wurzel, und — wegen (— 1)T, _(£*) —g(¢*) =
n —_—

—g[cos lil—ln = 0 —im Intervall [cos %n, §*]
n—1 n-—
mindestens eine Wurzel. Bisher haben wir insgesamt (n—3)+2+1=n Wurzeln
gezahlt, daher ist der Grad von (—1)T,—y(x)—g(x) (und zugleich von g(x))

=0, (-I)Tn_l[cosﬂn
n—1

genau n, und in den Intervallen | —eo, cos'z_—ln und |cos —Z—, 4 oo| hat
n— n—

es genau eine Wurzel. Hieraus folgt, daB es eine solche Zahl 8,>0 gibt,

daB im Falle 0<o8=y¢,

™ (D=1 Tres(140)—g(14+8)] = 0 (0 <6 = &)

11 Annales
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und S
@) (D= T, (=1 =8)—g( *1~5)l >0 (0<06=3d)
gilt.
Ferner — da die Paritit von (= I)YT,;—4(x) und g(x) verschieden ist — wird
von
im [sg(=1)Tna(9][s8g() = +1
und

i} lim {sg(=1)' T, ()l [sge(0)] = +1-.

offenbar das eine erfiillt; es geht nicht auf Kosten der Allgememgultlgkelt
wenn wir annehmen, daB das erste erfilllt wird. Sodann — da die Gradzahl
von g(x) héher ist, als die von (- l)lTn 1(x) — gibt es eine solche Zahl w,, daﬁ
fiir oz, -

OSSR @) - o)) = sg(~ 1) [—g) =" ;; o
= s~ (= Tom@)] = +1 . (@02 09) 7 5
Aus (7) und (9) folgt aber, daB" das Polynom (—I1yT,,(x)=g(x) in

[1+08,, wy] eine Wurzel besitzt, daher in lcos —ni', +oé'] mi‘ndesten"s Zwei
n— R
Waurzeln hat, was unserer friiheren Feststellung widerspricht.
' b) Fiir z—l und i=n—2 ist die Behauptung mit der in a) angewandten
Methode beweisbar. - =
5. Wir schicken eine Definition voraus. Zolotareff-Polynom nénnen "wir
ein Polynom u,(x) von genau n-tem Grade, wenn das Maximum seines abso-
luten Betrages im Intervall [—1, +1] gleich +1 ist, und die Gleichung
u}(x)=1 im Intervall {—1, +1] genau n verschiedene Wurzeln hat, und diese
mit Xo, X5, ..., Xpey (p<Xy< ... <-x,,_1) bezeichnend, xp=—1, x,_;=-+1
ist, und fiir 0=j=n—1 f(x)=(—1)"7-1 ist. Diese oft untersuchten Poly-
nome kommen bei der Losung zahlreicher, die Polynome betreffenden, Extre-
mumprobleme vor ([5], [6], [7], [8])- Wir brauchen das folgende Lemma:

ist.

in
1+ cos— } 1 .
LEMMA. Sei 2 T 1< £ < cos l—-1n (2=i=n-1), oder
1+cos " e
n
, cos =g 1
i—1 _ n .
cos-—ln<.§<2————————+l 2=i=n-1).
n-— .

T
1+cos— .
- n : : -

Dann gibt es ein und nur ein Zolotareﬁ Polynom u,(X) n-fen Grades fur welches
(&)= +1 gilt.
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Bewels. Die Ableitung eines Zolotareff-Polynoms hat offenbar eine und
nur eine reelle Wurzel A, die auBlerhalb des Intervalle (—1, + 1) fallt. Umge-
kehrt ist es bekannt ([8]), daB, wenn A'eine beliebige reelle Zahl ist, fiir welche
|Al>1 gilt, dann gibt es ein und nur ein Zolotaretf-Polynom u (x)=u,(x A),
fiir das die auBerhalb von (—1, + 1) fallende Wurzel von u;(x, A)an der Stelle
A liegt. Ferner ist nach der im Aufsatz [8] (453 — 456 und 469— 470) gegebenen
Diskussion der Zolotareff-Polynome im Falle +1<A<-+ o« bei festem x
u,(x, A)stetige Funktion von A, die k-te Wurzel (1=k=n-2) von u,(x, A)
(bezeichnen wir es mit x,(A)) streng monoton wachsende stetige Funktion von
A, und schlieBlich bei beliebigem festem x

. d 24 T
cos—+1 cos— —1
n n
lim u o, A) =-—T, 5 X+

A=14+ 2

" und

(10) lim u,(x, A) = T, _(x)
, Pasl

gilt.

Es geniigt offensichtlich, wenn wir noch beweisen (auch noch die analogen
Behauptungen fiir — «<A< —1 beriicksichtigend), daB

. . n—k—1
(11) Alim xk(A):X,{;cosT_—l—n k=12,...,n-2)
und
, 1+cos —m
(12 lfim xk(A) Sxtroo " (=12, n-2)
1+cos =
rl -
gilt.

Wir beschrinken uns auf Beweis von (11); der Beweis von (12) geschieht
auf analoge Weise.

Zunachst werden wir beweisen, daf 7T,.(X;)=0 (k=1, 2, ..., n-2)
gilt.

Nehmen wir ndmlich an, es gidbe ein solches k(1=k=n--2), fiir welches

(X7 #0 gilt.

Es seienn ¥, ¥y, «v vy Yo (—1=Yp<W< ... <y,=+1) beliebige Zahlen,
deren absolute Betrdge nicht groBer sind als 1. Bezeichnen wir mit I(x)
(0=j=n) jenes Polynom n-ten Grades, fiir welches l,(y]) +1 und im Fal]e

O=l=n, I#] I(y)=0 gilt. Es sei schlieBlich max Z]l () =M

l=x=+

]
Wegen (10) gibt es eine solche Zah] A, >I, S0 daB im Falle A= A,,

j=0,1, .., n
X lTnﬂl(_Xk)l

T a(0) — (¥, A)| < o,

11=*



164 A, ELBERT UND ‘A. SARKOZY

ist, dathier im Falle A>’A0

(A3) T XD —ul(XE, A)| = | DT ea0) =,y ANGXE) =
j=0
RS T a X L pesgny — [TamaXBL
~J§ l n— l(y]) un(yj’ 2/\/1 ]y() ll ( )l 2
g | (A= Ay)

gilt. o _ :
Ferner gibt es offenbar eine solche Zahl =0, fiir welche bei | Xj;—x|<d
! n 4 *
SXH—1x)| < 1T X! ‘
j=o 2
gilt.
So existiert wegen der Definition von X, eine solche Zahl A1>1 daB fiir
A> A,
(14) (X A) = Jup(XE A) = uplx((A), Al =

n

=| 2.0, dGED im0 ié 3ty A X = lx(A)]| =
j=0 =0

ITh- 1(X )

= é?ll (X3~ [lxA)]] = (A=A

gilt.
Aus (13) und (14) folgt, daB im Fall A= max {4, A}
[T (X9 = [T o (XE) — X, A)|+lup(XE, A)| <

L Th=XH)
' 2

TaerXD)
» ' 2
— [Ti=XB)

galte, womit sich ein Widerspruch ergibt. ,

Wir werden nun beweisen, daB fiir 1=k, I=n—-2, k=l P X ist.

Nehmen wir ndmlich an, es gibe solche Zahlen k und [(lsk<I=n—2)
fiir welche X}, = X7 gilt. Aus dem Rolle-Satz folgt, daf fir 1<A<+ o eine
solche Zahl z(A) existiert, fiir die x,(A)<z(A)<x(A) und u,(z(A),
A)=0 gilt. Mit der obigen Methode kann man beweisen, daB hieraus folgt,
daB T;_(X7)=0 ist: ferner wire den obigen gemdf T;_,(X3)=0, und
somit sind wir — da alle Wurzeln von 7,- 1(x) einfache sind — zu einem
Widerspruch gelangt.

Aus den bisher Gesagten ergibt sich schon leicht (11), und damlt haben
‘wir das Lemma bewiesen.
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6. Aus dem Lemma folgt, daB im Falle

in o i—1
1 4cos-— cos —a—1 S
PR U Ry S R <008
7T ' o 7 n—1
14 cos — 154-cos — '
n . n .

(2<z<n— 1) eine und nur eine solche Zahl A= A( § (+1=]A| <+ oo) exis-
tiert, so daB von den Polynomen u,(x,A) und —u,(x,A) das eine — bezelch-
nen wir es mit uy[x, A(§)] — an der Stelle x= & gleich +1 ist.

1+cos— |
SAatz 4. Im Falle 2 ‘n —1 < €< cos l——ﬁ 2=i=n-1) oder
‘ 1 n—1
I +cos—
n
i—1
4 cos —m—1 _
cos i———in =§¢ < «—n—~——+1 2=i=n-1) exzstzert ein und nur ein zu
e 1+cos ™

n .
& gehdrendes extremales Polynom, und das ist uj[x, A(&)].

BEWEIs. a) Es sei 3=i=n-2.

Nehmen wir an, es existiere ein solches Polynom g(x) € P(n, E), dessen zu &
am néchsten gelegene Wurzel &* hochstens so weit von & entfernt ist, wie die
zu & am ndchsten gelegene Wurzel von u}[x, A(€)]. Es ist anzunehmen, daB
£*¥ < £ ist (die Betrachtung des Falles &> & ist analog).

Seien die in [—1, + 1] gelegenen Wurzeln von {u}[x, A(&)}}2—

—l=x<X<...<X,;y1=f<...<Xp—y<X,=+1
(E=x%,— ;41 folgt aus dem beim Beweis des Lemmas Gesagten). Dann hat das
Polynom ujx, A(S]-g(x) fir I=j=n-1, jz=n—i, n—i+l .in [x;,
X;+1] mindestens eine Wurzel, in & mindestens zweifache Wurzel und in

[X,—;, &*] mindestens eine Wurzel Bisher haben wir insgesamt (n—3)+2+
+ I=n Wurzeln gezdhlt, also ist un[x A(8)]—g(x) genau n-ten Grades, und

es hat in (— e, x,], sowie in [x,—;, + <) genau eine Wurzel, und wenn diese
Waurzel verschieden ist von X,, bzw. x,—q, 80 ist sie genau 'einfach. Hieraus
folgt, daB es eine solche Zahl 6,>0 gibt, so daB fiir 0<6=46,

(13) (=1 Yui[1+6, AE)]—g(1+8)} >0 (0<6=5)
und .
(16) (=1 i -1-5, A@)]-g(~1-8)} =0 (0 <5=28)
gilt, .

Da u;[x, A(&)]—g(x) genau n-ten Grades ist, wird von

(7). Jim sg(—D{urlx, A€l —g()} = +1
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und |
(18) 1_im sg(— DH{ur[x, A()] —g(x)} = (- I)"+?

mindestens das eine erfiillt; wiare es (I7), so hdtte u;[x, A(&)]—g(x) wegen
(15) in (1+ 6, + <o), wire es (18) so hétte es wegen (16) in (— o, —1—4§;) min-
destens eine Wurzel, was unserer fritheren Feststellung w1derspr1cht

by Fiir i =2 und i = n— 2 ist die Behauptung mit der in a) angewandten
Methode beweisbar.

7. Wir bemerken noch, daB im Falle

in
I +cos—
-n i—1 ,
2——————1 < ¢ < cos n  (2=i=n-1)
i1 n—1
1+cos—
n

ui[x, A(&)] die Differentialgleichung
A= (urx, A = n2[AE) — x] (1 —{uzlx, A@®)
(1 =x?)({uilx, A©)) (B(&)—x][C(E) 1]

erfilllt wird, wo 1< A(&)<B(&)<C(§) <+ - geeignete Parameter smd
Nach Losung dieser Dn‘ferentlalglelchung erhalten wir :

oy . ,- A©)~t ]
(19) " urx, AE)]=(- 1) teos | n _ dt |,
| f VIBO-HCE 10— |

ferner ist leicht zu sehen, daB die Parameter A(£), B(&) und C(¢)

(20) e Ale)—t at=""1,

J VIB(E)—t[C(&) —tl(1 —12) n
(2’1); j At dt = 0 .

B . LVIBE) ~H[CE) - (- 1)
und o
Al -t i—1

(22) dt = 7

fV[B(f)“t HCE)—t)(1—1) n
erfiillen.

Mit Hilfe der Beniitzung der im Aufsatz [8] gegebenen Diskussion und
das Lemmas kann man beweisen, daB (19), (20), (21) und (22) u;]x, A(&)]
schon eindeutig definieren.

8. In den in Paragraphen 2, 3, und 4 betrachteten Féllen ist der genaue,
Wert von d,(&) auf Grund der Shtze 1, 2, und 3 leicht zu bestimmen. In dem
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in den Paragraphen 5, 6, und 7 betrachteten Fall ist die Bestimmung vond, (&)
in expliziter Form ~hoffnungslos; deshalb werden wir fiir solche & eine ein-
fache - bei festem & in n asymptotisch genane — Schatzung vornehmen.

- . I in . .

vy . . . L+¢os =" . 14 cos=—— : :
] . def . n v UEEE T P

Satz 5. Sei TH(n, €,1,%) = (—1)'T,\ - X+ -1

1+¢ 1+¢
i i
o : . cos—mz—1  cos—ma—1 .
und TE@, €6, Y) = (— 1) T L N )
n ’ - ' n é_- 1 ] §_~ 1 ' ‘ /.
a) Sei COSE<§<ci)Sl—_ln (2§i§ll~1)).
n n : .
Dann ist ' _ K o
(23) d,(§) = min{d[T*(n, §, i, %), §], d[T**(n, §,i—1,%), €]}
und.’ ‘ S o S
(24) d.(§) = max{d[T*(n, &, i—1,x), £1,d[T*¥(n, €, 1, %), €]}
b) Sei cos 2 < £ < cos T 2=i=n-2). -
n—1 n—1
Dann ist T

(25) (&) < min{d[T*n—1,¢, i,%), £, dT*(n—1,£,i—1,%), £])

und

26)  dy(e) = max{d[T*(n—1, £, i— 1, %), ], AT+ (-1, £, %), €}

BEWELs. a) Wegen T*(n, &,i,x), € P(n, §) und T**(n,£,i— 1,x) € P(n, §) ist (23)
trivial. ' ’

Wir werden beweisen, daB d,(§)=d[T*(n,&i—1,x),&] gilt (der Beweis
tir d, (&) =>d(T**(n,&,i,x,),£), ist analog).

Nehmen wir an, es existiere ein solches Polynom g(x)€P(n, &), dessen zu
& am nidchsten gelegene Wurzel £* naher zu ¢ liegt, als die zu & am néichsten
gelegene Wurzel von T*(n,§,i—1,x); es ist anzunehmen, daB &*< & ist (die
Untersuchung des Falls &*= £ ist analog).

Es seien die Wurzeln des Polynoms [T*(n,§,i—1,x,)]>~1

Xor Xgseo Xy (ml =X <=x<...<E=%X,_; 3y <...<X,<+]1).

Dann hat das Polynom T* (n,§,i—1,x)—g(x) im Falle O=j=n—1, ,
J#n—1i, n—i+1in [x, X;4+;] mindestens eine Wurzel, in & mindestens zwei-
fache Wurzel und in [x,-; &*] mindestens eine Wurzel, und so wiirde es
mit Multiplizitdt insgesamt mindestens (n—2)+2+1=n+1 Wurzeln haben,
was der Tatsache widerspricht, da der Grad dieses Polynoms hdchstens n ist.

b) (25) ist trivial, und (26) kann man mit der beim Beweis der Sitze
2, 3, und 4 angewandten Methode beweisen.
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9. Nunmehr konnen wir auf die Bestimmung von D, iibergehen.
Sartz 6. Esgilt D, = 1-—cos gﬁ, und im Fall {(x)eP(n,§) ist d[f(x),&]=D

dann und nur dann, wenn f(x)= T,,(x) und =41, oder f(xX)=(—1)"T (x)
und &= —1 ist.
BEwEels. Dem Satz 1 gemidB ist

d(+1) =d(-1) = d[T (x),+1] = [(“‘l)nT (x), —1] = l—cos%;

Aus dem Satz 2. und (1) folgt, daB fiir cos% = lg] <+1

d.(§) = dn(cosi} = cos L —cos % = 1—cos %
n 2n n 2n

gilt. . '
Wir brauchen nur noch zu beweisen, daB fiir 0 = [¢| < cos =~ d(§) >
n
\ o
[l
> 1——cos-2zt— gilt. Es geniigt offenbar uns auf den Fall ¢ = cos —————
n n

zZu beschréinken_. , _
Es sei coslE < £ = ¢0s :—n (2 =] = n—lg “ Dann ist auf Grund von
n n _
(24) ’

d(€) = d[T*n, €,i—1,%), ] > d[T*[n, cos T i-1, xJ, cos’—”]
. n n

Da die Funktion cos x im Intervall [0,%] konkav ist, so gilt fir 2 =

i1 2i—1 2i—3 i—1
n— COS ——,
1 2n 2n n

PR i - i . '
also ist die zu cos-— am ndchsten gelegene Wurzel von T%* [n, cos —, 1 — I,xJ
n ‘ n

groBer als cos lﬂ, und daher gilt
n
( in ( 2i—3 i—1.
o 1 +cos-——}icos T — COS —— 7.
' in . ] mJ ‘ n, 2n ' n
n, cos—,z—l,x),cos— = -
n ,

d[T*
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Letzten Endes muf} also bewiesen werden, daB fiir 2= iéné'[g—]

©dmy( 2i=3 i—1
(l+cos—”cos T —COS ——T

(27 L 2n n > 1—cos
, i—1 “2n
14+cos—n
n
gilt.
Auf Grund der goniometrischen- Beziehungen
1 +cosx = 2c052%,
] —cosx = 2sin?=
2
und
oS X—CO08Y = 2 sinx—;-_}—l sin X%
Kann man (27) in der Form
cosz X .
2n . 4i—5 -
- sin 7 > sin —
pi—1 4n © o dn
cos?——x :
2n
schreiben.
~ Da 2§i<%+1 ist, so gilt
in (i | 7
cos — CoS [——m 4 —
2n |\ 2n 2n] _
i—1_ i—1
€08 ——7 COs ——71
2n 2n

7T i—1 -/ 7 A - i N
=c0s ——tg—am.sin— > cos — — tg-— sin— = cos— —sin —,
2n 2n 2n 2n 4 2n 2n 2n

ferner haben wir fiir n=3 offenbar

7T . T
oS — —8in — = 0.
2n 2n
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So geniigt zu beweisen, daB o
, 2 . ._‘ .

(28) ‘cosi —sin ﬁj. . sin di- 5 (1 — sin ) sin 4l 57[ > sin -~

2n 2n ~ 4n ) n 4n 4n

erfiilllt wird. Wegen §+1 > [ = 2 geniigt es offensichtlich zu beweisen, caf§

(28) fiir i=2 erfiillt wird, also

( .om) . 3= . @
1 —sin—|sin— = sin—.

n dn. . 4n
das heiBt
R T
Sll’l4——
(29) l—sin® = 1
) -1 . 3=
©sin
4n
gilt.

Die Funktion 1—sinx ist im Intervall [0, -Z] offenbar monoton fallend,

. . osinx
die Funktion — in
sin 3x

0, E) monoton wachsend: fiir 0 < x <% gilt ndmlich

__cos xsin 3x—3sinxcos 3x _ COSX'COS3X.(tg3x—3tgx) -0

sin® 3x . sin? 3x

sinx |’
sin 3x

(da die Funktion tg x in [o, _’é} konvex ist).

Man kann mit einfachen numerischen Rechnen nachpriifen, daf fiir n=5
(29) erfiillt wird; hieraus folgt schon wegen dem vorhergehenden, daff fiir
n=>5 (29) gilt und so auch (27) erfiillt wird.

Ebenfalls mit einfachem numerischen 'Rechnen” ‘kann man zeigen, daB
(27) auch fiir n=4 erfiilllt wird.

SchlieBlich erhalten wir fiir 0= ¢ < cos% '
3(5) T*(3 §7 17 X) ] = d[T*(?’v 07 17 X), 0] ==

7T T
COS — — COS —
r - 6 3 . TT
.:'_—“—>1—*COS———,
: 6

I
I+cos—
3

und damit haben wir die Behauptung des Satzes bewiesen.

&
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Zum SchluB mochten wir uns bei Herrn Professor PAuL TURAN bedanken
fiir seine wertvollen Hinweise, die er uns fiir unsere Arbeit gegeben hat.
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- ON NOWHERE MONOTONE FUNCTIONS, I
' (DERIVATES AT A RESIDUAL SET)
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We call a single-valued finite real function f(x) defined on a real interval
I as nowhere monotone® if {(x) is not monotone in any subinterval of 7.2

-In this paper we investigate the local structure? of the level sets of a conti-
nuous nowhere monotone function f(x) at a residual set of points. We also deter-
mine the nature of the Dini derivates of f(x) at a residual set of points. In fact,
the following theorem has been proved:

71t f(x) is continuous and nowhere monotone in I, there exists a residual
set in I at each point of which

D f=D_f=0=DVf=D"}f”

1. The following definitions are needed:*
(i) A function f(x) is increasing [decreasing] on the right of a pomt t, oris
C.[Dy]att, if there exists a real number & > O such that

f(x) = f(t) [f(x) < f(®)] for t<x<t+h

(i) In case f(x) is not C+[D+] at f, but there exists a real number />0
such that

1) = (9 [fx)=f®] - for t<x<t+h

then f(x) is non-decreasing {non-increasing] on the right of t, or is C% [D% ] at 1.
(iif) In case f(x) is none of C,, C%, D, D% att, i. e. if there exist points

where f(x)<f(f), and also points where f(x)>f(t) in every right-nbd. of £, then
f(x) is oscillating on the right of {, or is 04 at t

L Amongst continuous functions the class of nowhere monotone functions is identical
w1th the class of everywhere oscillating functions. (For the definition of an *everywhere oscillat-
ing” function see Hosson [5]. p. 374).

But amongst real functions, in general, everywhere oscillating functions constitute a
proper subclass of the class of nowhere monotone functions.

Z A function f(x) which is not monotone in I need not be nowhere monotone in I. How-
ever, there can always be determined an everywhere dense family of intervals in I in each of
which f(x) is either monotone or nowhere monotone.

? The general structure of the level sets of a continuous nowhere monotone function
has been investigated in another paper (see Gare [14]). For papers 11 and III of the pre-
sent series see Rev. Math. Pures Appl., vols. 7 and 8.

4 For these definitions see R. VAIDvaNaTHASwWAMY [12], p. 71, and for the notations
see A. CsAszAr [3], p. 14
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(iv) The properties C, C*, D_, D*, 0_ of f(x) on theleft.of t are obtai-
ned just from the corresponding properties of the function f(—x) on the
right of —t

The following theorem characterises the behaviour of a continuous nowhere
monotone function at points except those of a set of the first category.

THEOREM 1. If a function [(x) is continuous and nowhere monotone in I,
there exists a residual set in I at each pomt of which f(x) is oscillatirg on both

the sides.
Let us first prove the following

LEMMA. The points where a continuous nowhere monotone functwn is C4
or C% form a set of the first category.

ProoF. Let f(x) be a continuous nowhere morotone function in I and let
E denote the set of points in / where f(x) is C4 or C%. Then, if xc€E, there
exists a real number A(x)>0 such that

() = f(x) for X <t < x+h(x).
Let E, (n=1, 2, ...) denote the set of points x in I for which

1y ity = f(x)  for  x<t=<x+ljn
We then have . 4
@) B . E=3E,

It, therefore, suffices to show that E,, for each value of n, is non-dense in I.
Let I’ be an arbitrary interval contained in /. Let J={[a, b] be a subinter-

val of I’ such that

3) : S b—a < 1/n.

Since f(x) is nowhere monotone in [, it cannot be non-decreasing in /, and so
there exist points ¢, d in J such that

(4) A f(¢) = f(d), where a=c¢=d=hb.

Let m be the greatest lower bound of f(x) in [¢, d]. Since f(x) is continuous
n [¢, d], the set .

) S = {x;f(x) = m,¢c=x = d}

is closed and non-void..
We thus have

(6) (X)) = m for ¢c=x=d
(7)  and f(x) = m for c=x=4d, x ¢S.
The relations (4) and (6) clearly give
(&) = [(d) = m.

Hence, by (5), ¢¢S. But since S is closed, this implies that ¢ cannot be even a
limit pomt of S. _
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-There, therefore, exists a point ¢/, where ¢ <t <d uch that [e, € }contams
no pomt of S. We then have by (7)
(8) . /(x) =m - for c="x=¢"

) Further, since S.is non-void, there ex1sts in' [¢, d] a point teS. We then
“have by the help of (5)

9) ‘ fh=m,
and by theé help of (8), '
(10) ¢ <t=d.

" Let now x be an arbitrary point of the interval [¢, ¢’]. Then, by the help
of (4) and (10),

(11) ) A ascsxscf<tsvd‘sby'
and by the help of (8) and (9),
(12) , ) = K1)

But since, by (11) and (3),

0 <t—x=b—a<1/n
we have
(13) | Xx<t<=x+1/n.

. Relations (12) and (13) clearly prove, see (1), that x cannot belong to E,.
Since x is an arbitrary point of [c¢, ¢'], and, by (11),

,clClabl=JC 1,

this proves that every interval I’ C I contains a subinterval [c, ¢’] no point of
which belongs to E,, Hence the set E, is non-dense in 1. -

This proves our Lemma.

Proor oF THEOREM 1. Let f(x) be continuous and nowhere monotone
in I=[e, B]

It follows from the above lemma that the points where f(x) is C; or C¥
form a set of the first category.

Since the function —f(x) is also continuous and nowhere monotone in /,
applying the above lemma to this function we deduce that the points where
f(x) 1s D, or D% also form a set of the first category.

It therefore follows that f(x) is 04 at a residual set of points in /.

Applying this result to the function f(—x), which is continuous and no-
where monotone in [ -8, —oa], we easily deduce that f(x) is O_ at a residual set
of points in I.

The intersection of two residual sets being residual, it follows that J{€3)
is 04 and O. at a residual set of points in J.

This completes the proof of Theorem 1.
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In case a continuous function f(x) is 04 at f, every right=nbd. (¢, {4+ /) of ¢
contains a point where f(x) </(f), and also a point where f(x)=f(f). As the func-
tion f(x), being continuous, possesses the property of Darboux?®, it therefore
follows that (¢, t+h) also contains a point where f(x)=f(f).

The Theorem 1, therefore, leads to .

THEROEM 2. [If f(x) is continuous and nowhere monofone in 1, there exists Aa
set G residual in I such that each point x€G is from either side a pomt of accumula-
tion of the level set {t; f(f)=/f(x)}

2. Let f(x) be a function continuous and nowhere monotone in I, and let
G be the residual set in I the existence of which has been established in Theo-
rem 2.

Evidently, at a point x € G, f(x) hason elther side a median or extreme der1~
vate equal to zero, so that

(M D_j(x) = 0=D"f(x) and D, f(x) = 0=D"f(x).

Futher, since there is no distinction of right and left with regard to deri-
vates of ]‘(x), except possibly at a set of the first category,® there exists another
residual set G’ in [ such that at x¢ G/,

(2 D_f(x) = D, f(x) and D~[(x) = D¥[(x).

As G-G' is residual in I, we get
THEOREM 3. If f(x) is continuous and nowhere monotone in I, there exists a
residual set in I at each point of wich

D,}=D_j=0=D% =D -

It is evident from the definition of a nowhere monotone function that if
f(x) is not nowhere monotone in 7, then there exists a subinterval of I in which
f(x) is monotone. In case f(x) is not nowhere monotone in any subinterval of /,
there exists an everywhere dense family of intervals in / in each of which f(x)
is monotone.

The above Theorem 3, therefore, gives

CorOLLARY 1. If a continuous function f(x) has no median or exireme
derivate equal to zero, on one side at least, af a set E of points which is of the second
category in I, then there exists a Submterval of I in which f(x) is monotone.

In case E is of the second category in every subinterval of I, there exists an
everywhere dense family of intervals in I in each of which f(X) is monotone.

The above Theorem 3 also gives

CoROLLARY 2. If f(x) is continuous, nowhere monotone and everywhere deri-
vable in I, its derivative vanishes at a ieszdual set of points in I.

The eXIStence of continuous nowhere monotone functions which are every-
where derlvable is well known, Kopcke’s function? being the first example of

5 Viz. that the function f(x) assumes in each interval [a, b] all the values between f(a)
and f\b)

6 See W. H. Young [13], p. 305, th. 4.

? See A. Kopcke [7]; [8], or HoBson [6], pp. 412 —421. Other examples of such a func-

tion have been given by T. BroDEN [1]; [2] and A. DENjoy [4], pp. 210 - 228,
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such a function. Since the Kopcke’s function is also absolutely continuous,®
the Corollary 2 further proves

COROLLARY 3.2 There exist absolutely continuous functions which have a
derivative equal to zero at a residual set of points, without being constant in any

interval.
While concluding [ wish to express my gratitude to Dr. U. K. SHUKLA for

his guidance and help in the preparation of this paper.
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§ 1. Intreduction

n [10], P. J. HiLtoN and the author have considered P-divisible groups
where P is a family of primes. Closely related to the concept of P- -divisibility
are those of P-purity and P-algebraic compactness. MARANDA [13] has consider-
ed these concepts and generalised the familiar results on purity and algebraic
compactness. We recall that a group is algebraically compact if and only if
all of its pure extensions are splitting ones. Fucus [7] calls algebraically com-
pact groups A-groups, and calls B-groups those groups all of whose torsion
free extensions split. We have generalised the concept of a B-group to that
of a P— B-group, and also extended the notion of the group of pure extensions
(see [8]) to that of the groups of P-pure extensions.

MARANDA [13] has introduced the concept of a P-cocyclic group, exhibit-
ing a characterization of pure extensions which is dual to their well known
characterization as cyclically trivial extensions. We have generalised this
concept, establishing a systematic theory of cogenerators. We thus also intro-
duce the notion of P-finitely cogenerated groups, and give a characterization
of the group of pure extensions dual to the one implicitly given in EILENBERG —
MACLANE’s paper [3]. A

From HarrisoN’s paper [8] and from the papers of Fucns [6], [7], we ob-
serve that pure exact sequences play an important role in the homological

A

algebra of abelian groups. We call an exact sequence A'~ A~ A"’ P-pure exact
it A’A is P-pure in A. We have devoted a section of this paper to the study of

P-pure exact sequences and their appropriate functors. We thus rederive some
of the results of FUCHs [6], [7], in a somewhat different manner.

§ 2. Notation

A B, C, etc. denote abelian groups.
— a family of primes.

P’ — the family of primes complementary to P.
p* — the semi-group generated by P.

A, — the torsion subgroup of A.

Ay — AJA,.

Ax B - the torsion product of A and B.

A LB — the group of homomorphisms of A into B.

A+ B — thegroup of extensions of a subgroup B by a quotient group A.
Ae@ B — the group of pure extensions of B by A.
AepB — the group of P-pure extensions of B by A.

12+
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§ 3. P-pure exact sequences
First, a few definitions.

3.1 DEFINITION. A subgroup H of G is called P-pure if nH=H NnG, necP*.
In other words, the solubility of an equation p"x=h(¢H) in G implies its solubi-
lity in H, where pc P and r is a positive integer.

3.2 DeFiNITION. We say that A is a P-group if the order of each of its
elements belongs to P*.

3.3 DeriniTION. We call a cyclic group P-cyclic if it is either cyclic infinite
or of order n, neP*.

3.4 DeFiNiTION. We call a group P-finitely generated if it is the direct
sum of a finite number of P-cyclic groups.

3.5 DEefFINITION. We call a subgroup U of a group A a p-basic? subgroup,
p being a prime, if

() U is a direct sum of p-cyclic goups;
(i) U is p-pure in A;
(iiiy A/U is p-divisible.

3.6 THEOREM. Let A’ be a subgroup of a group A and let B be any group
having no element of order €P’. Then the hcmomorphism A’®@ B~ AQ B is a
monomorphism for all such B if and only if A’ is a P-pure subgroup of A.

Proor. This is a consequence of the observation that the kernel of the
homomorphism A’'® B~ A® B is generated by monomials (a’®¥b) which have
the property that a’ is divisible by # in A and hb=0, where h is a positive inte-
ger.

3.7 CoroLLARY. If the sequence 0~A'—~ A~ A" ~0 is P-pure exact and
if B has no element of order € P’, then the sequences

0-A'@ B-A®B-A"®@B—~0
0-A'*B-A%*B-~A"%B-~0
are exact.

For the first sequence is exact by 3.6; and so the second sequence is also

exact.
We state a result of Fucns [7] in the form of the following

3.8 TuEOREM. Let A be any group and B a p-group, then the inclusion
i:US A induces the isomorphism i,:U®B=A®B, where U is a p-basic
subgroup of A.

Now we prove
3.9 THEOREM. Let 0~ A"~ A A’ ~0 be a P-pure exact sequence and

B a P-group, then the exact sequence

7 "
0-A'®@B-A®B-A"®@B~-0
splits.

! This is Fuchs’ p-basic subgroup [7].
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Proor. A P-group is a direct sum of p-groups and thus we may
without loss of generality restrict ourselves to p-groups B, peP. Let

U’" be a p-basic subgroup of A", and let A=y U"”. Then the

sequence 0~ A’~ A~ U" -0 is p-pure exact. Since U" is a direct sum of p-
cyclic groups, this sequence splits. Now let us consider the two exact sequences

;: o B
0-A'® B~ A®BMA"®B~»O
t b,
0>A'® B A®B U”’®B—0

Since 1 and i, are isomorphisms, it follows from the 5-lemma that the two
sequences are isomorphic. But the second sequence splits, since the sequence
0-A"-A~U"~0 splits. Thus this former sequence also splits.

3.10 Tueorem. The direct limit of a direct system of P-pure exact se-
quences is a P-pure exact seguence.

Proor. Let (5, II) be a direct system? of P-pure exact sequences S,,:O»

Ao Mg
- A, ~A.,~ A, ~0. It is proved in Eilenberg-Steenrod’s book [4] that the direct
limit of a direct system of exact sequences is an exact sequence. Let the direct:

P u

limit of the given system be the exact sequence0 > A"~ A~ A" -~ 0. We have only
to prove the P-purity of A’Ain A. Let a’A=na, where a’€ A’; ac A, neP*.

Now 3 an o, and a, ¢ As, a,€ A such that e,Il,=a’, all,=a. Therefore
a’'d = na=a,Il,)=na,Il,=> (@A), =na,Il,=a, e =na,+x, some x in the
kernel of I1,. 3 B :uch that x/I=0. Hence we have (a:A)115 = na, [}=(a.115)Ag =
=na, = (a; II5)2s = nyls, some y¢ Ap, since Aplg is P-pure in A, Therefore
(@ IT)2s 115 = nylsITs or (ay I8 ) = n{yllg)A or @’ =n(yIlz)2. Hence the theorem.

We now turn to some applications of theorem (3.10). First we strengthen
Corollary 3.7.

3.11 TueoreM. If the sequence O»A’iA—liA”—»O is P-pure exact and
B is a group which has no element of order ¢ P’, then the sequences
0 - A'@B-Ag®B—-A"®B—-0
0-A"%B-A%B~A"%B~0
are P-pure exact. |
Proor. B=lim B,, where B, runs through all the finitely generated sub-

groups of B. Now B,= F.,&T,, where F, is free and T, is a P-group. The exact
sequence 0~A'®@F,~A®F,~A"®F,-~0 is evidently P-pure exact and the
sequence 0-~A'®T,~A®T.~A"®T,—~0 splits by (3.9). Hence the exact
sequence 0-A'@ B,~A® B.~ A" ® B.—~0 is P-pure exact. Then by (3.10) we
get that the exact sequence 0-A'® B~A®B~A"®B-0 is P-pure exact,

2 We afe using the notation of EiLENBERG —STEENROD [4].
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We know that the inclusioni: AJ’S A’ induces the isomorphism i, : A % B
=~ A" x B, where A}’ is the P-prnmary component of A”, the term being used in the

obvious sense. Let A=pu~1A}’. Then we get two isomorphic sequences -

0-A'xB-AxB—>A"%B—~0
Tl T T’*
0~ A'%B~AxB~Al%B~0

Thus it is sufficient to prove that the latter sequence is P-pure exact.
A;,’:lim A.', where A runs through all the finitely generated subgroups of

Ap. Let A,=u tA;. Then the P-pure exact sequence 0-A ~A,~A)~0
spllts so the exact sequence 0~ A’ % B—~ A, % B~ AL’ % B —~0 also splits, a fortiori,
it is a P-pure exact sequence. Hence by (3.10) we deduce that the exact sequence
0->A'%xB-AxB-~A,%xB~0 is P-pure exact. In fact being the direct limit
of splitting sequences it is pure-exact.

3.12 REMARK. We observe that if the sequence 0>~ A’~ A~ A" -0 is P-pure
exact and if A’ has no element of order €P’, then the sequence is, in fact, pure

exact.
In the rest of this section we shall consider only pure exact sequences,

i.e., P is taken to be the family of all primes.
i . E
3.13 ProrosiTioN. A pure exact sequence 0—»A’—»A—ZA”~»0 can be
Ao He,
expressed as the direct limit of splitting exact sequences 0~ A,~A,~ A, -0,
Proor. A”—lim AL, where A, is the family of finitely generated sub-

groups of A”". Let A =y 1A,. Then the sequence 0-A'>A->A"->0 is the

He
direct limit of splitting exact sequences 0— A’—»A -~ A; 0, where 4, u.
have their obvious meanings. Putting A;=A’, we get the result.
From (3.10) and (3.13) we deduce the followmg
3.14 THEOREM. A sequence 0~ A'—~ A~ A""—~0 is pure exact if and only
if it is the direct limit of splitting exact sequences.
Now we give some applications of theorem (3.14).

3.15 THEOREM. If the sequence 0~ A’ —»A A’ -0 is pure exact and T is
an additive covariant functor, commutmg with the formation of direct limits,

then the sequence 0 T(A) T(A) T(A”) -0 is also pure exact.
Proor. Let the sequence 0— A’—»A A”—»O be expressed as the direct

g e
limit of splitting exact sequences 0-~A;—~ A,—~A;'—~0, whence we get the
T(l ) T (4

direct system of splitting sequences 0—~T(A.))—T(A,)——T(A)~0. As T
commutes with the formation of direct limits, we get, by (3.14) the desired
result.

Merely as an illustration of the way in which this theorem may be used,
we deduce again a particular case of Theorem 3.11. :
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3.16. CoroLLARY. If the sequence 0—-A'~A--A""-0 is pure exact,
then the sequences

0-A'®B-A®B-~A"®B~0
0-A'¥B-A%B-A"%B-0

are also pure exact.
We shall now only state a theorem and its corollary which can be easily
proved. .

3.17 TreEoRrEM. Given pure exact sequences

4 # »
0-A/~A,-A">0, i=1,...,n,
then the sequence .
0+~ T(Ay,..., Al,...A)>T(Ay,...,A)~T(A{,..., A)~0,
i

n

s L1, .

where T has the same meaning as in (3.15), and 3'T(A,,...A,,..., A)) denotes
the union of subgroups T(Ay, ... A, ..., A) of T(A,, ..., A,), is pure exact.
' 3.18 CoroLLARY. Let A, ..., A, be p-groups and let Aj, ..., A, be
their basic subgroups respectively, then ' Tor (A, ..., A;, ..., A) is a
basic subgroup of Tor (A, ..., A,).3 i _
3.19 ReEMARK. Corollary (3.18) can be applied to various structural prob-
lems, e. g., we can find the structure of Trip (A, B,C)>~ A®@(BxC)® A% (B®C)
(For the definition of Trip see [12].) '

§ 4. Theory of Cogenerators

We observe that a cyclic group A is characterised by the following property:

Let G be any group and & any homomorphism from G to A. 3 an element
a € A such that if a € Im®, then @ is an epimorphism, a is called a generator
of A. In a heuristically dual sense, we call a group cocylic* if it has the follow-
ing property: ' )

Let G be any group and @ any homomorphism from A to G, g an element
a € A such that if a ¢ ker @ , then @ is a monomorphism. a will be called a
cogenerator of A.

? We define Tor (4,, A,, ..., A,) to be the abelian group generated by the elements

(@, a3, -- ., ay)p, where h is a positive integer such that ha; -0, ;€ A;; the generators
being subject to the defining set of relations:
(alxazy"':ai"'at,!--'an)h = (ala--'»a["-~:an)h+(a1:--~;a;y-~';an)h
ha; =0,...,ha; = ha; = 0,..., ha, = 0, each’ i, )
(kal) vy kai—*l: a;, kai+1; ey kan)h = (al) ceey Qi e, an)hk

hka, = 0, ..., hka;_, = 0, ha; = O, hka;+, = O, ..., hka, = O each i,
It can be shown that Tor (A, ..., Ap)=((A;* &) % ... # A,).

8 This concept was first introduced by Maranpa [13].
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Thus a group A is cocyclic if 3 aéA a#0, such that every nontrivial sub-
group of A contains a. Such groups are known to be of the type Z x (k=-<o),
p a prime. (We note that a finite cyclic p-group is self-dual.) We call a group
P-cocyclic if it is of the form Zyk (k=oo), p€P.

Parallel to the theory of generators of a:group we can now develop the
theory of cogenerators 6f a group. We thus introduce the following

4.1 DEFINITION. Let G be a group and let S be a subset of its non-zero
elements such that every non-trivial subgroup of G intersects S non-vacuously,
then we say that G is cogenerated by S or S is a set of cogenerators of G.

4.2 REMARK. A group G is evidently cogenerated by all its elements.

4.3 DeriNITION. If S in (4.1) is finite, then we call G a finitely cogenerated
group.
We know that a finitely generated group is a direct sum of a finite number
of cyclic groups and that its subgroups satisfy the maximum condition. We
thus expect a finitely cogenerated group to be a direct product of a finite number
of cocyclic groups and expect its subgroups to satisfy the minimum condition.
That it is in fact true, is shown by the following

4.4 Tneorem. The following statements are equivalent:

(i) G is a finitely cogenerated group.

(ii) G is an essential extension of a finite group.

(i) G is a torsion group of finite rank.

(iv) G is a direct product of a finite number of cocyclic groups.
(v) The subgroups of G satisfy the minimum condition.

Proor. (i)=(ii). Let S be a set of cogenerators of G. Since S is finite, no
element of § can be of infinite order, for otherwise we can choose a suitable
subgroup of the infinite cyclic group generated by that element such that it
contains no element of S. Hence all the elements of S have finite order and thus
generate a finite group, say H. G is clearly an essential extension® of H.

(ii)=(iii) Let G be an essential extension of a finite group H. By the same
argument as above it follows that G contains no element of infinite order. G is
therefore a torsion group. Also for any non-zero geQ, 3 a positive integer m,
such that mgeH, mg>0. Hence a maximal independent set in H is also a maxi-
mal mdependent set in G. Thus G has the same rank as H, but H is of finite

rank.
(iii)=(iv). It is known that if a group contains elements of finite order,

then it has a direct summand of the form Z,k (k=<) for some prime p. Since
G is a torsion group of finite rank it follows that it is a direct product of a finite
number of groups of the form Zy« (k=<), i. e, it is a direct product of a finite
number of cocyclic groups.

(iv)e(v) This is proved by KurosH (see [5])

(iv)=(i) Let G be a direct product of a finite number of cocyclic groups.
It is sufficient to consider the case when they are all p-cocyclic, for the same
prime p. Then the elements of order p (whlch are finite in number) form aset
of cogenerators of G. -

® For the definition of an essential extension see [1].
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: 4.5 DEeFinNiTION. We call a group G P-finitely cogenerated if it is a direct
product of a finite number of P-cocyclic groups.

4.6 THEOREM. (i) A subgroup of a finitely cooenerated group is fmltely
cogenerated.

(i) A quotient group of a finitely cogenerated group is finitely cogenerated.

Proor. (i) This is an immediate consequence of the definition of a finitely
cogenerated group.

(if) Let G be a finitely cogenerated group and let G/H be a quotient group
of G. We shall show that G/H satisfies the minimum condition. Let G;/H =
=@Gy/H= ... be a descending chain of subgroups of G/H, where G;, G,, ... are
subgroups of G. Then G,=G,= ... is a descending chain of subgroups in G.
But G satisfies the minimum condition. Hence 3 an L, such that G,=G,, all
i= L, Therefore G,/H=G;/H, all i=L. Hence the result.

We can associate with a finite set S of elements of a group G a fmztely
cogenerated quotient group of G in the following way:

Let H, be a subgroup of G, maximal w.r.t. the property of missing S.
Then G/H, is evidently a finitely cogenerated group, the cosets corresponding
to S forming a set of cogenerators. Thus corresponding to every finite set of
elements of G we get a finitely cogenerated group. In this way we get a family
of finitely cogenerated groups. We call this family ‘“the family of finitely cogene-
rated quotient groups of G”. We note, in particular, that with each element of
G we can associate a cocyclic group. ‘

We introduce the notion-dual to that of a pure subgroup of a group. If
the sequence 0~ A’ -~ A~ A" -0 is pure exact, i. e., A’ is pure in A, we shall
call A" a pure quotient group of A. We now prove a theorem which is dual to
the following known result:

A group G generated by a set of elements S can be expressed as a pure
quotient group of a direct sum of cychc groups corresponding (in some sense)
to the generators S.

4.7 THEOREM. A group G cogenerated by a set of elements § can be em-
bedded as a pure subgroup in a direct product of cocyclic groups correspond-
ing to the cogenerators S.

Proor. To each s¢S we choose a cocyclic group corresponding to each
prlme p in the following way. If s is of infinite height at p, then the correspond-
ing cocyclic group G/H, is Z,e=. 1f s is of height [ at p, then s¢p*1G and we
can choose a maximal H, as abovesub]ect to the further condition that H, 2 p'*+1G.
Then the correspondmg cocyclic group G/H, is a Z,t+1 and the coset contammg
s is also of height [ in Z,+1. Let K be the direct product of all these cocyclic
groups. We shall show that G can be embedded as a pure subgroup in K. Let
¢ be a non-zero element of G. Then {g}N S0, therefore 3s(cS)=mg, where
m is a positive integer. Hence g¢ H, and so the corresponding cocyclic group
has a non-zero coset containing g.

We define a map @ : G- K such that ¢@ is an element of K whose compo-
nents are precisely the cosets containing g. It is evident that @ is a homomor-
phism. In fact, from the above remark it follows that @ is a monomorphlsm
Moreover, we observe that we have embedded G in K preserving the heights
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of the elements of S and hence of G itself. Thus G is embedded as a pure sub-
group in K. ,

4.8 REMARK. L6s’s construction [11] is a particular case of the above theo-
“rem where all the elements of G are taken as a set of cogenerators of G.

§ 5. Group of P-pure extensions A< ,B

The set of P-pure extensions of B by A forms a subgroup of the group of
extensions A} B. We denote it by A+ ,B. The extensions in A< ,B are characte-
rized by the property that a restriction of the corresponding factor set to a
P-finitely generated subgroup of A is a transformation set. With the obvious
generalisation of the notion of Ulm subgroups (see [7]), it can be shown that
A% B is the first P-Ulm subgroup of A+ B (see[5]). |

We can also characterise A% B in terms of a presentation of A. Let 0~
B—-F-~A-0 be a presentation of A, whence we get an exact sequence

0-ALB-F\B->R.\B->A}B-0
It is obvious that the set of homomorphisrhs of R into B which can be exten-
ded to those subgroups F, of F, F,2R, such that F,/R is P-finitely generated,
form a subgroup of R A B. We denote this subgroup by R A ,B, Then

0~ALB-F\B~RL\B~A%B-0

. : ; ¥
0~ALB—>F ) B~Rk,B~A®,B~0
: } y '

0 0 0 0

is a commutative diagram with exact rows and columns (see [3]). We have thus
described A5 ,B as the quotient group of R 1, ,B by the homomorphic image of
F }, B. We shall now give a characterisation of -A% ,B which is dual to the one

A 73
given above. We observe that a P-pure exact sequence 0-A"-~A—>A"" >0 is
characterised by the fact that in the commutative diagram

0-A"-A -A"-0

tt t
0-A"-A,~A/~0
tot 4
0 0 0

where A, is an arbitrary P-finitely generated subgroup of A’" and A, is the
generalised intersection® of the maps A~ A", A/~ A", the lower row splits.
We first prove the dual of this result in the form of the following

¢ For the notion of generalised unions and intersections see Eckmanu - Hilton [0]-
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A g
5.1 THEOREM. An exact sequence O»A’*ALA”—»O is P-pure exact if
and only if in the following commutative diagram

i 73
0>A">A > A" =0

e} o} y
0-A;>A,~A"~0
oo y
0 0 -0

where A; is an arbitrary P-finitely cogenerated quotient group of A’ and A,
is the generalised union of the maps A’ A, A'—> A,, the lower row splits.
Proor. If the sequence 0~ A"~ A—~ A" -0 is P-pure exact, then obviously -
the sequence 0~ A;—~ A,~ A" 0 is also P-pure exact, and since a P-finitely
cogenerated group is P-algebraically compact, the sequence splits.

Conversely, let a’ (€ A) have heights m, n at p, pcP, in A’, A respectively,
then we shall show that m=n. Evidently m=n. Thus it is sufficient to prove
that m=n. We can associate with a” a cocylic group Z ., in which the coset
containing a’ is a cogenerator of Z ., 1. e., it has height min Z . ;. We choose
in particular, for A, this me+1- Now a’@ is of height =n in A,. Since the sequence
0~ A~ A,~ A" -0splits, a’@ is of the same height in A; as in A,. Thus the height
of '@ is =nin A;=Z7,,.,. But ¢’® has height m in A; It follows therefore
that m=n. Hence the theorem.

Let 0~ B—1—~ J~0 be a rationalization of B (see [9]), whence we get an
exact sequence 0~ A \B—~A LI-A\ J>A+ B-0. Let {B,} denote the family
of P-finitely cogenerated quotient groups of B and let /, be the generalised
union of the maps B—1I, B— B, in the commutative diagram:

\

0-B ~1 ~J~0

Vb
0By~ I~ J~0
b
0 0 0

[t is clear that the set of homomorphisms of Ainto J which can be factored

through all I, form a subgroup of A L J. We denote this subgroup by 4 L /.
Then it can be shown, using (5.1), that the commutative diagram

0~ANB~ALI-A} J>A+B~0

4 t 1 t
0~ALB—AKNI~A},]~APpB~0
} i 4 4
0 0 0 0

has exact rows. By the above diagram we have described A B as the quotient
group of AL ,J by the homomorphic image of A} J.
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§ 6. P A-groups and P — B-groups

By a P— A-group we. mean a P-algebraically compact group and by a
P - B-group we mean a group all of whose P-torsion free extensions split. Of
course we understand that a group is P-torsion free if it has no p-torsion for
peP. Most of the results of FucHs [7] can be generalised but we shall only men-
tion one, which we use in lemma 6.2, in the form of the following

6.1 PropositioN. The P-Ulm factors of a P— B-group are P— A- groups
6.2 Lemma. In the following commutative diagram

0 0 0 -
t et o1t
0-U'-VI-W1-0 3)
t &t entott
L-U -V -W -0 2)
b oAttt
L-U;-V;-W;-0 ()
o 4 4
' 0 O 0 0

(1) if all the columns are exact and the rows (1), (2) are exact, then the row
(3) is also exact;

(i) if, in addltlon, Ve is the first P-Ulm subgroup of V and U@ is P-pure
in V, then (3) is P-pure exact;

(iii) if, further, Uy A is the first P-Ulm subgroup of U and U is a P— B-
group, then (3) splits.

Proor. (i) follows from a standard result in homological algebra.

(i) Let ut€ Ut and let u'@'=m', v1c V1, neP* Let vi=vn, veV, then
wO'=nvn so VOl =nm@' =u'@'¢1=0. Hence nvd=wpr, some w,cW;.
Let Wy =v;Py, V€V Then viu® =v,Ow=mv®, so nv:v1u~|—u@, some u€U.
Since V,u is the first P-Uim subgroup of V, vyu=nv', some v'€V. Therefore
u® n@v-—-v'), and so u@=nu'®, some u'cU, as Ue is P- -pure in V. Hence
mw=vu+nu'@, uel. Therefore W@ = nvt = nym = (vyp+ nu' Oy = nu'On =
nu'§G1, which implies that U'@' is P-pure in Vi

(iii) In this case U! is a P— A-group by (6.1). Hence the P-pure exact
sequence (3) splits.

Y

§ 7. Harrison’s theorem and its applications

First we state Harrison’s theorem (See [8]) in its generalised form.

7.1 THEOREM. If0+-A">A~>A"~0, 0-~B' -~ B~-B"" -0 are P-pure exact
sequences and G is an arbitrary group, then the sequences

0-A" G ~ALNG~A' LG ~A"9,G ~A2G~APpG —0
0-G LB'-~GALB-G ;\B'~G 9pB'~G%,B~G ©@pB"~0

are exact.
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We can immediately deduce the following corollaries from theorem (7.1).

7.2 CoroLLARY. If A is a direct sum of P-cyclic groups (in particular if
A is P-finitely generated) and 0—~B'-~B—-B"' -0 is a P-pure exact se-
quence, then the sequences

0-A\B'-A.B-~AJLB’'~0
0-A+B'-A+B—-A1B"~0
are exact.

7.3 CoroLLARY. If 'the sequence 0~ A"~ A~ A" -0 is P-pure exact, and
Bis a P— A-group (in particular if B is P-finitely cogenerated), then the se-
quences

0-A"\B-ALB-~A"LB-0
0-A"+B~-A+B-~A"1+B-0
are exact. ‘

We now state a simple result regarding inverse limits in the form of

7.4 ProposiTiON. The inverse limit of an inverse system of exact sequences
O0—-A;~A,~ A, is an exact sequence 0—lim A;—lim A, ~lim A,

In the rest of this section we shall conside(r_only puTe exact <s—equences, i. e,
P is taken to be the set of ail primes.

From (7.2) and (7.4) we deduce :

7.5 ProposiTION. Let 0—~B’~B—~B""—~0 be a pure exact sequence and
A=lim A,, where {A,} is the family of finitely generated subgroups of A,

then the sequence

0-1im A, + B’ ~1lim A, + B~1lim A, + B”’
— . <——

is exact.

7.6 REMARK. Let T be a contravariant functor, and let A=lim A, with
mapsIlt: A,~ A o< B, 1, A,— A.Then T induces the maps T(I1I): T(Ag) -~ T(A,),
T(I1-): T(A)-T(A,). Evidently lim T(A,) is defined and let ¥, :lim T(A4) -~ T(A,).

Then we candefine a unique homomorphism & :T(A)~1imT(A,) such that the

H [
diagram T(A)—~ lim T(A,)
AN R I
T(Ta) ™\, voe
T(A.)
is commutative.

We observe that ker @= ker T(IL,). We study @ for a particular

functor T in
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7.7 THEOREM. Let A=lim A,, where {A,} is the family of finitely generated

. . - ] @
subgroups of A. Then the sequence 0~ A B~ A+ B--lim A, | B is exact.
Moreover, @ is onto if A is countable.

Proor. From the above remark it follows that the kernel of @ consists
of those extensions of B by A which, when restricted to an arbitrary finitely
generated subgroup of A, split, i. e., the pure extensions of B by A. The proof
that @ is onto when A is countable is virtually the same as that of theorem
24.4 in [3]. '

From (7.1); (7.5) and (7.7) we deduce the following proposition.

7.8 ProposITION. If 0=~B'~B=B" >0 is a pure exact sequence and
A= lim A,, {A.} being the family of finitely generated subgroups of A, then

the diagram

0 0 0. 0

| ) } |
ANB'~ARB ~A®B~A ©B"-0

} Vo ¥ . i
ALB'~A}B'~A+B>A +B'=0

' ; ! /

0-1lim A, } B'~lim A, + B~lim A, + B”

is commutative with exact rows and columns.

7.9 THEOREM. If & is onto in (7.7), then the sequence

a ¢ .
0—1lim A, 4 B’ >lim A, + B> lim A, + B” >0
splits.

Proor. f @ is onto in (7.8), then y is obviously onto. Then the result
follows from lemma (6.2).

7.10 CoroLrLarY. If A is countéble. then the sequence in (7.9) splits.
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