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DOUBLE COMPACTIFICATION D’ESPACES SYNTOPOGENES

Par

A. CSASZAR
Chaire d'Analvse Mathématique, Université Edtvis Lordnd, Budapest
fRegu le /4 février 1964)

Dans la wmonographie {i], j’ai montré que chaque espace syntepogéne
peut étre plongé, de maniére isomorphe, dans un espace syntopogéne doublement
complet et que, en admettant cerfaines conditions supplémentaires, cet espace
doublement complet est univoquement déterminé a isomorphie prés par ’espace
donné. On peut dire la méme chose quant au plongement d’espaces syntopogenes
simples dans des espaces syntopogénes simples doublement compacts (v. [1],
chapitre 16). En tenant compte du fait que, parmi les espaces uniformes, ce ne
sont que les espaces uniformes fofalement bornes (ou précompacts) qui admettent
un plongement dans un espace uniforme compact, je ne me suis pas occupé
du plongement d’espaces syntopogenes non-simples dans d’espaces syntopogénes
compacts. Tout de méme, j’al apergu récemment gque les mdéthodes élabordes
dans le chapitre cité de [I] fournissent sans difficuité Vextension de-la théarie
de double compactification aux espaces syntopogénes quelconques.

Le but de cet ouvrage est de présenter ceite extension. Les références du
type (x-¥) (oit x et y sont des nombres naturels) se référent a la monographie
f1], tandis que celles de type (x) indiquent les formules du présent article. Pour
l1a terminologie et la notation, nous renvoyons le lecteur a {1].

1. Soit [E, %] un espace syntopogéne quelconque. Désignons par E* uii
ensemble de grilles comprimées dans E, contenant l'ensemble Ej des grilles
fondamentales (c’est-a-dire ayant la forme {{x}} ot x€ E). Posons ¥ = &
et observons que les éléments de E* sont ¢galement comprimés par rapport a
T (cf. (15.47)).

Appliquons a E* et a Set < la construction décrite dans (16 40) Defrcon
plus détaillée, posons pour ACE, A =0

(1) g(A) = {x* x* € E* x* (C) A}, g0)=0

(cf. (16.34)) et, pour <€ Fou <€, A* B*C E¥ soit A* <® & B*si et seu-
lement si il existe deux ensembles A et B tels que A*Cg(A), A< B, g(B)C B*
(cf. (16.2)). On pose alors

(2) .7’*:{-:(2-3)0:{6‘9’},



4 A. CSASZAR

(3) y’*:{<(g,g)4:<€y'}

cf. (16.26)).

De plus, les grilles x*¢ E* étant comprimées dans 7, dans &S et dans &
(cf. 15.47)), on peut appliquer (16.65) pour &, pour & et pour 7. Autrement
dit, posons pour ACE

(4) hA) = {x* : x* € E*, x*(N) A = 0}

(cf. (16.51)) et, pour <€, <€F5 ou <€J , A* B*CE¥* soit A* <@&MB*
valable si et seulement si 'on peut trouver deux ensembles A et B tels que
A*Cg(A), A< B, (B)C B*. Posons enfin

) L = (<@ <cF},
(6) GFsk* ={<(g,h):<€.975},
(7) T (@ <c T}

(cf. (16.61)). v
D’apreés (16.40) et (16.65), F*, T *, F** Fsk* et 7 ** sont des struc-
tures syntopogénes sur E*. De plus, si on pose pour x€ E

(8) fx) = 1} € E3
(cf. (16.33)), on a
©) [FUSH) = [UF) = F, TS = T

fUT ) = [T ) =T
D’aprés (16.56) et (16.62), on a encore

(10) Pk PH Paks | Pk Ak _ %
On déduit aisément de (10)

(11 SPESt . PRt _ GPskkt

(cf. (8.36)). Nous démontrons encore V’égalité

(12) Psxxt _ T %

d’ol1 résulte
(13) FHst = T *,
En effet, posons
(<1} =g, (<) =T =9
Si A*<}B* on a A*<@&MB* pour un ordre <€, donc
A* Cg(A), A<B, AB)CB*

pour deux ensembles convenables A et B, d’oit A<,B et A* <,(&MB* D’autre
part, si A*<,@mMB* on a
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A* C g(A), A=<, B, RhB)C B*

par suite A< B pour un ordre convenable <¢.57s et alors A¥ (&M B* @& k)¢
€ Fs** donc A*<iB* Eu égard a la formule & * iz I7%* = { < &M} on
obtient (12). :

E£n résumant, on peut donc énoncer le lemme suivant:

LemME L. Soient [E, & un espace syntopogéne, 7 = F E¥ Pensemble des
grilles fondamentales de E, E*DE} un ensemble de grilles comprimées dans
(E, P} et F* et T * soient définis suivant (1), (2) et (3). On a alors

Sorst — T

Supposons maintenant que E* — Ej coincide avec I’ensemble de tous les
filtres comprimés, ronds et non-convergents par rapport & ¢ ou, ce qui veut
dire la méme chose, par rapport 4 7 (cf. (15.47), (16.42) et (15.13)). Dans ce
cas, la structure syntopogéne -7 * est doublement compact en vertu de (16.90).
On en déduit d’aprés (13) et (15.95) que &* est également doublement compact.
De plus, [E*, S°*] est relativement séparé par rapport & Ej; en effet,
[E*, 7 *] est relativement séparé par rapport & Ej en vertu de (16.90), et ilen est
de méme quant A [E* S7*] en vertu de (16.47),2 (13) et (14.4). Enfin, E¥ est
dense dans [E*, 7 *] d’aprés (16.40), par conséquent dans [E*, S7*¢] et dans
[E*, &*] (cf. (13) et (15.13)).

D’aprés ce qui précéde, nous sommes amenés A introduire Ia définition
suivante (cf. [1], p. 265):

DEFiNITION 1. Nous appelons double compactification d’un espace syntopo-
géne [E, &) le triple (E’, &', [’y d’un ensemble E’, d’une structure syntopogéne
doublement compacte S’ sur E’ et d’un isomorphisme f de [E, & ] sur [E;, 5'|E}],
ot Eg est une partie de E’, dense dans [E’, ¢ ] el telle que (E’, " est relativement
séparé par rapport d E,,

En faisant usage de cette terminologie, nous avons donc démontré:

TuéorEME 1. Soit [E, &) un espace syntopogéne quelconque. Il existe alors
des doubles compactifications (E', &, ) de [E, ). Il en existe méme telles que
&= f-Y&); unexemple en est fourni par le triple (E*, 7%, f) ot E* est Pensemble
de toutes les grilles fondamentales et de tous les filtres ronds, comprimés et non-con-
vergents dans s, P* est défini par (1) et (2), et | désigne Uapplication (8).

On déduit aisément de (16.91) que 1a double compactification d’un espace
syntopogéne est déterminée de maniére univoque, 2 isomorphie prés:

THEOREME 2. Seient (E', &', f) et (E”, &, ) deux doubles compactifica-
tions d’un espace syntopogéne |E, & |. Il existe une seule application (S'sip, "sr).
continue g de E’ dans E” telle que gIf (E)=F" o f'~1, et cette application g est un
isomorphisme de |E’, &) sur [E”, &”].

Si S est ume structure syntopogéne simple, sa double compactification
étudiée ici cotncide évidemment avec celle dont ’existence et I'unicité essentielle
ont été démontrées dans [1], (16.94) et (16.95). La proposition (16.96) se géné-
ralise de la manitre suivante:

! Dans (16.47), on doit remplacer EY par E, (faute d’impression).
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THEOREME 3. Si [E, & | est un espace syntopogene synwirique, il existe une
double compg;t:‘ﬁcarion (E", &, 1) de [E, S| telle que &’ soit symétrique et que
_1(‘/1) = A
/ Ceci se déduit du th. 1 et du théoréme suivani:

THEOREME 4. Si (E', ., ') est une double compactification de Pespace syn-
topogéne {E, S|, alors (E’, &5, [} est une double compactification de [E, s).

En effet, &7 étant doublement compact, &’ Pest aussi (cf. (15.93)), }
est un isomorphisme de [E, ] sur [f(E), &*|F(E)] (cf. (10.12) et (9.12)),
S+ est relativement séparé par rapport & f(E) (cf. (16.47)), enfin f'(E) est dense
dans [E, $7s5] = [E, 57s).

Le théoréme suivant, analogue au précédent, met en évidence le rapport
des doubles compactifications d’espaces syntopogénes quelconques aux dou-
bles compactifications d’espaces syntopogénes simples:

THEOREME 5. Si (E’, &, |') est une double compactification d’un espace syn-
fopogéne [E, S |, alors (E’, ", ) est une double compixtification de [E, ']

Pour le voir, on raisonne comme plus haut, eu égard a ce que f(E) est
dense dans {E’, &%) en vertu-de Pégalité &7t = st (cf. (8.51)) et de (15.13).

On déduit aisément de (16.46) et (14.10):

THEOREME 6. Si (E’, &, f') est une double compactification d’un espace syn-
topogéne séparé, alors & est également sépare.

2, Le th. (16.102) de [1] montre que le probleme de construire une double
compactification d’un espace syntopogéne simple se raméne a celui de construire
une comyplétion d’une structure syntopogéne (biparfait). Nous allons montrer
que, réciproquement, la connaissance d'une double compactification d’un
espace syntopogéne (quelconque) permet de déterminer une complétion de
cet espace. En effet, ceci est contenu dans le théoréme suivant:

THEOREME 7. Si (E’, 5, ) est une double compactification d’un espace
syntopogéne [E, F ), f(E) = E; et E| désigne la fermeture de E; dans [E’, %],
alors (E;, %’|Es;, ) est une complétion de {E, &).

DEMONSTRATION. La structure 57 étant compacte par définition, elle est
compléte (cf. (15.81)). Par conséquent, 5" est également compléte d’aprés
(15.63), et S'VE; Pest aussi (cf. (15.67)). Donc

(Y = S

(cf. (9.12)) est une structure syntopogéne compléte ce qui veut dire que &'|Ej
est doublement compléte. Ej est dense dans [E] (&|E])®] (cf. (15.28)) et |
est un isomorphisme de [E, & | sur [Ej, &|Ey] = [E;, (¢ |EDIEG] (cf. (9.15)).
Enfin, [E;, %|E{] est évidemment relativement séparé par rapport a E;
{cf. (6.22)).

D’autre part, cette construction fournit essentjellement toutes les complé-
tions d’un espace syntopogene:

TuéorEME 8. Soif (E', S, [’) une complétion d’un espace syntopogéne
[E, &1 Si (E”, &”,F") est une double compaciification de [E’, &), alors
(E”", &, | o} est une double compactification de [E, ] et { est un iso-
morphisme de [E, &1 sur la fermeture de {’(f(E)) dans [E”, & ).

DémonsTRATION. Posons Ef = f(E), E{ = f/(E)), Ei = f(E’). L’ap-
plication f” o f est un isomorphisme de [E, %] sur [Ef, &"|Ey] (cf. (10.18)
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et (10.8)). £y est dense dans [E”, 77|, en effet, Ej est dense dans [E', &'%|
et par conséquent dans [E’, &5 (cf. (15.13)), donc Eg est dense dans
[Ef, 5|Ey ), de plus Ey est dense dans [E”, &S| d’oi résulte

gﬂs[Eaf] - 5/.'03['99”3[‘83/” . yﬂs[E;] — EN
(cf. (15.27)). [E”, &) est relativement séparé par rapport & E{’ et [E{’, &"|E]]
I’est par rapport a Ej d’oil s’ensuit ais¢ment que |E”, 5] est relativement
séparé par rapport & Ey (cf. (6.22)). Tout cela montre la validité de la pre-

miére assertion,
Pour compléter la démonstration, il suffit de vérifier ’égalité

P EY) = Ef.

Or, E; étant dense dans [E’, **] et [ étant un isomorphisme de [E’, &|
sur [Ey, &7|E{], on a évidemment

FEY] D EY,

tandis que Vinclusion

EY > S HEY)
résulte du fait que E;’ est fermé dans [E”, &%), conséquence de (15.68) dont
les hypothéses se vérifient parce que [E”, 5] et parsuite [E”, "] est rela-
tivement séparé par rapport & E} ce qui entraine que E;’ est fermé dans
[E”, &svb] en vertu du lemme suivant:

LEMME 2. Un espace syntopogéne |E, 57 ) est relativement séparé par rapport
4 ACE si ef seulement si x€ E— A implique x-<ux pour {<,} = S,

En effet, si [E, &| est relativement séparé par rapport a A, alors x¢ £ —
- A, ye E—x impliquent x<E—y ou x<‘E—y pour un ordre <¢&”, dong
x<*E—yet x<,E—~y ou{<,}=5" par suite x <4x puisque y¢ E—x est quel-
congue; on a donc x <yx. Réciproquement, si x¢ E— A implique x <X, on a pour
X€E— A, ye E—xlaformule x < ,E—y, donc x<{E—y et x<,E~y (cf. (5.38)),
par suite x <SE—y pou. un ordre- €Y7, ¢’est-a-dire ou bien x<E —y, ou bien
x=°E—y (cf. (3.6)), di sorte que [E, 5] est relativement-séparé par rapport
a A

3. Considérons un espace uniforme {E, #], et soit & lastructure syntopo-
géne biparfaite et symétrique associée & #. D'aprés th. 3, il existe une double
compactification (E’, &, {') de [E, &7 ] telle que % soit une structure syntopo-
géne symétrique (satisfaisant méme a la condition f'-4(5) = ), et en vertu
de th. 5, (E’, %, ) est une double compactification de [E, &*], ¢’est-a-dire
de ’espace topogéne symétrigque associée 3 V'espace de proximité déduit de
{E, ). Cependant, il serait erroné de croire que %’ soit associé & une structure
uniforme; en effet, en général, %’ ne sera pas biparfail. C’est pourquoi on peut
poser le probléme de déterminer tous les espaces syntopogénes qui admetient
une double compactification (E’, &7, }') oit &’ est une structure syntopogene
biparfaite.

Cette question se résout complétement par le théoréme suivant:

TueEorEME 9. Pour qu'u.. espace Syntopogéne [E, | posséde une doublc
compactification (E’, &, ') tellz que & soit biparfait, il fauf et il suffit que & soit
totalement borne. :
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La démonstration se compose de quelques lemmes.

LemME 3. Si(E’, &, ) est une double compactification de [E, 5 | et S =",
alors (E’, &, f) est une complétion de [E, S| et & est totalement borné.

En effet, il suffit de montrer que {'(E) est dense dans [E’, %] et d’appli-
quer th. 7. Or, f(E) est dense dans [E’, §77%], donc dans [E’, &P ] (¢f. (15.13))
et ' = ' implique

Srsp = Ly esp — GFsh

{cf. (5.29)). Ainsi (E', &, }) est une complétion de [E, & ]et, d'aprés (19.28),
& est totalement borné.

LEMME 4. Si [E, % ] est un espace syntopogéne totalement borne, alors chague
complétion (E’, ", f) de |E, &) est une double compactification de [E, & ].

Eneffet d’aprés (19.28), &7’ est compact, par conséquent s est également
compact (cf. (15.79)) et & est doublement compact (cf. (15.95) et (15.78)).
De plus, f'(E) étant dense dans [E’, '], il est dense dans [E’, &¢] (cf. (15.13)).

LEMME 3, Un espace syntopogéne [E, S | fotalement borné posséde une double
compactification (E', &, f) telle que &"* =5 Si, en ouire, =%, on peut choi-
sir & de la maniére gu'on ait

(14) FuFy = &

Si & = W%, on peut assujettir & aux conditions (14) et &' = .5 s,

En effet, & ~ % d’aprés (19.13). Soit (E’, &, f) une complétion de
[E,&?] telle que f—1(F) =57 et & =578 (cf. (16.74)). 81 =95, choisissons
&7 de la maniére qu’on ait & = ¥ ' (cf. (16.74)). D’aprés lemme 4, on en
déduit ’énoncé.

Les lemmes 3 et 5 fournissent th. 9. Il en résulte encore:

TreEorEME 10. 8i [E, Y] est un espace syntopogéne totalement borné, alors
les complétions de |E, & | coincident avec les doubles compactifications de [E, & ].

En effet, toute complétion de [E, %] est une double compactification d’a-
prés lemme 4, D’autre part, une double compactification (E', &, f') de [E, & ]
telle que & =57 est une complétion en vertu de lemme 3, et il existe des dou-
bles compactifications de cette sorte d’apreés lemme 5. Or, si (E” &, ) est une
autre double compactification de [E, %], il existe en vertu de th. 2 un isomor-
phismeg de [E’, & |sur [E”, & [tel que gif (E) = {’ » '~ d’ott résulte évidem-
ment que (E”, &, §’) est une complétion de [E, 5] (ci. (15.62) et (15.18)).

4. Les questions concernant les structures fonctionnelles se généralisent
saps aucune difficuité. On démontre d’abord de 1a méme maniére que (16.99):

Lemme 6. Soient (E', 97, ') une double compactification d’un espace synto-
pogéne [E, ) et &y une structure syntopogéne sur E’ felle que ¥{=aS”,
FUY(EY~ | (E). Alors (E', &, [} est également une double compactification
de [E, & ]et S~

La combinaison des démonstrations de (16.84) et (16.91) fournit:

LEMME 7. Seient [E, ]| un espace syntopogéne, [E’, S| un espace synto-
pogéne doublement compact, E,C E dense dans [E, %] et ¢, un ensemble (%|E,,

"y -continu d'applications de E, dans E’. Alors chaque application |, ¢, posséde
iun prolongement sur F de la maniére que ces prolongements constituent un ensemble
( ., &) -continu.
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En combinant les démonstrations de (16.85) et (16.100), on déduit des
lemmes 6 et 7:

THEOREME }1. Seif @ une structure fonctionnelle sur un ensemble E. I
existe alors une Structure fonctionnelle @ sur un ensemble E’ ef une application
biunivogue h de E sur une partie EJCE’ telies que (E', F%., h) soit une double
compactification de {E, S5 1; les familles fonctionnelles ¢ & sont en correspondance
biunivogue aux familles fonctionnelles o< @, ainsi gque les fonctions feq’ aux
fonctions fc@. ot o correspond ¢ @. Pour la fonction {* correspondant ¢ f, on a
f=Foh e par suite

g = h_]‘(%‘).

Si © est une structure ordonnairice, en particulier symétrique ou simple, alors en
peut assujettir @ d la méme condition.

On peut encore ajouter comme conséquence de th. 2 et (16.90):

THEOREME [2. Si @ est une structure fonctionnelle sur E et (E', ., I')
et (E”, S A7) deux doubles compactifications de [E, 53] du type décrit dans
th. 11, alors il existe une application g (S5, Y4-) -continue ef une seule safisfai-
sant ¢ la condition

gIW(Ey=h"oh .

Cette application g est un isomorphisme de {E', %4 | sur |E”, So-| et les familles
fonctionnelies ¢’ € @’ et ¢ € O sont en correspondance biunivoque, ainsi que les
fonctions f'c g et {7 ¢ ¢ des familles fonctionnelles correspondantes, nofamment
f =1 g Si D estunestructure ordonnatrice, en particulier syméfrique ou simple,
alors @ Pest également.

5. Afin de pouvoir généraliser ia théorie des compactifications de topo-
logies uniformisables ([1], pp. 268 4 270), nous avons besoin d’une généralisa-
tion de (15.89).

LeEMME 8. Soient S une structure syntopogéne compacte et & une siructure
synfa%’g&ne syméirigite sur un ensemble E ef supposons qulon @ & <SP, Alors
S

DEMONSTRATION, Etant donné un ordre <’€>”, posons <j€ ¥/, <’ € <«j?
{cI. (8)) =1C =8, =€ =, C<? <€ 81 A<’ B, il existe un ensemble C
tel que A <;C <] B. Pour x€C, on a x<; B (cf. (4.7)) de sorte qu’il existe
un ensemble V tel que x <=V, < B. D'autre part,six¢c F-C, on a x<} E— A
en conséquence de la symétrie de o, donc x<f E— A, x<, E— A. . étant
compact, un nembre fini des ensembles V. et E— A recouvrent Pespace E
(cf. (15.77)). donc

13
ACUV,  (x€0).
1

Comme V,, <B (I=i=n), on a donc A=B, c’est-a-dire «'C~.

La généralisation mentionnée de {15.89) est la suivante:

THEOREME 13. Sefent [E, & | un espace syntopogéne compact, [E’, &' | un es-
pace syntopogéne symétrique el f une application (57, &%) -continue. Alors | est
(-, &) -continue.

En effet, {-1(&) est une structure syntopogéne symétrique (cf. (9.7)) et
=Yy ef WPV =f-YFP) P, D'aprés lemme 8, on a done {~Y&F )< .
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Considérons maintenant un espace syntupogene [E, | et supposous qu'il
existe une structure syntopogéne symeétrique &7 telle que #=5°¢. Datis ce cas.
nous dirons que la structure & (ou Vespace {E, >7]) est syméfrisable:

DErinITION 2. Une structure syntopogéne (parfaite) 7 est dite symeétrisable
s’il existe une structure syntopogéne symetrigue & felle que = 4.

Une structure topogéne est sy.nétrisablesiet seulement si elle est une to-
pologie uniformisable. Toute syntopologie symétrigue est symétrisable.

DérniTion 3. Nous appelons compactification d’un espace synfopogéne
(parfait) syméirisable [E, 7 ie triple (E', &', ') @’un ensemble E’, d’une structure
syatopogéne syméirisable, parfaite ef compacte " sur E’ ef d’une application f
de E dans E’ telle que | soit un isomorphisme de [E, 5] sur [f(E), & |f(E}],
F(E) soit dense dans [E’, '] et [E’', 5] soit relativement séparé par rapport g
f(E).

DEFiNiTION 4. Si (£, &, [') et (E”, 57, ') sont deux compactifications d’un
espace synfopogéne symétrisatie [E, &), nous disons gque la premiére est plus
fine que la seconde si il existe une applicationg (5, &) -continue de E’ dans E”
telle gue g|f'(E) = " o ['~1; nous disons que ces deux compactifications sont équi-
valenles si il existe un isomorphisme g de [E’, . |sur [E”, %" | satistaisant d la
méme cgalité. :

On peut alors repéter la démonstration de (16.104) en remplagant (16.96)
par th. 3 et (15.89) par th. 13 et aboutiir au théoréme suivant:

THEoOREME 14. Soit [E, ¥ | un espace syntopogéne syméirisable. Il existe une
correspondance biunivogue entre les classes de structures syniopogénes symélrigues
dquivalentes 5 telles que F=7 et les classes de compactifications dquivalentes
de [E, &|. Si F=F0=F, . et I sont des structures syntopogénes symélri-
ques et (E, &7, ) et (E;, 5, fo) sont des compactifications appartenant qux
classes qui correspendent aux classes contenant % et & respectivement, alors
(E3, 4, 1) est plus fine que (Ej, &1, ;) §i et senlement si =¥, Deux compac-
fifications sont eguivalentes si ef seulement si chacune d’elles est plus fine que
{'autre.

Pour obtenir les compactifications correspondant 2 la classe d’équivalence
contenant la structure syntopogéne symétrique A4 telle que &= %%, on consi-
dére les doubles compactifications (£, 74, F) de [E, S| telles que &5 = .9
et les compactifications cherchées de [E, 5| (les unes équivalentes aux autres)
sont fournies par la formule (E', <, ).

Dang le th. 14, il s’agit évidemment d’une généraiisation du théoréme de
compactification de Yu. M. SmirNov. Nous ajoutons encore une généralisa-
tion du théoréme de compactification de M. H. Stone—E. Cecn.

Dans ce but, nous avons hesoin de la généralisation suivante de la premi-
ére partie de (12.63):

LEMME 9. Si Fest une structure syntopogéne symetrisable, il cxiste une strue-
{ure syntopogéne symétrigue &, telle gue S5 .5 et pius fine que toutes les structures
syntopogénes symélrigues & satisfaisant a la condition <.

Pour le voir, il suffit de poser

K= V(% T = 43, I < ).
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En effet, &5 = & d’apres (8.102), on a ¢videmment < et par conséquent
Sr<, enfin 2= étant valable pour au moins une structuresyntopogene
symétrique %, on a aussi = F<Sh.

On en déduit similairement 4 la démonstration de (12.64):

LEMME 10. Soient [E, ¥ | et [E’, & deux espaces syntopogénes svimetrisables,
% la plus fine structure syntopogéne symetrique telle que .5 <Fet 5 une structure
syntopogéne symétrique quelconque telle que 7P <.%’. Alors toute application,
(%, &’) -continue est (S, ) -continue.

Ceci étant établi, on peut répéter la démonstration de (16.106) en rempla-
cant (12.64) par lemme 10 et (15.89) par th. 13. On obtient:

THEOREME 15. Soient [E,<"| un espace syntopogéne symétrisable et (Eq, , f,)
ia plus fine compactification de |E, > |. Sigest uneapplication (& &) -continue
de E dans un espace synfopogéne symétrisable, compact et séparé (E’..’], alors
gof,~t admet un prolongement (S, ) -continu et un seul.

Littérature

[t] A. CsAszAw, Grundlagen der allgemeinen Topologie (Budapest — Leipzig, 1963).
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The aim of this note is to give some comments on groups which can be
ordered.!

If in a group G a full order relation = is defined such that a=b implies
ca=ch and ac=bc for all g, b, ¢ in G, then G i5 said to be a fully ordered group.
If G is an abstract group in which a full order relation can be introduced making
G into a fully ordered group, then G is called an O-group. If in G every partial
order relation can be extended to a full order relation then G is said to be an
O*-group. Trivially, every O*-group is an O-group, and it has been an open
question whether or not O-groups are necessarily O*-groups. We shall show that
the answer to this question is in the negative. Namely we prove that frée groups
F, of rank n=3 (which are known to be O-groups) are not O*-groups.

Next we exhibit an example of an O*-group which admits exactly four full
orders. Then we show that the wreath produet of an O-group by an O-group is
again an O-group.

1. Let F, denote the free group of rank n where n is a natural integer. It
is well known that the groups F, are O-groups (see e. g. [1]). In order to show
the existence of O-groups which are not O*-groups, we verify:

THEOREM 1. The free group F, of rank n=3 is not an O*-group.

Recall that by a result of M. OnNIsH1, a group G is an O*-group if and only
if it satisfies: (i) if b, c€ S(a), then S(b) and S(c) have a non-void intersection,
(ii) e€ S(a) implies a = e = the neutral element of G. Here we have denoted
by S(a) the normal subsemigroup of G generated by @€ G, 1. e. the set of products
of conjugates of a. Since the factor group of any group satisfying condition
(i) again satisfies the same condition, for the proof of Theorem 1 it will suffice

to show that the group
G = {x}*{y} {2}

which is the free product of an infinite cyclic group {x} and two cyclic groups
{y}, {2} of order 2, does not satisfy condition (i).

! For the terminology and basic facts on ordered groups we refer to [1].
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For the elements ge¢ G, define

r.(g) = the number of all x* with k=0 (in the reduced form of g) situated
between two Vv’s minus the number of all x* with k<0 situated
hetween two y’s;
_ v.(g) = the same number defined by z instead of y;
and we put

ng) = vy(g)—v.(g)-
For instance, if ¢ = yx~—%yaxyxdyzx-1zxyzyx®y then vy(g) = 2—-1 = 1, v(g) =

=0—1= —1. and v(g) = 2. It follows at once that

N v(g=1) = —»(g) for every g€ G.

The main property of the function »(g) is the following:

(2) v(gh) = v(g)+v(h)+n with v =—1or 0 or 1,

for all g,h€G. Denote by I(g) (the length of g) the number of letters in the reduc-
ed form of g. (In the example above we have e. g. [(g) = 17.) Then (2) is ob-
vious whenever either I(g)=1 or I(h)=1, hence we may restrict ourselves to
the case when both [(g)=2 and [(h)=2. Since then

g =gyx* or g =gaxk with k =0, £1, +2, ...
and
h = x'yhy or h = xX’zhy with =0, =1, £2, ...

for some gy, b, € G (50 that the last letter of g; and the first letter of h; differ
from y in the first and from 2 in the second alternative), we have

Lemma. If I(gh)=l(g)+1(h)— 1, then

I. v(gh) = v(g)+v(h)-1 if and only if either g =gyx* and h =
= xlyh; with k+1<0 or g = gzx* and h = xzh, with k+1>0;

1. »(gh) = v(g)+v(h) if and only if either g =gyx* and h = xizh;
or g =gzx* and h = xiyh,;

I11. »(gh) = v(g)+v(h)+l if and only if either g =gyx* and h =
= x'yh, with k+1=0 or g = gex¥ and h = x%zh, with k+1<0.

The proof is immediate and may be left to the reader.

In the cases covered by the Lemma, (2) obviously holds. Hence it is suffi-
cient to consider the cases when I(gh)<I[(g)+I(h)—1. In these cases we may
write

g=gb and h=b"'h

where b, -1 are the maximal parts of g, h which cancel in the product gh,
L. e., gihy is a product for which v(g,ly) = v(g)) +v(h)+~n withn =0, —1T or I.
We distinguish three cases.

Case 1. v(g,h) = v(g,)+v(h))—1. Then, by the Lemma, we have two pos-
sibilities which can be dealt with analogously. For definiteness, let g, = g,yx*
and hy = x'yh, with k+1<0. Then the only case in which v(g) = v(g,)+v(b)
fand »(h) = v(b-Y)+v(h)] iswhenk = 0,1 = Oandb = yb;. Nowr(g) = v(g)+
+v()x1 and »(h) = v(b-Y)+»(h;)+1 where 1 or —1 stands according as k
(or I) is >0 or <0. Because of k+1/<0 one of k;, [ is certainly <O, hence
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v(gh) = v(ghy) = v(gy) +v(hy) — 1 = v(g) — (&) +v(h) —v(b 1)+
+1+1-1=v(@+vh)+1.

Case 2. v(g;hy) =v(g;)+v(hy)+ 1. This case can be disposed of analogously
by making use of the Lemma.

Case 3. v(g,hy) = v(g,)+v(h). We may assume that g, = g,yx* and h; =
= x'zh,. Then the first letter of b is either y or zif k ¢ G or [ # O, and is x™
(m = 0)if k =1 = 0. If the first letter of b is y, then »(g) = v(g)+v(b) L1,
v(h) = (b~ +v(hy), so that v(gh) = v(g1fy) = v(g)+v(R)+ 1. The same holds
if z is the first letter of . If g, = g,y, iy = zh, and b = x™b,, then v(g) = v(g;) +
+o(0) L1, v(h) = v(b=) +v(ly) or v(g) = v(g) +v(b), v(h) = v(b-Y)+uv(l) L1
according as the first letter of b, is y or 2, while if b = x™ then v(g) = v(g)+
+v(b), v(h) = v(b-Y)+v(hy). In any case, v(gh) = v(g)+v{h)+n with = 0,
1 or —1.

This completes the proof of (2).

The next step is to verify that

(3) v(g - lxyxyg) = 1 for every g¢G.

This is obvious if g = e or if the first letter of g is 2. If the first letter of g is

¥, then we may think of using yxyx instead of xyxy, so that the only case of

interest is when g = x*g with k = O and g, = e. If g, begins with 2, then (3)

is trivial. If'g = xyg,, then g-lxyxyg = g;~1 xyxyg, and we have a shorter word

g, 80 that the case g = x¥yg, (k # 0, 1) remains. Now the reduced form is

g5 tyx—k+lyxyxkyg, with g, written out explicitly, and for this element » equals 1.
Similarly we have

@) v(g~1xzxzg) = — 1 for every gcG.
Now (2) and (3) imply that for conjugates u, of xyxy we have
vty - .- tp) = w(Uy) +o(Up) + -+ () —(n—1) = 1,
while for conjugates v, of xzxz we have, in view of (2) and (4),

v(rVy . V)= (V) (V) + . Fe(v) F(m—1) = — 1,

Consequently, the semigroups S(xyxy) and S(xzxz) do not intersect, though
xyxy and xzxz are in S(x). Thus G violates (i), and this completes the proof.

2. It is of some interest to find examples for groups which admit but a
finite number of different full orders. The infinite cyclic group, and more gene-
rally, every non-trivial subgroup of the additive group of the rational numbers
is an O-group with exactly two full orders. The torsion-free abelian groups of
rank =2 have already continuously many different_full orders, so the groups
with a finite number of full orders must be non-cofimutative, except for the
mentioned cases. -

THEOREM 2. The group

G = {a, b|ba = ab*}

is an O*-group with exactly four different full orders.
In this group G we have, for every natural integer k, (a*ba—*)2 = ak-1pa- (k-1
and if we define
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bz—k - akba-k (k = ], 2, .. )

(which obviously holds for k = 0, — 1, —2,...), then the powers of b to dya-
dic rational exponents have a meaning and for every dyadic rational «

a—kbegk = b= 2 (k=0, £1, £2,...).

Hence the elements of G may be written in the form @"b* with integers n and
dyadic rationals «, and it follows that a6 = a™b? if and only if n = m and
a = fp. The dyadic powers of b form a normal subgroup N of G such that the
factor group G/N is an infinite cyclic group (generated by aN). It is straight-
forward to check that if we take any full orders on N and on G/N, then the
lexicographic extension leads to a full order on G. In order to show that G ad-
mits no full order other than these four ones, observe that because of

b—ﬂa—m(anba)amb,s = gnp—r2t+e2Map

any two elements of the form ab* with dyadic rationals « are conjugate. Thus
in any full order of G, either a= b for all « or a<b* for all «. Therefore N is
always convex and there exist no more than four full orders corresponding to
the cases e<b<a, e<b l<a, e<b<a~l, e<b-l<a-1

We have to show that our group G is an O*-group. Let y and 2 be products
of conjugates of some x€ G, x = a"b>. By raising y and 2 to appropriate powers,
if necessary, we may assume that the same numbers of conjugates of x are
multiplied to obtain y and z. Then y = a*bf and z = a*"b”. For an arbitrary
positive integer f we have

yt = a*psT where T = 1+42kn4 | 4 20-Dkn

and
A-1p=dape = gkmt p:T+o(1 — 2k

Hence if we choose t = 2%n— 1, then T is divisible by ¢, and a dyadic é can be
chosen so that BT = 9T+ 8(1 —2%). This completes the proof.

3. Now we turn our attention to the wreath product of two O-groups.

Recall the definition of wreath product G : H of two groups G and H.
For every h¢ H take an isomorphic copy G, of G with a fixed isomorphism =, :
g—g, of G onto G,. Form the direct product IIG, and define G ; H as the split-
ting extension of /7G, by H subject to the rule

h-lgwh = g forall hH € H.

THEOREM 3. The wreath product of two O-groups is again an O-group.

Let G and H be O-groups, and define arbitrarily a full order P on G and
one Q on H. Then P gives rise through n, a full order P, on G, for each he H.
The direct product II G, can lexicographically be ordered if the index set is
ordered as. prescribed by Q. It follows readily that the arising full order of the
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direct product [1G, is left invariaut under conjugation by elements of H.
If the order relation of G H is defined by taking this full order of IIG,
and then extending lexicographically by H, then G : H becomes a fully ordered
group. Consequently, G : H is again an O-group if so are G and H.

Reference

[t] L. Fucus, Partially ordered algebraic systems, Pergamon Press (Oxford — London -
NewYork — Paris), 1963.
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UBER FLUCHTPUNKTE EINER 2-ZELLE

Von
V. SCHARNITZKY und j. SZENTHE
Lehrstuhl fiir Analysis der Edtvds Lordnd Universitdt, Budapest und
Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie der Technischen Universitit, Budapest
(Eingegangen am 14. Mdrz 1964.)

Im Folgenden zeigen wir, daf die Anzahl der Fluchtpunkte in einer 2-di-
mensionalen Zelle — unter gewissen naheliegenden Bedingungen — mindestens
3 ist. Zuerst geben wir einen Uberblick der Vorkentnisse und der Vorereignisse.

Sei R ein metrischer Raum und bezeichne o(x, ¥) den Abstand der Punkte
x, y von R. Sind a, b, ¢ Punkte von R und besteht o(a, ¢)+ o(c, b) = o(a, b),
dann sagt man, daB c ein Zwischenpunki' von a und b ist. Der Raum R heiBit
konvex?, falls je zwei verschiedene Punkte des Raumes einen von diesen beiden
Punkten verschiedenen Zwischenpunkt haben. Ist <, §> eine abgeschlossene
Strecke der Zahlengeraden und ¢ eine Abbildung dieser Strecke in R, fiir die

oAg(@), ¢(z")) = |z’ —7"| bei allen o', +" ¢ <o, f~

gilt, dann nennt man die Menge ¢(<a, f>) einen geoditischen Bogen®. Mit
anderen Worten ist der geodétische Bogen ein isometrisches Bild der Strecke
<0, ﬁ>.

Ist R ein kompakter und konvexer metrischer Raum, sind ferner x, y
verschiedene Punkte von R, dann existiert ein geoddtischer Bogen S, der diese
beiden Punkte verbindet!. Auf Grund dieses Satzes, 148t sich der Begriff der
Konvexitdt im Falle eines kompakten Raumes mit Hilfe des geoditischen Bo-
gens folgender Weise erkldren: Der kompakte metrische Raum R heit konvex,
wenn je zwei seiner Punkte mit einem geoddtischen Bogen verbunden sind.

Der kompakte metrische Raum R wird sfark konvex® genannt, falls zwei
beliebige Punkte von R durch einen einzigen geodidtischen Bogen verbindbar
sind. In einem stark konvexen metrischen Raum heiBt der einzige geodétische
Bogen, der die verschiedenen Punkte a, b des Raumes verbindet, die durch die
Punkte a, b bestimmte Strecke® des Raumes.

1 3], 77.
* (3], 82.
% [3], 89.
4 [3], 89.
5 {1], 44.
s [3], 105.
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Ein Punkt des metrischen Raumes R heibt Fluchtpunkt?, falls er ein End-
punkt jedes ihn enthaltenden geoditischen Bogens ist. Die Menge der Flucht-
punkte eines metrischen Raumes R bezeichnen wir mit F(R). Ist R ein kompak-
ter, konvexer metrischer Raum, dann bildet F(R) eine G,-Menge®.

Wie bekannt, nennt man den metrischent Raum X, der das Bild der abge-
schlossenen Einheitskugel des n-dimensionalen euklidischen Raumes bei einer
topologischen Abbildung @ ist, eine n-Zelle; der Rand — also die (n— 1)-dimen-
sionale Sphére — wird durch @ in eine Teilmenge R(X) von X abgehildet, die
wir den Rand der n-Zelle nennern.

Im Jahre 1959 hat K. Borsuk das folgende Problem gestelit: Es ist zu
entscheiden, ob jede stark konvex metrisierte n-Zelle mindestens n+1 Fluchfpunkte
besitze®,

Im Falle n = 1 ist das Problem trivial und zwar mit bejahender Antwoit.
A. LELEK und W. NITKA haben gezeigt, daB im Falle n=2 das Problem eine
verneinende Antwort hat, nidhmlich sie haben fiir jede gegebenc n-Zelle /7
eine Metrik of konstruiert, bei der die n-Zelle /* genan m Fluchtpunkte be-

sitzt, wo m1 = 0, |, 2, ... sein kann!®.
Wie man leicht einsehen kann, weisen die erwdhnten Metriken 9; gewisse

metrische Singularitdien auf; in dieser Arbeit zeigen wir, daB man mit Aus-
schlieBen dieser Singularitaten, im Falle n = 2 das Problem im bejahenden Sinne
beantworten kann; dazu fithren wir die folgenden Erkldrungen an.

Sind x, y, z°, z” Punkte des metrischen Raumes R, fiir die x = y, 2" = 2"
und o(y, 2) = o(y, 2} gelten, ist ferner y ein Zwischenpunkt einerseits von
x, Z und anderseits von x, z”, dann wird y ein Verzweigungspunkf'® von R
genanat.

Ist : <o, 8> =R eine Abbildung der abgeschlossenen Strecke —=ao, S
der Zahlengeraden in R, die lokalisometrisch ist, d. h. gibt es zu jedem 7€ <¢, >
ein ¢(7)> 050, daB im Falle [t' —¢| <¢, [t —7{<¢, 7/, 77 € =« = die Bedingung

o(g(e), ¢(z")) = [v' — 5"

erfillt ist, dann heiBit ¢ : <o, > —~R eine geoddtische Kurve von R

Den metrischen Raum R nennen wir einen geraden Raum, wenn jede geo-
datische Kurve von R ein geodidtischer Bogen ist.

Mit Hilfe der obigen Erklirung stellen wir den folgenden

Satz. Ist die 2-Zelle X ein stark koflvexer gerader meirischer Raum, der keine
Verzweigungspunkte enthdlf, dann besitzt X mindestens 3 Fluchtpunkte.

Zuerst beweisen wir den

HivLrssaTz, Ist die 2-Zelle X ein stark konvexer metrischer Raum ohne Ver-
zweigungspunkie und p ein Punkt am Rand R(X) von X, der kein Fluchtpunkt ist,
dann existiert im R(X) eine Strecke, die den Punkt p im Inneren enthdlt.

13, 102.

s {3], 103.

* (1], 44. und [2], 183.
0 (17 44 —45.

n [4], 162.

2 [4], 164,
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Wie es angenommen war, ist p kein Fluchtpunkt, daraus folgt, daB wenig-
stens eine Strecke S existiert, die den Punk{ p im Inneren enthdlt. Gibt es einen
Bogen & mit &’ SNR(X), der den Punkt im Inneren enthilt, — sei das als
Fall 1. bezeichnet — dann ist §" die im Hilfssatz geforderte Strecke. (Fig. 1.)

Wir zeigen, daB der obige der einzig mégliche Fall ist, ndhmlich alle ande-
ren fiithren auf Widerspriiche. Wir haben also noch zwei iiberbliebene Fille
zu umtersuchen:

1. In jeder Umgebung von p beziiglich des Randes R{X) gibt es auf bei-
den Seiten von p einen Punkt, der der Strecke S nicht angehdrt.

2. Die Fille 1. und 1. bestehen nicht.

Untersuchen wir zuerst den Fall 2. Der Punkt p bestimmt auf S zwei Strek-
ken S, und S,. Es gibt eine Umbegung U von p in X, die einerseits durch einen
Bogen B in X berandet ist, und anderseits die beiden Strecken S,, S, haben
Punkte auBerhalb U. Es folgt weiter, daB genau eine von den beiden obigen

Fig. 1. Fig. 2.

Strecken — die ohne der Beschrankung der Allgemeinheit S, sein kann —
eine Teilstrecke S; enthilt, die dem Rand R(X) engehort. Es gibt ferner eine
maximale Strecke S;, fiir die S;C(UU BYNS, und pe S, gelten., Der Punkt
p bestimmt auf R{X)N U zwei offene Bdgen, von denen einer zu S; punktfremd
ist, und es folgt aus unseren Annahmen, daB auf diesem Bogen ein Punkt
r existiert, der der Strecke S, nicht angehért. Sei ¢ = p ein Punkt von §]. Es
ist — aus Stetigkeitsgriinden — leicht einzusehen, daf wir die Punkte ¢, r so
gewdhlt haben kdnnen, daf die Strecke T, die sie bestimmen, in U liegt. Wir
unterscheiden zwei Fille nach dem, ob p der Strecke 7 angehdrt oder nicht.

a} Sei pe T. Bezeichne x den Punkt von TN S;, der vom p im grobtmag-
lichen Abstand liegt. Die Teilstrecken von S und T, die zwischen g und x lie-
gen, miissen identisch sein — da ja X stark konvex ist — daraus folgt aber,
daB x ein Verzweigungspunkt isf, was wir ausgeschlossen haben. (Fig. 2.)

b} Sei pé T. Wie man leicht einsehen kann, trennt die Strecke §; .in
U\ B die Punkte g und r. Die Strecke T muB daher die Strecke S} in. einem
Punkt y schneiden, der wegen p¢ T von p verschiedenist. Die Punkte ¢ und
y bestimmen auf denStrecken S und T zwei verschiedene Teilstrecken, was aber
der starken Konvexitdt von X widerspricht. {Fig. 3.)
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Betrachten wir jetzt den Fall 1. Seien S;, S,, B und U wie oben definiert.
Es gibt zwei maximale Strecken S; und §;, fiir die S;C(UUB)NS,, peS;
und S;C(UUB)NS,, peS; gelten. Der Punkt p bestimmt auf dem Bogen
(UU B)NR(X) zwei Teilbégen R, und R,. Auf Grund der Annahmen die den
Fall 1. charakterisieren, kann man zwei von p verschiedene Punkte ¢ und r
finden, fiir die ge Ry, r€ Ry, und ¢, r¢ S gelten. Es ist leicht einzusehen einerseits,
daB yvir die Punkte aus Stetigkeitsgriinden so gewahlt haben konnen, daB die
von ihnen bestimmte Strecke Z in Uy B liegt, anderseits, daf die beiden Bogen
Sy, S;’ die Punkte ¢ und r in U U B trennen. Hier hat man wieder zwei Fille
zu unterscheiden nach dem, ob p¢Z, oder nicht.

a) Sei p¢Z. In diesem Fall hat Z wenigstens zwei verschiedene gemein-
same Punkte u, v mit S, das steht aber im Widerspruch mit der starken Kon-
vexitdt von X. (Fig. 4.)

Fig. 4.

0) Sei peZ. Bezeichne x den Punkt von S§;NZ, der im groBtmoglichen
Abstand von p liegt. Falls x = p gilt, bestimmen die Punkte p und x — wegen
der starken Konvexitit von X — genau eine Strecke, die eine Teilstrecke von
S und Z ist. x muB also ein Verzweigungspunkt sein, was aber wir ausgeschlos-
sen haben. Wenn x =- p ist, dann muB p ein Verzweigungspunkt sein. Sei ndhm-
lich z der von p verschiedener anderer Endpunkt von S; und betrachten wir
die durch g und 2z bestimmte Strecke W ; diese Strecke muB den Punkt p ent-
halten, da sonst hitte sie zwei verschiedene gemeinsame Punkte mit S im
Gegensatz mit der angenommenen starken Konvexitdt von X. Die Punkte ¢
und p bestimmen aber auf W und Z dieselbe Teilstrecke, woraus folgt, daB p
ein Verzweigungspunkt ist.

Der Beweis des Hilfssatzes ist damit beendet.

Zum Beweis des Satzes nehmen wir an, daB die Menge F(X) der Fluchi-
punkte von X aus weniger als 3 Punkten besteht. Man kann also zwei verschie-
dene Punkte g, b auf R(X) so auswihlen, daB F(X)C{a, b} gilt. Die Punkte
a, b bestimmen auf R(X) zwei Bogen C’, C”; wir zeigen, daB diese beiden Bogen
geoditische Kurven sind. Sind nahmlich x, y verschiedene Punkte im inneren
eines von den erwiahnten Bogen, — sei er C’ — dann bestimmen sie auch einen
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Teilbogen C*C’. Auf Grund des Satzes von HEINE-BOREL ist es einfach
einzusehen, daB es eine lokalisometrische Abbildung einer abgeschlossenen
Strecke der Zahlgeraden auf C* gibt, also, daB C* eine geodétische Kurve ist.
Aus der Bedingung, daB X ein gerader metrischer Raum ist, folgt aber, daf
C* eine Strecke sein muB. Im Falle x—a und y—-b konvergiert C* nach C’
und so folgt, daB C” auch eine Strecke ist!®. Auf gleicher Weise kann man ein-
sehen, daB auch C” eine Strecke ist. Wir haben aber damit einen Widerspruch
zu der Annahme, daB X ein stark konvexer Raum ist, erhalten, da die Punkte
a, b mit zwei verschiedenen Strecken verbunden sind.

Die Verfasser sprechen ihren besten Dank Herrn Prof. A. CsAszAr fiir
seine werten Bemerkungen aus.
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INTRODUCTION. In the precent paper we give a new proof for some well-
known theorems, which are simpler than the original ones and we deal in detail
with the distribution of the function a(n) which is equal to the number of Abe-
lian groups of order n.

It is known (see [1]) that if a(n) denotes the number of essentially distinct
Abelian groups of order n, then it follows that a(n) is equal to the number
of ways in which n can be expressed as the product of powers of primes (the
order of the factors being irrelevant). (Concerning the investigation of the func-
tion a(n) see [2] and [3].)

We need the following lemma of WiNTNER (see [2]) a proof of which we give
here for the sake of completeness.

Lemma. Let

(1) | )= 3 —.

@) F(s) = w"(”) = () Zg(”) = £()G(s) (for s = o +if and o = 1)

n= l

and let the Dirichlet series on the right of (2) be absolutely convergent when
o = 1. Then :

A3) Cgim LS > f(n) 5 &)
. N= += N 154 o
Proor. In consequence of (2)

f(n) = % g(m)
and thus

f? fm= 3 g(m)[ |

m=1
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1 ¥ m | v
N gl f(n) = 2, e N m>] lgCmy -
Now write

G(m) = f ﬂ
" n

n—=

3

so that lim G(m) = 0. Then

m=-+c

.1% g lg(m), = 1% é G(m) —G(N + 1)

tends also to zero as N tends to infinity, in virtue of the consistency theorem
for (C, 1) summability.

1 §. Schoenberg’s theorem

Let g(n) be an arbitrary additive number-theoretical function.
TrHEOREM 1. (see [6]) Let be

la(n)|| = Hg(”)l for [g(n)| =
| 2 for |g(n)‘>l
thus if .
@) < le®li _
where p runs on all primes, then the asymptotic distriburion of g(n) exists.
Proor. Let he f(n) = ¢“8™, thus (with the notations of the lemma)

oo piug(n) l~<\ fug(p™)
F)= 3¢ _11|1+ elus! ,
n=1 n° i1 pks
and . o
iug(p*y iug(p) _. - oo piug(p™) __ piug(p™ ")
G(s) = 11‘1——-](1 > £ | = ‘1. Ll Bt e )
k=1 p ks P pb ) pks
S0
, ' i T _ i oo
() iG(S)!f-ﬂ[H ‘ 2 's][l+—~"g(”)”+2z‘ :
P k= 2 pke P P k=g p*° |

if $ =0+ it.
The product being on the right side of (5) is absolutely convergent for those
o, for which

ligl

+2
p 2

[

P
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(83
-1

Since
p k2 p* T op 1-1jp 2

thus in view of condition (4) the lemma can be used and s0 SCHOENBERG’S
theorem follows using the method of the characteristic functions. In addition
it results too, that the characteristic function of the asymptatic distribution
of g(n) is

1 oo piug(p")
(6) II‘I~ —J I+ 3
P p =1 pF

Particularly let V(n) resp. U(n) denote the number of all prime factors of n
resp. the number of different prime factors of n, i. e. if

n:pil ;2 ...p:,—
where p, <p,<...<p, are primes oy, o, ..., o, Natural numbers, then let us
put V(n) = o, +oy+ ...+, U(n)=r and let us consider the number-theore-
tical function A(n) = V(n)—U(n) (n =1, 2, ...).
Clearly A(n) is an additive arithmetical function, and since 4(p) = 0,
(4) holds, thus at the same time we have given a new simple proof for the fol-
lowing well-known theorem of A. RENYI:

THEOREM 2. (see [4] and [5]) The density of those natural numbers for which
A(n) = k, exists, let it be d,, then
S det = n‘l-i](H-J—
S el pll T ez,
where |2| <2 and p runs over all primes.
Namely in view of (6)

gdzk_n‘l_iun 5 2 —II!l—i“1+ S‘ozkﬁl’—
k=0 * P pl Iﬁl Pk Py p k=1 pk

=1
P

1 —1“ I+ 1 .

P p—2z

RENYI [4] proves essentially more, namely he proves also the following
thorem which we shall use in the proof of the Theorem 5.

THEOREM 3. The density of those natural numbers m, which can be written
in the formm = py* p3 ... p¥ Q, where Q is a squarefree integer, (@, p;) = 1,
and oy, oy, - .., o, are fixed integers > 1, while p;, p,, ... p, are arbitrary primes,
exists and this density is positive.

We give a new proof for this theorem by the lemma. This proof is interest-
ing from two points of views, namely here we uce the lemma fora neither addi-
tive nor multiplicative function, on the other hand thus this paper will be self-
contained.
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Proor. Let be a = (&g, o ..., o), (e;= 1) and

ll if n=ppeooppQ (Qp)=1, pEp it i#],
f«n) = and Q is a squarefree number.
lO in other falls.

Thus with the notations of the lemma

(= 3 ! 5 @
Fus) = f(s) = 3 | )ll
n=1 N @1 ps, ,p,) paspas. - p“r
P,#le i (Q;Pl) 1
pi prime
= > 1 H(l+—l—) ,__.L__,
(1, Pire--s o) PY°PEE o PP P P I} 1+;1;J
i=1 .

1 1 1
23} 2 215 ptaS s .
14 (P1, P2y P D5 pss- - .»p«;r,

F(s)
G0 =2y Z(s) gl

since IT(1 —1/p*) is absolutely convergent for Res > %, thus G(1) is absolutely
p .

convergent if ‘
1 1

(Pr, P2se--s P.) p;tpgn. ©e :r Ii ‘1+_.l_.
i=11 p:!
is -convergent. Clearly
1 r : o 1
3 - Bt » =3
(Pr,P2,-.-- ) p1 CpE =l l+—!— Piaons ) pﬂlqus. cepr i=17 p

Since D'/pti < +oo for o> 1, thus‘according to the lemima the proof of the

p
Theorem 3 is completed.

2 §. On the number of Abelian groups of order n

Let P (m) be the number of partitions of m into positlve parts and n = p§
pat...pr (p; # p; if 1= ) then in view of the theorem quoted in the
introduction

a(n) = P(ay)P(as) . . . Pet,).
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THEOREM 4. The density of the sequence of those numbers n for which a (n)= k
and if it is equal to S,, then

exists for k = 1, 2,

S, =1
=1 ke 1ks

H’l———‘l+ P(k)s,

where A(s) = E S, -k—* is an entire function.!
k=1
» 1. e. loga(p) = O, so for g(n) = loga(n) (4)

Proor. Since a(p) =1
holds, and a(n) is a multiplicative function, thus loga(n) is an additive one

and so according to SCHOENBERG’S theorem resp. in view of (6
p
oo eiu log P(K) )

+Ze,'OSe"“mg"~II'1—— 1Hl++
P P r] = o T
i e.

= p* =T 1
7) A(s i1+ ) (+v o1
(N Al) = st , N < Pry]  » U SplPay Pu—1)yl

k=1

According to one of RAMANUJAN’s theorems (see [7]) P(n) ~ — AeBVn
: n

(A and B are absolutely constants), and thus the product on the right side of
(7) is absolutely convergent for any o, i. e. A(s) is an entire function, and

A(o)zzs" = g“l—;].l.}-kﬂ P

thus the proof of the Theorem 4 is completed
. Foe
CoroLLARY. All moments A, = A(—m) = I §;-k™ (m=1, 2, ...)
k=1

=1

of the asymptotic distribution of a(n) exist, and
A, =H|1——} 1+ 3 PO
p i P k=1 . P"

= A(—m) is finite for

PRrooOF. Since A(s) is an entire function, thus A
any positive integer m.

It is a natural question what is the order of S,

We shall show that an asymptotical formula does not exist for S,, namely
we shall prove that for anykjexists k = k, that S, = 0, we prove even more.

THEOREM 5. For any ¢ = 0
21 = x+o(x°).
k=0

k=x

* ‘The question of the existence of numbers S, was raised by P. TurAN, but as it
appeared it had already been coasidered in [2]
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Proor. According to one of RAMANUJAN’s theorems (quoted above)
P(n) > eln (c is constant).
Let U = {HP (i)} be the increasing set of all products of the factors P(i)

(with mult:phcnty), A(x) is the number of me U not exceeding x. According
to the theorem, quoted in the introduction, we have to prove that A(x) = o (x®
for any &= 0.

According to the Theorem 3 it is clear that S, = O if and only if k¢ %.

Let us consider instead of % the set B = {Hb} with b, =e</" where % is also the

increasing set of all products of factors b (also with multiplicity) and let B (x)
be the number of me % not exceeding x, then A(x) = B(x).

Clearly
Bg= 2 1= 2 1= 3 L
h;=x C:JVT e2 )i <logx
7 13
e =X

Let be O<a <1 a real number, what we choose later. Let be

B(x) = 3+ 2,

where
2= 2 L 2= 2 L
e2Vi<logx c2Vi <stogx
i i
. i = (log x)* i, i > (log x)*
It is trivial that
2 = D(logx)*

|~| ®

In %, the number of i’s satisfying i > (logx)* are not larger than (logx)
and thus

>, = Alog X)“[ e X) ]'(log x)z’ = Dllogx)* (log x)2 +1

k_

(log x) 2 + ]
- -
- 2(logx)“[(]og x)2+ 1](logx) 1 - 2(logx)“ec(logx) 2Iog logx |

Choosing « = é 'thus =1 —%, we obtain

clog log x
3

A(x) = B(x) = O(e*'\logx)2i3loglogx) — () (x logx

Thus Theorem 5 is proved.

It is clear according to Theorems 4 and 5 there exist for any k, numbers
k =k, and k¥’ = k, such that S, = 0 and S,, > 0, so we obtained that an
asymptotical formula doesn’t exist for S,.

I wish to express my thanks to Professor A. RENvi for his valuable remarks.
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EINE BEMERKUNG ZUR
“COMPARATIVE PRIME-NUMBER THEORY [—VIII”
VON S. KNAPOWSKI UND P. TURAN

Von
I. KATAI
Lehrstuht fiir Algebra der E6tvds Lorand Universitit, Budapest
(Eingegangen am 13. Mdrz 1964.)

1. S. Knaprowskl und P. TurRAN haben sich in einer gemeinsamen
Arbeit mit dem Vorzeichenwechsel der Funktion p(x, &, L) — v (x, k, L)
beschaftigt. Angenommen, daB die Haselgrovesche Bedingung erfiillt ist,
konnten Sie die Stelle des Vorzeichenwechsels lokalisieren. Ich werde mich in
dieser Arbeit mit dhnlichen Fragen — im Falle der Entfiilllung der Riemann-
schen Vermutung - beschéftigen.

In dieser Abhandlung sei

p eine Primzahl,

_ (log p, wenn n = p' eine Primzahlpotenz von p ist,

L) A@n) =
(L1 @ 10 andererseits,
(1,2) p(x) = ré,'le(n), 77(x) =p§x1.
Es sei k = 1 ganz, | ==k und [ zu k teilerfremd, ferner
(1,3) wx, k1) = ;‘ A(n),
) nnEl(z)
(L,4) Hx, k. 1) = X logp
e
(1,5) a(x k)= 31
P 1K)
(1,6) wolx, ki, 1) = PET O l);'f’("‘o"" ).

Es sei bezeichnet mit N,(I) die Anzahl der inkongruenten Ldsungen von
y? = I (mod k). Sei y ein Charakter mod k und L(s, x) die zugehdrige L Funktion.

3 ANNALES — Sectio Mathematica VII. .
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DerFiNITION. Wir sagen, daB die Funktion L(s, x) die Haselgrovesche
Bedingung erfiillt, wenn in der Strecke 0 < s < 1 L(s, ) = 0 ist. In ihren
Abhandlungen haben S. KNApowski und P. TurAN [1] eine Methode fiir Unter-
suchungen des Vorzeichenwechsels w(x. k. L) — w(x, k, L) ausgearbeitet. Sie
bewiesen dort den folgenden Satz:

Ist die Haselgrovische Bedingung fiir alle Funktionen L(s, x) x (mod k)
giiltig, so wechselt die Funktion u(x, k, L) — »(x, k, l,) mindestens einmal
das Vorzeichen in allen Intervallen

w=x=elo [ = ay(k)].

BEMERKUNG. Wenn die Haselgrovesche Bedingung fiir alle Funktionen
L(s, y), z (mod k) richtig ist, dann existiert ein A(k) > 0 so, daB im Rechteck
O<o <1, jti=Ak) (s =0 + it) fiir alle y (mod k) L(s, y) # O ist.
Wenn man A(k) kennt, dann kann man eine Abschdtzung fiir @, geben. Ferner
ist dort noch Folgendes bewiesen:

Angenommen, daB [, # L, (mod k) und N, (4) = N,(L) ist, ferner, daB

imi Gebiet o > —;—, t|=2¢,k*® (s = o +if), und in der Strecke o = X |ti= A(k)

(A (k) = 0) die Funktionen L(s, y) (x # 7o) nicht verschwinden, sind fiir alle
T = T, (k) (T, (k) ist eine explizite numerische Konstante) die Abschdtzungen

max  {m(x, k, lj)—7(x, k, [5)} = VT - exp ( —44- MM‘

T <x=T log, T
min  {o(x, k, )= 7(x, k. [p)} < — VT - exp ( 44 Jog T log, T l
TUs= x=T ]0g2 T

richtig.

Im Fall [, = 1 haben die Verfasser einen starkeren Satz bewiesen. Sie
bewiesen in {I'] nicht nur die Existenz des Vorzeichenwechsels. sondern sie
lokalisieren diesen auch.

Nun werden wir zeigen, daB

- — — ’ l
im kL)~ p(x, kL) -0

X Vx

und '
lim I,D(X, k_’ ll)_ lp(x, k’ 12) =0
xZ_w‘ V;

ist, wenn die Haselgrovesche Bedingung richtig ist. Wir beweisen ferner, da

Tim «"f(x,k,h)—_ﬂ(X, k1) _ 0
X-rme Vx

log x
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und
lim 6k L) —nx, k, L) _ o
o Vx
log x

ist, wenn die Anzahl der inkongruenten Losungen von y* = l(mod k), y* =
(mod k) iibereinstimmt. Die Grundlage unseres Beweises ist ein von LiTTLE-
woobp stammende Gedanke, mit Hilfe dessen er bewies, daB

fim $®-x _
xoe  Vx

und
lim ¥®=X g
X — oo X

ist [2].

2. Sarz 1. Wenn die Haselgrovesche Bedingung fiir alle Funktionen
L(s, x), x (mod k) erfiillt ist, dann bestehen die Formeln

&k L) —p(x k)

2,1 Tim

(VAY) Jim 75

und

(2,2) lim w(x, k: 11) __}P(x) k) 12) Q.

% Vx

Sarz 2. Wenn die Bedingungen von Satz 1 erfillt sind und N (4) = N.(L,),
so ist

TL’(x, k) ll) - ”(xy k; 12) =0

(2,3) 1im _
X — oo Vx
log x
und
(2’4) i TE(x, k; ll) ——:rr(x, k; 12) <0.
X 0o ‘ Vx .
fog x
Untersuchen wir nun die Funktion
f(8) = —— 3[xl)— 1(12)]~(S x)-

(k) 1

Bezeichne o die Nullstellen der L Funktionen und m, (3) ihre Vielfach-
keit (natiirlich ist m,(y) = 0, wenn L(g, ¥) = 0 ist). Es ist nicht unmdoglich,

%
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da8 irgendein p eine gemeinsame Nullstelle mehreren L. Funktionen mod k ist,
und so hat die Funktion f(s) an dieser Stelle eventuell keinen Pol. Wenn ein
Pol im Streifen 0 < Rep < 1 existiert, so folgt daraus, daB

p(x, k, 1) —wix, k, ) =Q2+(1).

Eine solche p Stelle existiert | Dieses kann man trivialerweise von der expliziter
Formel yy(x, k, I) beweisen. (Den Beweis s. z. B.: [1] V. Abhandlung, Lemma
VI, S. 52)) Von der Funktionalgleichung L(s, y) folgt, daB f(s) einen Pol

in der Halbebene Re 82% hat. Ferner, wenn die Haselgrovesche Bedingung

giiltig ist, so sind diese Singularitdten nicht reelle.
Sei ® = supr Reg, wo p die Polen durchlduft, und sei ferner ¢ > 0 eine

beliebige festeQ Konstante. Mit diesen Bezeichnungen ist

oy e d Ly, ]
X xS §— @+

und mittels des Satzes von E. Lanpau [3]* finden wir die Formel
'P(x! k: 11) - 1P(xy k; lz) =04 (x@“).

Daraus folgt der Satz 1 im Fall @ > _;
Im Fall @ =% kénnen wir einen genaueren Satz beweisen.
Satz 3. Angenommen, daf die Funktion {(s) in der Halbebene o > % und

ins :% reguldr ist, kann man solche positive Konstanten w,=wy(k), a=a(k),

¢ =c¢(k) finden, daf fir alle @ > @,

(2,5) max p(x, kL) __V’(x, k, k) =,
wsX=do Vx
(2 6) ‘ min ‘P(x k 11) Ip(xr k 12)
’ mEXSAm Vx
ist.

Von Satz 3 folgt der noch nicht bewiesener Teil des Satzes 1. Die folgende
Formel ist gut bekannt:

* Der Satz von LANDAu ist der folgende: Sei « die Konvergenzabszisse von F(s) =

f dx und b(x)=0, wenn x=x,. Dann ist s=a eine singulidre Stelle von F(s).
1
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po(x, &, L) — wol(x, b, L) = (—k) 2 laly) —2(l)] Z‘ —+R(x kL, L),

WO

R(x) k) ll) 12) = 0 (log x)
eine statige Funktion von x ist. Wir fiithren nun die folgenden Bezeichnungen

ein:
Ao(x) = 11’0(3‘; k? ll) - VJo(x, k; l2) _R(xy k7 ll » 12))
X
A%) = f Anfw)dn  (n=1,2,..).
2

Zum Beweis der Formel (2, 5) ist geniigend beweisen, daf

4
max ) o
o= X=aw V;

wo ¢; > 0 geeignete Konstante ist. Wir bekommen den Beweis der Formel

(2, 6) trivialerweise von (2, 5), wenn wir /; und [, umtauschen. Es ist nicht

schwer zu beweisen, daB |4,(x)| = d,-x'/» ist, wenn x = 2. Daraus folgt fiir
1

n =1 die Abschitzung |4,(x) = d—: "*2. Andererseits, mittels n-fachen
n!
Integrationen von Ao (x) bekommt man

A,(x) = — 2[1(12) Z(ll)] 2

xe+
zole+1)...(e+n)

+0(x" log x).

Sei p = %+ iy, WO o ein Pol von f(s) im Kritischen Streifen ist (0 < Rep < 1),

und seien ferner

b, (k) — > [xle) - 2UDImx) (b, = O0),
. : 1 .
ve = miny und oy = — +iy,,
+>0 2

20(00 +1).. (00+n) 100(00"‘1) (904‘")"3[9’",

bQo = ro . e"”".

Von der Funktionalgleichung folgt, da b; = b,. So ist

1 i 0 ’ .
A,,(X) - 2'xn+_2-'Re ro-e{yologx-i-«p ¥n} 140 ]|90(90+1)---(Qo+n)| |

loo(ge+1). .. (go+1)| WSl oo+ 1)...(o+n) |
+ B(x)-x" log x
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wo || = 1 und |B(x)| < B ist (B ist eine absolute Konstante).
Die Reihe

b l‘@o(oo"‘l) (oo +n)
2Pl et D)ot |

konvergiert, und fiir alle |o| > |g,|

[|‘90(00+1) (Qo+’1)i_,0
“| olo+1)...(e+n) |

(wenn n —oo). So fiir ein n, gilt:

¥ 120(06+1). .. (00 + 1) _ 1
e . ¢
STl | o+ D). e+m) | 2
Ferner ist die Ungleichung

o+
Q
2
. ro

loo(2o+ 1) - - - (20 + 20)|
erfiillt, wenn x hinreichend groB (x = x;) ist. Sei x = x,. Daraus folgt, daB

iB(x)-x" log x| <

"o+
2'x ro

no(x)
leo(oo+1) (o +m)| |
W0 {0y = 1, [Qy] =
2, £ = ¢
Fiir alle .Q(x0 < eW), in den Intervallen (eyo, e eyo) existiert  eine

Stelle x;, fiir welche cos (y,log %, +g,—w,) = 1 ist.
Hieraus folgt die Abschitzung

Aﬂo(x) — __1_ To dzef a, [ = al(no)].

|
t

1
COS(‘VOIng_'_(pO_'Pn)'*_@l'E}{1 +@2";—

max
P i R = 2 looleet+1)... (00 +10)|

N 2
e’o ‘o

Es sei nun O« <1 eine beliebige feste Zahl und n = 1 eine ganze Zahl, dann

xxX

J s

An(x) = fA,, W(Wdu+ fA,,_l(u)du,
1

n+3 n+—- n+— 5

X - X X

wohin folgt

@ o L ey Aol 1
n+l_ 1 ax=usx n——p- n+l

2 n+4— u 2 x 2
2
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Ferner, bei @ > | ist

A.(x A, (u A (ux
max ¢ 1) = l . max !_‘.___1_(1_._)‘ 4+ max L
mex=dm = =X =dm ., w=X=do e
X2 n+— T "

Mittels der Abschitzung |d.(ox)| = ¢;-(ax)" 2 finden wir die

A, (x 1 An(x 1
max An-ax) = ‘n+-—,.‘ max it )—cla""'?.l
20w =x<dw 11—_,1) g 2 lasxsmn n+-‘1,—
Ungleichung.-
Daraus folgt durch Ilteration
A(x 1 1, A.(x
max Ax) = ‘I +—1... (no+~—,' max —"(——)—-cl-(n,,+2)!u’-'=.
2oy = x = de, —1_ 2 ' 2 o~ xsdo n+l
: x2 2
Wenn wir «, d, n, ® so wahlen, da
a 2
¢ (g + 2oz = Il’ d=er, o>,

dann ist

L Al(x
max —01(,’) = ngla,,
aloy =x=do X '2

und so bekommen wir den Satz 3.

3. Satz 4. Wenn neben den Voraussetzungen von Satz

3 auch noch
Nl = N(1,) ist, dann

max ok L) :n(x’ bh) . ¢,

w =X = am

Ix
log x
min i(x’ kv 11) _—“(x’ k) 12) < (.
® X am Vx
logx
Jetzt beweisen wir die Satze 2 und 4.
Wenn wir

def .
K(v) = f {w(t, k, 1) — p(t, k, L)}du
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schreiben, dann ist

pe=l

1 _ _ :
K@) = tp(—k) ; [2(l) —7(15)] ‘-’gzm +covlog v+ O(v).

Nach den Voraussetzungen von Sdtzen 2 und 4 gilt:
’ﬁ(x’ kv ll) - 0(x) k: 12) = 'P(xy k’ ll) — (X k) 12) - . (k)'P(V;» k, ‘u') +

ur=l

+ y W(V;y k; V) +0(x1/3) = y)(xy k’ ll) - 'P(x: k;lz) +O ‘ Vx
RETND) log x

Andererseits ist

o by )= ) = [ o (0, L) = 00, K ) =
é’ b

— 19(x, ky 11)"79(x: k, 12) +0 - VE ,+f L dK(U) =
log x log2x | ulog®u

_ Bk ) B, b, L) of Vx )
log x log2x

nach

X X . 2 .
f dK(u) _  K(x) +0(1)+f K(u)-(log®u+2logu) 0( Vx ’
ulog?u  x-log2x 5 u?logtu log2 x

Daraus folgt nun die folgende Formel:

n(x’ k, ll) _ ”(x, k, 12) — lp(x, k, ’1) - lP(x, k, 12) +0 Vx "
log x log? x !
wohin die Sitze 2 und 4 sofort folgen.
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ISOGONALE SPHARISCHE NETZE

Von
A. HEPPES

Forschungsinstitut fiir Mathematik der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest
(Eingegangen am 710. Mai 7964.;

Unter einem spharischen Netz werden wir im Folgenden ein zusammen-
héngendes System von Hauptkreisbogen verstehen, das die Oberfliche der
Einheitskugel in (endlich viele) sphirische Polygone zerlegt, und zwar so,
daB sich bei jeder Ecke mindestens drei Polygone treffen.

Ein Netz wird isogonal genannt, wenn sdmtliche Winkel die bei den Ecken
des Netzes bzw. der Polygone aufirefen, gleich sind.

Die reguldren Netze (die zentralen Projektionen der Kantensysteme der
einzelnen reguldren Polyeder auf die konzentrische Einheifskugel) sind aus
kongruenten, reguldren Polygonen aufgebaut, sind alse isogonal. Folglich
kann die Isogonalitdt des Netzes als eine Erweiterung der Regularitidt auf-

gefalit werden.
Der Zweck dieser Arbeit ist sdmtliche isegonalen sphérischen Netze zu

bestimmen.
1. Da bei jeder Ecke eines isogonalen Netzes mindestens drei gleiche Win-

kel liegen, sind die Winkel 52—;. Aus der Konvexitat der Winkel folgt auch

die Konvexitit der sphérischen Polygone. So kdnnen wir leicht feststellen:
Enthdlt ein Netz ein Zweieck vom Winkel «, so sind die benachbarten Poly-
gone — und folglich sdmtliche Polygone des Netzes — damit kongruente Zwei-
ecke. Der Winkel « ist notwendigerweise ein Teiler von 2z, und umgekehrt,

zu jedem rx"é-?:;, der ein Teiler von 2x ist, gehdrt ein Netz, das aus 2n Zweiecken
[+

besteht,

Im Folgenden beschiftigen wir uns nur mit solchen Netzen, die nicht zu
der Klasse dieser ,,ausgearteten‘* Netze gehoren, die also kein Zweieck enthalten.

2. Es sei die Ecken-, Kanten- bzw. Flichenzahl eines Netzes mit ¢, &
bzw. f bezeichnet. Da einerseits die Seitenzahl jedes Polygons mindestens drei
ist, andererseils bei ;eder Ecke { Polygone einander treffen, gelten die folgen-
den Relationen:

3 = 2k

te = 2k.
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Kombiniert man diese mit der Eulerschen Formel

f+e=k+2,
so ergibt sich die Ungleichung
(6=t =12

und damit die Abschatzung, dab in jedem (nicht ausgearteten) Netz f<6 ist.

3. Nach der Inhaltsformel der sphérischen Polygone ist der Inhalt cines
m-Ecks des Neizes

0 | fn?tir—(m~2):rr= 2-—m(1——?—“a,

wo t wieder die Anzahl der Kanten bedeutet, die sich in einer Ecke treffen. Da
fitir t = 4 und fiir { = 5 dieser Inhal{ unter den mégiichen Werten von m nur
fiir m = 3 positiv ausfallt, folgt.es gleich, daB die isogenalen Netze — in diesen

Fallen — aus reguldren Dreiecken vom Winkel %ﬂ bzw.%ﬁ aufgebaut sind.

Damit sind aber die entsprechenden isogonalen Netze N@W und N® — das
sphirische Netz des reguliren Oktaeders bzw. Ikosaeders — eindeutig bestimmt.

4, Wir brauchen noch die deutlich zahlreichere Menge der ,,dreizweigi-
ven' Netze (f = 3) aufzuzdhlen.

Aus der obigen Inhaltsformel (I) ergibt sich sofort, dal die Polygone dieser
Netze nur Drei-, Vier- oder Fiinfecke sein konnen. Dementsprechend werden
wir zuerst einige Hilfssdize beziiglich der sphérischen Drei-, Vier- und Fiinfecke
heweisen.

Hivrssatz 1. Es seien A und A’ die Ecken eines sphérischen Zweiecks
vom Winkel o, O<eg-=n, und £ ein Punkt an einem der Schenkel. Zum Punkt
P sei am anderen Schenkel jener Punkt @ zugeordnet, fir welchen der Winkel
APQ Y mit dem vorgegebenen Wert f, O0< f<a, iibercinstimmt. Bewegt sich
der Punkt P an dem Schenkel von A nach A’, so nimmt der Winkel AQP<]
streng monofon zu.

Wir bezeichnen mit P, und £, zwei Lagen von P (AP, < AP,), mit @, und @, die
entsprechenden zugeordneten Punkte am anderen Schenkel und mit P; und
P, die den Punkten P, bzw. P, diametral gegeniiberliegenden Punkte. Offen-
bar ist entweder das Dreieck AP,@, im Dreieck AP,Q, oder APQ, in APjQ,
enthalten. Da je zwei entsprechende Winkel der verglichenen Dreiecke gleich
sind, ergibt es sich aus dem Inhaltsvergleich fiir die dritten Winkel im ersten
Fall AQ,P <) <= AQyP,<J und im zweiten Fall AQ,P;<] < AQ,P;. Diese Un-
vleichungen sind aber mit der Behauptung identisch bzw. gleichwertig (Fig. ).

Wir befrachten nun die gleichwinkligen Vierecke. Zwei gegeniiberliegen-
den Seiten bestimmen ein Zweieck, Die zwei Dreiecke, die das Viereck zu die-
sem Zweieck ergdnzen, sind gleichschinklig, da sie zwei gleiche Winkel haben.
Daraus ergibt sich leicht

HiLrssatz 2. In einem gleichwinkligen sphérischen Viereck sind die gegen-

liberliegenden Seitenpaare gleich. Ist der Winkel vorgegeben, so ist das Viereck
durch die Angabe einer Seitenlange eindeutig bestimmt.
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Fig. 1.

Zu einem gegebenen Viereck gibt es offenbar andere Vierecke von glei-
chen entsprechenden Winkeln, und zwar kann dabei eine Seitenldnge zwischen
gewissen Grenzen frei vorgeschrieben werden.

Als Vorbereitung zur Untersuchung der Fiinfecke beweisen wir

HivLrssaTz 3. Es seien A,B,C,D, und A,B,C,D, zwei sphidrische Vierecke,
die dieselben Winkel besitzen: A;8,C,<J = A,B,C,<T, B,C,:D<] = ByCoDy<,
CiDA = CD,AY und DA B, = D,A;By,<J. Wir  behaupten, daB
fiir diese Vierecke die folgende Relation gilt: Ist die Seite A,B;= A,B,, so
sind B,C; < B,C,, C;D;=C,D, und DyA; < D,A,.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdonnen wir voraussetzen, daB die
Punkte A; und A, und die Winkel D; A, B< und D, A,B,<J) zusammenfallen,
ferner B, an der Seite A,B, liegt. Der Schnittpunkt des Hauptkreises B,C,
und der C, enthaltenden Seite des durch A; B, und C;D, bestimmten Zweiecks
sei mit C bezeichnet. Laut Hilfssatz 1 ist B,CD\< < B;C,D,<J. Wire auch
AD,= AD,, so folgte ahnlicherweise B,(,D,<J =B,CD<] B,C,D< =
= B,C,D,<). Damit haben wir gezeigt, dass einer groBeren Seite sich eine klei-
nere Nachbarseite anschlieBt. Das ist aber mit unserer Behauptung gleich-
wertig.

Eine einfache Folgerung dieses Hilfssatzes ist der folgende

HivrssaTz 4. Sind A,B,C;D,E; und A,B,C,D,E, zwei sphérischen Fiinfecke,

deren sidmtliche Winkel gleich %ﬂ sind, und deren Seiten die Bedingungen

AyB; = A,B, und B,C,> B,(, erfiillen, so sind CDy<C,D,, DE.>~ D,E,,
E, A, <E,A,.

Ergdnzt man namlich die Fiinfecke durch je ein (kongruentes) zur Seite
A, B; bzw. A, B, anschliessendes Dreieck in Vierecke, so fiihrt man das Problem
auf den im Hilfssatz 3 betrachteten Fall zuriick.

Im Folgenden verstehen wir unter Vielecken isogonale sphérische Vielecke

vom Winkel gsf, auch dann, wenn es nicht betont wird.
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Wie man es nach Hilfssitzen 2 und 4 feststellen kann, ist das Dreieck ein-
deutig, das Viereck und das Fiinfeck durch die Angabe von einer bzw. zwei
Seiten eindeutig bestimmt. Die Seitenlange des reguldren n-Ecks sei mit g,
bezeichnet (n = 3, 4, 3).

Es ist leicht einzusehen, daB die Vielecke die folgenden fiinf Eigenschaften
hesitzen:

a) Hat ein Fiinfeck zwei gleiche Seiten, so ist es symmetrisch, und folglich:

b) Hat ein Finfeck drei gleiche Seiten, so ist es reguldr.

¢) Die kleinste Seite eines nichisymunetrischen Fiinfecks ist von der Grifte
und von der Zweitgrofite, die grofite Seite ist von der Kleinste und von der Zweit-
Ileinste benachbart.

Es ergibt sich aus dem Vergleich eines Fiinfecks von den Seitenléngen
Sy Ses ... S, und seines Spiegelbildes, dafl aus §,>s;4, die Ungleichung
Si=1=8;+n (S;45 = §;) folgt. Es sei s, die kleinste Seite des Flinfecks. ist
S, <S5, 80 ist also sy>s,. Da aber s, «s,, gilt auch s,>s,, und damit die Rela-
tion § <3, <S;<8<5;.

Entsprechendes kann auch beziiglich der symmetrischen (nicht regularen)
Fiinfecke ausgesprochen werden, insbesondere, daB eine jede kleinste und eine
jede groBbte Seite miteinander benachbart sein miissen.

d) Kein Fiinfeck besitzt eine Seife von der Lidnge aj.

Im entgegengesetzten Fall kénnte man das Fiinfeck durch ein Dreicck

von den Winkeln % % und %‘T — die Halfte eines Quadrats — algn van den Sei-

tenlangen a,, a4, und g, zu einem {gleichwinkligen) Viereck erginzen, dessen
jede Seite griBer als g, wire.

e) Bezeichnen s und s, bzw. s und s; die Ldngen von zwel benachbarien
Seiten eines Vierecks bzw. Fiinfecks, so sind s, und s, verschieden.

Sonst kénnte das Fiinfeck durch ein Dreieck von den Winkeln %, % und %ﬂ

zu einem Viereck der Seitenldngen s und s, erginzt werden. Das ist aber -
wie wir es ebeu gesehen haben — unméglich.

5. Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns der Untersuchung der iso-

gonalen sphirischen Netze vom Winkel g:;_r zu. Wie wir es schon fesigestellt

haben, kénnen in einem solchen Netz nur Drei-, Vier- und Fiinfecke vorkommen,

Zuerst beschaftigen wir uns mit Netzen, die mindestens ein Dreieck ent-
halten. Die Nachbarn dieses Dreiecks konnen wegen d) nur Drei- oder Vier-
ecke sein. Sind alle Nachbarvielecke Dreiecke, so ergibi sich eindeutig, das
sphirische Netz N® des reguldren Tetraeders. Wenn aber unter den anschlie-
Benden Vielecken auch ein Viereck auftritt, so sind alle Nachbarn des Dreiecks
notwendigerweise (kongruente) Vierecke, da die Seiten eines anschlieBenden
Vierecks und Dreiecks nicht {ibereinstimmen kénnen. In disem Fall ist also
ein Dreieck von drei kongruenten Vierecken umringt, deren ,,freie Seiten
wieder ein Dreieck bilden. So gelangen wir zum sphdrischen Neiz N eines
reguldren dreieckigen Prismas (geeigneter Hohe). Damit haben wir die Neize,
die Dreieck enthalten, erledigt.
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Die iibrigen Netze bestehen aus Vier-, und Finfecken. Wir betrachten
cuerst diejenigen Netze, die ein Viereckstripel mit gemeinsamer Ecke besitzen.
Da ein Viereck durch die Angabe einer Seite eindeutig bestimmt ist, folgt aus
der Gleichheit der gemeinsamen Seiten zweier Vierecke, daB das dritte — und
damit alle drei — Quadrate sind. Zu diesen drei Quadraten kénnen sich aber
nur weitere Quadrate anschlieBen, weil Fiinfecke wegen e) nicht auftreten kin-
nen. In diseem Fall haben wir wieder ein einziges Netz, das sphirische Netz
Ni® des Hexaeders erhalten.

Im Folgenden kénnen wir voraussetzen, daf die betrachteten Netze kein
Vierecktripel mit gemeinsamem Eckpunkt enthalten. Die weitere Diskussion
unierscheidef verschiedene Fille je nach der grofite Anzahl & der Vierecke, die
im beirachteten Netze eine zusammenhingende Komponente bilden. Nach
unserer Voraussetzung schiieBen sich die Vierecke ,,streifenweise’ an, und folg-
lich sind die Vierecke derselben Komponente kongruent.

Fall k=3. Es bezeichne V,;, V, und V, drei Vierecke, die einen Sireifen
bilden, ferner F, und F, die zwei Fiinfecke, die sich zu V,, V, und V, anschlies-
sen. Diese Fiinfecke sind reguldr (Eigenschaft b)), und folglich sind die an £,
F, und V; bzw. an F;, F, und V, anstossenden Vielecke mit den vorigen kon-
gruente Vierecke. Indiesem Fall gibt es also nur ein einziges Netz, das sphirische
Netz N© eines reguliren fiinfeckigen Prismas (geeigneter Hohe).

Fall k = 2. Wir bezeichnen mit V, und V, die zwei (kongruenten) benach-
harten Vierecke, die durch vier Fiinfecke umschlossen sind. Diese Fiinfecke
sind symmetrisch (Eigenschaft a)} und kongruent, weil in jedem zwei gleiche
Seiten vorkommen und die {ibereinstimmenden Seiten es sichern, daB je zwei
Seiten in ailen diesen Fiinfecken miteinander gleich sind. Um die
Existenz und die metrische Eindeutigkeit dieser Konfiguration zu zeigen, be-
trachten wir ein Viereck von den Seitenldngen s und &, ferner zwei symmetri-
sche Fiinfecke von den Seitenldngen (in Reihenfolge) s, a, 6, & und a bzw.
¢, d, 5, 8 und d. Auf Grund des Hilissaizes 3 (angewendet auf die durch die
Symmetrieaxe abgeschnittene Haélfte symmetrischer Fiinfecke) sieht man
teicht, daB bej von @, bis ¢, wachsendem s der Wert ¢ (von 0 bis zu einen ge-
wissen Wert) monoton zunimmt, und @ (von einem gewissen Wert bis 0) mone-
ton abnimmt. So gibt es nur einen Wert s, fiir welchen a = d ausfallt.

Der schon bekannte Teil des zu diesem Fall gehdrenden Neizes ist also
eindeutig bestimmt. Das iibrighleibende Gebiet der Kugeloberfliche ist aber
mit der Vereinigung der zwei Vierecke V, und V, kongruent, und kann nach
¢) nur durch zwei, mit V, und V, kongruente Vierecke ausgefiillt werden. Wir
haben also das eindeutig bestimmte isogonale Netz N@® erhalten, das aus vier
kongruenten Vierecken und vier kongruenten symmefrischen Flnfecken besteht.

Fall k = 1. den hier betrachieten Netzen kommen nur afleinstehende
Vierecke vor. Es seien F,, F,, F; und F, vier Fiinfecke, die ein Viereck V,
(in dieser Reihenfolge) umringen. Wire V, nicht reguldr, so kénnte man mit
Hilfe des Hilissatzes 4 aus dem Vergleich von Fy und F, bzw. von F, und F,
darauf folgern, dafl die gemeinsame Seite von F, und F, einerseits groBer,
andererseits kleiner als die gemeinsame Seite von F, und F, ist. Es folgt daraus,
daB alle Vierecke Quatrate sind, ferner alle einem Quadrat benachbarten Fiinf-
ecke miteinander kongruent sind.
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Im Folgenden untierscheiden wir zwei Unterfdlle je nachdem, ob es unter
den AuBe-en Nachbarn der umgebenden Fiinfecke auch ein Quadrat V, gibt,
nder auch dieser zweite Ring aus lauter Fiinfecken besteht.

Im ersten Unterfall folgt aus der Kongruenz und Anordnung der Fiinfecke
und aus der Eigenschaft e) die Existenz auch eines dritten Vierecks (Quadrats).
Die anderen zwei Glieder des zweiten Ringes sind Fiinfecke, da sich
Vierecke in disrem Fall nicht berithren kénnen. Damit wurde aber schon die
ganze Kugeloberfliche aufgeteilt. Die Existenz eines solchen Netzes folgt da-

raus, daB der Diameter des Quadrais kleiner als %“ ist, und deshalb ein geeig-

netes Netz leicht angegeben werden kann. Da jedes Fiinfeck zwei
nicht nebeneinander liegende Seiten von der Lange a, besifzt, sind die
Fiinfecke und dadurch das ganze Netz auch metrisch eindeutig bestimmt. Das
erhaltene Netz N@ besteht aus drei Quadraten und sechs kongruenten symmet-
rischen Fiinfecken.

Im zweiten Unterfall ist das betrachtete Quadrat V, durch zwei {(aus je
vier Gliedern hestehende) Fiinfecksringe umschiossen. Die Fiinfecke des ersten
Ringes sind kongruent und zwei Nachbarn unter ihnen liegen symmetrisch
heziiglich ilirer gemeinsamen Seite. Es folgt daraus, daB die Fiinfecke des zwei-
ten Ringes selbst symmetrisch und - infolge der gleichen entsprechenden
Seitenpaare — auch kongruent sind. Das bringt aber umgekehrt die Symmetrie
der Fiinfecke des ersien Ringes mit sich und damit die Kongruenz aller Fiinf-
ecke. Das iibrige Gebiet ist wieder ein Quadrat, (Die Existenz des hier be-
schriebenen Netzes folgt unmittelbar aus der Existenz eines symmetrischen
Fiinfecks mit der Basislange a,.) Das zu diesem Unterfall gehdrende Netz N
ist aus zwei Juadrafen und acht kongruenien symmeirischen Fiinfecken aufge-
baut. :

Fall k = 0. Es ist leicht einzusehen, daB jedes isogonale Netz, das nur
Fiinfecke enthélt, topologisch mit dem sphédrischen Netz des reguldren Dode-
kaeders dquivalent ist. Wir werden zeigen, daB das einzige isogonale Neiz,
das aus launter Fiinfecken besteht, das sphérische Netz das Dodekaeders isi.
Der Beweis wird in zwei Schritten durchgefiihrt.

Im ersten Schritt zeigen wir, daB .in einem isogonalen Fiinfecksnetz auch
symmetrische Fiinfecke auftreten. Im Gegensatz zu dieser Behauptung neh-
men wir an, daB sich in jeder Ecke drei verschiedene Kanten (Seiten) treffen,
und zu jedem Fiinfeck fiinf verschiedene Seiten gehéren. Wir betrachten das

3

Fig. 2.
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zu einem Endpunkt der ldngsten Kante (einer der lingsten Kanten) anschlie-
Bende Fiinfeck F, und die um F, liegenden anderen Fiinfecke F,, F,, F,;, F,
und F; (Fig. 2). Die gemeinsame Seite von F, und F; wird mit s;; bezeichnet.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, daB s,; die
hzw. eine grioBte Seite ist. Daraus folgt sofort, da8

S15 > Sor und 55 > 85

sind, ferner — als eine Folgerung der Eigenschaft c) beziiglich /| und I
ergeben sich noch die Ungleichungen

(2) S13 > Spp und - $p5 > S5,

Auf Grund des Hilfssatzes 4 und der obigen Ungleichungen ergeben sich durch
Vergleich von F,und F;, Fyund F;, F,und F, bzw. F, und F, die Ungleichun-
gen

3) So2 > S125  Sor 7 8¢5

4 Soz > Sa3,  Soz = Sg)-

Benutzt man die Eigenschaft ¢) von F, und die aus (2) und (3) folgenden Un-
gleichungen: sp,> o, und Sy > So5, S0 ergibt es sich gleich, daB s,y die kleinste
Seite von F, sein muB. Hieraus und aus (4) ergeben sich die Ungleichungen

Soe > Sgg  und 8y, = Sy,

(ie aber einander widersprechen, wie es aus dem Vergleich der Fiinfecke [,
und F, klar ist.

Im zweiten Schritt gehen wir aus einen symmetrischen Fiinfeck F; aus,
dessen Existenz schon bewiesen ist. Da zwei Seiten das Fuinfeck eindeutig be-
stimmen, ist jede Symmetrieachse (Hauptkreis) des Fiinfecks F,; gleich Sym-
metrieachse des ganzen Netzes. Ist F; reguldr, so sind notwendigersweise alle
Fiinfecke reguldr und das Netz stimmt mit dem des Dodekaeders iiberein. Wir
setzen jetzt voraus, daB F, nicht reguldr ist. Dann hat es eine Basisseite und
zwei Seitenpaare von den Léngen sy, s, bzw. s, (Fig. 3). Das zur Basis an-

Fig. 3.
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schlieBende Fiinfeck F; ist mit F,; kongruent, weil ein symmetrisches Fiinfeck
durch die Angabe seiner Basis schon bestimmt ist (die zwei Fiinfecke haben
dieselbe Symmetrieachse). Folglich ist das neben F; und Fj liegende Fiinfeck
F, symmetrisch. Seine Basislinge bzw. die Lingen der gleichen Seitenpaare
werden mit s;, s, und s, bezeichnet. Wie aus der Symmetrie von F, auf die
Symimetrie von F, gefolgert wurde, folgert man aus der Symmetrie von F,
auf die Symmetrie des gemeinsamen Nachbars F; von F, und F,. F; hat je
zwei Seiten von der Linge s; bzw. s, und eine Basis von der L&nge s,. Beziig-
lich der gemeinsamen Seiten von Fj, F, und F, kann ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit vorausgesetzt werden, daB fiir die Werte s,, s, und s, die Un-
gleichungen
Sy = 83 =8

gelten. Vergleichen wir F, und Fj, so folgt aus s,<s, die Ungleichung s;=> s;.
Das widerspricht aber der Eigenschaft c), weil die kleinste und die groBte
Seite im Fiinfeck F, nicht benachbart sind. Damit haben wir gezeigt, daB im
letzten Fall k = O das einzige isogonale Netz das sphdrische Netz N@ des
reguldren Dodekaeders ist.



UBER DIE REGULAREN MOSAIKEN DER
HYPERBOLISCHEN EBENE

Von
J. HORVATH

Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie der E6tvos Lordnd Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 23. Mai 1964.)

Betrachten wir auf der euklidischen Ebene ein elementares p-Eck, /1,
eines dem ScHLAFfLI-schen Symbol {p, ¢} entsprechendes reguldres Mosaik.!

R v J-
q—*_
Fig. 1.

Das Mosaik besteht aus dem Polygon II, und aus den es umfassenden elementaren
Polygonen.?

R; sei der Flicheninhalt des zwischen den Giirtelbegrenzungen k;_; und
k, gelegenen Teils der Ebene, S; der Flicheninhalt der durch die Begrenzung

1 8. z. B. Fgjes Totu [3].
2 Die Figur 1. entspricht dem Falle {4,4].

4 ANNALES — Sectio Mathematica VII.
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A:i umschlossenen Flache und bezeichnen wir den Grenzwert des Quotienten

2 fiir n—< mit G(p, q), d. h. sei G(p,q) = lxm g
i In der euklidischen Ebene ist offenbar daB G (p,q) = 0. F. KARTESZI
{2] hat gezeigt, daB auf der hyperbolischen Ebene G (3, ¢) immer endlich ist,
uad zwar eine irrationale Zahl ist.
Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Bestimmung G (p, g) im Falle
p = 3.
i. Betrachten wir ein p-seitiges reguldres Polygon der hyperbolischen
Ebene, dessen Winkel von der Grofie 2z/g sind (Fig. 2.) Es soll durch die Eck-

Fig. 2.

punkte mit dem Mittelpunkt verbindenden Geraden in gleichschenkelige
Dreiecke aufgeteilt werden. Die Winkelsumme solcher Dreiecke ist kleiner als
. folglich ist

EE—F +——<7T,

p 9 9q

(P—20g-2)—2 =2
Bezeichen wir in Folgenden ¢(p, ¢) = (p—2)(¢—2)—2 kurz mit ¢, d. h.
() c=(p-2g-2)-2

Es ist bekannt, daB bei ¢ > 2, {p; ¢} existiert, und wir wollen diesen Elementar-
polygon mit [p, q] bezelchnen

Betrachten wir ein elementares Polygon I, von {p, ¢} der hyperbolischen
Ebene.® (Fig. 3. representiert die {4, 5})

woraus

* Es ist bekannt, daB {p, ¢} existiert. S. z. B. FEjes Totn [4], 96.
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Fig. 3.

Der i-te Giirtel ist die Gesamtheit jener Elementarenpolygone [p, ¢] = I
(i =1, 2, ...), die Eckpunkte auf der Grenzlinie k,_, besitzen, wobei die Ele-
mente ff nicht zum Giirtel ({ — 1) gehdren und I, der O-te Giirtel ist; die Anzahl
der Polygone {7 im i-ten Giirtelseiz,. Die Grenzlinie k, besteht aus dem Seiten der
Polygone I7 des i-ten Giirtel; die keinen gemeinsamen Punkt mit Grenzlinie k,_,
haben, thre Anzahl sei x;; die duBere Grenze des Giirtels (k;—;, k) ist offenbar
ein Polygon mit x; Eckpunkten.

Indem wir die elementaren Polygone des Mosaik {p, ¢} in Giirtelreihen
gruppiert betrachten, kénnen die Seiten, sowie die Ecken der Elementarpoly-
gone JT im zweierlei Kategorien eingeteilt werden. Grenzkanfe nennen wir eine
Seite von [T, sobaldsie eine Seite von k, ist; wenn eine Seite von IT die Grenz-
linie &, mit jener von k,_, verbindet, soll sie eine Querkante heiBen.

Ein Eckpunkt von k; heit A-Punkf, wenn aus ihm eine Querkante zu &,._,
ausgeht; wenn aus dem Eckpunkte keine solche Kante ausgeht, sei er ein
B-Punkt. Da p = 3 ist, kann aus einen A-Punkfe nur eine Querkante zu & _,
gerichtet sein.

Nun wollen wir die Anzahl der /I-Polygone der einzeilnen Giirtel hestimmen.
Es ist einleuchtend, daf

(2) =1 und 2z = plg—2).

Es ist Klar, daB die Anzahl der zur Grenzlinie von &, gehdrenden A-Punkte
2, bzw. B Punkte (x, —2) ist. Die II-Polygone des zweiten Giirtels schliessen
sich zu dieser Giirtelgrenze im Falle ¢ > 3 einer Seite von k, einzelweise an,
an je einen A-Punkt (g—4)-fach, und an je einen B-Punkt (g —3)-fach; im Falle

EL
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g = 3 aber schlieBt sich lings eines in jedem A-Punkte sich begegnenden
Grenzkantenpaares, sowie langs durch jedes B-Punktpaare gebildeten Grenz-
kante je ein II an k, an. '

Also gilt in beiden Féllen:

zp = X+ (= 3)x1—2) +(g—4)2 = (§—2)x; -2
voraus laut (1) und (2)

@) 2 = cplg—2).
Fiir die weiteren Giirtel gilt die rekursive Formel:
C) 2 =C2i—1—%—2 (i>2).

Zu dessen Rechtfertigung folgt zunéchst nach dem Muster des obigen Gedan-
kenganges

2 =X (=X ~2 )+ (B2 = @ =2)% 1 -2
und
(5) itz = (= 2)( -1+ X —p) = (R -y T 2 g).

Beide Seiten eines jeden den (i—1)-ten Giirtel bildenden II Polygons liefern
im Giirtel Querkanten, und lings einer jeden Querkante schlieBen sich je zwei
I Polygone aneinander. Die Quaerkanten abgerechnet erzeugen die Elementar-
polygone mit den (p—2)2;,—, Seiten noch die Grenzlinien k,_, und k,—;, d. h.
sie liefern x;_,+Xx;_; Grenzlinien, also ist

(6) Xi—gt X1 = (P—2)2;-1.
Aus (5) und (6) ergibt sich:
2 =[(pP—20q—2)~2]2; .1 -2,

d. h. (4) besteht also wirklich.

2. Die Flachenrdume S, und R, sind durch die Anzahl der sie erfiillenden
Elementarpolygone o, und g, charakterisierbar. Es ergibt sich fiir die Anzahl

n
Zzi = Un
i=0

unter Beriicksichtigung von (1) — (4)

_ (c—1r,—2,-1—2q
02 '

Da aber o, = 2, ist, wird der gesuchte Quotient in der Form

n

on _ c—2

Tn

(c—1)— Fn= _ 2
Zn 2y
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erscheinen. Aus (4) und (1) ist ersichtlich, daB z, streng monoton zunihmend
ist, also ist

Den Grenzwert, der wirklich existiert, soll

n—s co Zn
darstellen.
Nach (4) ist aber
zn +zn—2 = ¢
-1 Zp—
also ist
1
—+y=c
y
Die kleinere Wurzel dieser Gleichung ist wegén ¢ > 2 und (7)
c—Ver—4
N
2

Aus dem Vorhandensein des Grenzwertes von “n=1 folgt, daB der Quotient
n

On

o-n

zundhmend ist:

auch einen Grenzwert besitzt, da ¢ eine Konstante und z, streng monoton

24 —(c—
8) G(p,q) = lim Re = lim &0 = VE—4-(=2)
n— oo n n— oo O'" 2
Laut (8) und (1) ist die Zahl G (p, q) irrational. Im Falle der dualen Mosaike
{p, ¢} und {¢, p} hat G (p, q) denselben Wert, der im Falle ¢ = 3 minimal
ist.
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UBER KREISWOLKEN

Von
G. HAJOS

Lehrstuhl fir Geometrie der EStvis Lordnd Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 1. Juni 7964.)

1. Eine Menge von in einem ebenen Parallelstreifen liegenden, einander
nicht schneidenden Einheitskreisen wird k-fache Kreiswolke genannt, wenn
jede auf den Randgeraden senkrechte Gerade mindestens k Kreise trifft. Als
Breite der Wolke bezeichnen wir die Breite des schmalsten sie enthaltenden
Streifens.

A. Heppes [2] hat bewiesen, daB die Breite einer k-fachen Kreiswolke
von Einheitskreisen mindestens (k — 1)V3+2 betrdgt.

Im Folgenden geben wir einen neuen Beweis dieses Satzes. Es sei bemerkt,
daB Dbei Teilwolken der dichtesten gitterférmigen Kreislagerung die angege-
bene untere Schranke als Breite auftritt.

2. Wir betrachten die im Streifen S enthaltene k-fache Kreiswolke W.
Es sei b die Breite von S und W, ferner g eine Randgerade von S. Wir nehmen
einen Vektor a der Linge 2 an, der von g aus und senkrecht auf g nach dem
Ausseren von S gerichtet ist und um 30° verdreht den Vektor a + v ergibt
(s. Fig. 1). Unser Beweis beruht auf folgendem Hilfssatz:

Fig. 1.
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Spiegelt man die Wolke W an der Randgeraden g und verschiebt das Spiegel-
bild um den Vektor v, so entsteht eine Wolke W, deren Kreise die zu W gehijren-
den Kreise nicht schneiden.

Sind A, B Mittelpunkte zu W gehoérender Kreise und A’ das Spiegelbild
von A an g, das um v verschoben den Punkt A, ergibt, so ist AA, = 2 und
BA; = 2 zu beweisen. Da die Abstinde der Punkte A, B von g mindestens
I sind, liegen A und B nicht im Inneren des durch g und g’ berandeten Rand-
streifens der Breite 1. Ist A” das Spiegelbild von A an g’, so ist A’A” = 2
und g die Mittelsenkrechte der Strecke AA”, folglich ist < A’A”B = 90° und
A”B = AB = 2, wo wir es benutzten, daf die Kreise von den Mittelpunkten
A, B einander nicht schneiden. Da JAAA = 30° ist A A”B = 60°
- und die im 4 A,A” B gegeniiber diesem Winkel llegende Seite BA1 = 2, weil
sonst diese die (emz:ge) kleinste Seite wire, gegeniiber welcher immer ein
Winkel < 60° liegen muB. Ist A = A”, so ist das 4AA” A, bei A” stumpf-
winklig (vom Winkel 150°) und AA; > A”A; = 2, also jedenfalls AA; = 2,
was den Beweis des Hilfssatzes beendet.

Wendet man das Verfahren, durch welches W, aus W entstanden ist, wieder-
holt an, und zwar immer in derselben Richtung fortschreitend, so ergibt sich
als Vereinigung von n derart erhaltenen Wolken unserem Hilfssatze nach eine

nk-fache Wolke der Breite nb—(n—l)(2——K§), da die auf g orthogonale
Komponente des Vektors v der Linge 2—-V3 ist.

3. Wir betrachten im Streifen S einen Abschnitt der Lénge [, also ein
Rechteck der Seiten b, I. Projiziert man die Kreise von W orthogonal auf g,
so ist g durch die Projektionsstrecken i{iberall mindestens k-fach bedeckt. Da
diese Strecken der Lange 2 sind, ist die Anzahl der durch die Seite der Linge

l vollstindig enthaltenen Projektionsstrecken mindestens—; k (I—2). Folglich ist

der Gesamtinhalt derin R vollstindig enthaltenen Kreise mindestens—g.k (-2
Enthilt R wenigstens zwei Kreise, so ist dieser Gesamtinhalt laut einem
Satze von L. FEjJES TOTH ([1], S. 67) kleiner als ’%_2_- bl. Es gilt also fiir jedes
=6

14 T
2 (=2 V12

und folglich

V3.

I

b
k

Wendet man dieses Ergebnis auf die oben erwahnte nk-fache Wolke an,
so ergibt sich

nb—(n—1)2-V2) = V3
nk oo
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Da das fiir jedes natiirliche n gilt, ist
b—(2—V3) _ V3.
k = )

was eben die zu beweisende Behauptung bestitigt.
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ZUR STATISTIK DER PRIMFAKTOREN DER
NATURLICHEN ZAHLEN
Von
F. GYAPJAS und I. KATAI

Lehrstuhl fiir Algebra der Eo6tvds Lorand Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 3. Juni 1964.)

Fiir eine natiirliche Zahl m in der kanonischen Darstellung m = [Ip%
sel pim

def
Vim) = > a,.
_pim
p=l(modk)
wo k,l feste natiirliche Zahlen sind.
Es bezeichne N, (V,,, x) die Anzahl der natiirlichen Zahlen m = n mit

1
V., (m)— ——loglogn
x, M) o0 g log

— =X,
[ log log n
¢ (k)
wo ¢ (k) die Eulersche Funktion bezeichnet. Wir beweisen hier
Satz 1. Wenn (k,1) = 1, dann ist

No(Vis, x) 1
n VQ

mit einer nur von k und | abhdngigen Konstanten im Restglied.*

Fiir k=1 geht Satz | in ein Ergebnis von A. RENY1 und P. TurAN [1] iiber.
Die hier verwendete Methode ist der von [1] sehr dhnlich. Es seis = o + if und

def oo elqu n)

= 1 e -’du—i-O' ' (n — =)

log log n

(l) A(S ll) — —— (u reel, o > l)
1 ne
QOffenbar ist "
1 , 1
2 MsWy=Ld—e——= I bii 1 D
( ) (S, ll) 5 - oitVi (m P KK [ it p - Ik l 1 (0' > )
P 4 i

* Dasselbe gilt fiir alle im folgenden auftretende Restglieder.
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es sei
def piu __
3) o € 1
¢(k)
und
» def A S, u
4) (s, u) = 28
L(sy
wo
= 1 1
(5) ()= > — =1 (e > 1).
oo ns - p 1——1
P
Aus (2), (3), (4) und (5) folgt
iv_ ] 1— o gium _ A
(6) log (s, ) = > ¢ + s > }:e 1+2 > <.
piity PP r P Py m=2 M- P T mZa mp™

Es ist stets den Hauptzweig des Logarihmus zu nehmen. Er ist reguldr fiir
o> l.
Wir bezeichnen mit x die Charaktere mod k.y, (k) ist Hauptcharakter

mod k.
Die folgende Formeln sind gut bekannt:

™ > L= loNgpy oo
piio PP glk) PP

®) Sl Sl - ¥ 3t ¥
P prkm=z mp™ 5k p?

) Zlﬁ,ﬂ =logLis, ) +gls) (@ =D,
p

wo g (s) in der Halbebene o = 3/, reguldr und beschrankt ist.
Aus (6), (7), (8) und (9) ‘

(10) : log u(s, u) = («—1) X 7 log L(s, z) +g(s, u), fiir =1, u~0.

x# X0

Hier ist g (s, u) eine reguldre Funktion von s in der Halbebene o > 3/,, und
\8(s, u)l = O(|u}) (fiir u — 0) ebendort.
A
=1

RIS
logtol' b

log L(s, y) ist regulr fiir y # y,, o > 1—%,!1] =t unde > 1 -
og

deswegen ist (10) reguldr ebendort.
Es sei

def n ) n
(1) S(n,u) = 3 eViimlog —.
m=1 m
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Es ist bekannt, daB
CHioco

(12) S(n,u)=2Lm_ f is’l(s%‘i)—as = 1.

e—jec
Es sei |u| = %, dann ist cosu = %3 und

(13) | Rea =< 1.

Man zerlege s (n, u) in die Summe I; und I, zweien Integrale, wo

c+ioo

def
=1 f UL
2mi i sX(s—1)y

LT e

20l .

c—ioo

— i ds.
1)«'

Der Integrand von I, ist reguldr in o = 1 mit Ausnahme von s = 1, fiir s
ist der Integrand noch stetig, der Integrationsweg 1dBt sich also von o
nach o = 1 verlagern.

Es ist bekannt, daB

I
oy b

ei"’z L(+it,z)] — 0(,1,!)

(14) iy - o)
, l ellogt+ivl = O(|t%),

fiir beliebiges ¢ = 0, {f| = t; (¢).
Wir zerlegen dann /, durch Einfithrung der Teilpunkte

t=— __—1— l , L.
log r’ logn
Aus (10) und (14)
(15) s, u) = O(ltF)  [t| - =

Zunachst ist offensichtlich

( Eu(s,
. s?

n
—1) lognl

1
logn s
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auf die restlichen 4 Teilintegrale wenden wir partielle Integration beziiglich
ni+it an, und wegen (13) und (15) erhalten wir, daB

(16) 12=0'Iogn’, ‘iul é%)

Wir zerlegen nun das Integral /, auf die Integrale

_ )T

I
B oomi J sy
und .
cti~
1 s (s— D u(s, u)—p(l, u)
Iy = — J : . ds.
27:1c i §* s—1

In I, kann der Integrationsweg von o = ¢ nach o = 1 verlegt werden und
man findet nach partieller Integration

(17) Ilgzollo’g’n' l\u‘é %'

Wir zerlegen das Integral [, auf die Integrale

ctiow

L ¢ n
18) Iy, = ML
( T o u‘ (s— 1)
und
€+ioo
- s.(s— 1)<
(19) Iy = w(l, u) ns-(s—1) (S+l)ds.

2mi s?

c—ioc

In I, kann der Integrationsweg von ¢ = ¢ nach o = 1 verlegt werden und man
findet nach partieller Integration

(20) =0 o) = %),

1 !
Nach der Hankelschen Integralformel fiir die /° Funktion ist

(21) I3 = (1, u)-

wo

M- (log ny '\uﬂ =X ux 0}
I'(e%) 6’

1(z) = "e L lgt Rez > 0,
o

Aus (16), (17), (20) und (21)

(22) S(n, u) = ,1-“—9’—’”-(1<>g,1)« 1+o' " ,
I'(e) ' logn .
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Es sei

def
(23) s(nyu) = 3 einViam,

m=n

Wegen |s(y,u)—s(x,u)] = |y—x und S(n,u) = fMd
X

) 1
18t

S(n+2n, u) - S(n, u)+ :f.s(i‘_’)_'“s(iﬂ)dx
. X
24 Jd) = o n
(24) s(n, u) (D

fiir 4 > 0.
. def 7 H—
Aus (24) und (22) fiir 1 = }/ folgt
log n
S0 _ ) gy 4] "] L
n I'(ex) (log ) | 0 ‘ ogn' }+0‘ Vlzz}-log?'

(25) iu:

|
i

T
= — u=0.
6

‘s(n, u)

n
verdnderlichen &, die die Werte

Vid1), Vi (2), ..., Vi n)
mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt,

ist die charakteristische Funktion zur Verteilungsfunktion der Zufalls-

Es sei
T 1 loglog n
dot s‘n, u/ lo_gl;:_fﬁ,. B AT
‘Pn(u)= : - ¥ n

(1) ist die charakteristische Funktion zur Verteilungsfunktion der Zufalls-
verinderlichen &, die die Werte

¢(k)
mit gleichen Wahrscheinlichkeit annimmt.
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Aus (25)
" Yloglog k ] uj gl
() = fog n)*-1)1+0
Prli) () (logn) [Vlog lognlogn' }I+
(26) Vioglogn | =0 =3
|u]-logn 6
LR
e Vm?l_l
Sl
(k)

Wir werden einen Satz von C. G. Essgen [2] beniitzen:
Wenn F (x) und G (x) beide Vertellungsfunktlonen sind, und G (x) fiir

alle x existiert und |G’(x)} = A, ferner f(u) = f eix dF(x) und g(u) = ( elwx dG(xy.

ihre charakteristische Funktionen sind, und_zie Ungleichung

f

-7

f(u) — g(u) |au -
u ?

érfﬁllt ist, dann flir —eco <X <oo ist
A
IF(x)—G(x)| < K(s-i—?’,

wo K eine absolute Konstante ist.
Satz1 folgt aus dem Satz von Esseen und (26) dhnlich wiein [1], wenn wir

Nn(vk,h x)
—“_—‘_—n ’

oo u2

1 3 _
G(x) = <1>(x)=V—_ f e ZTdu, F(x)=

2m

— 20

T = —Z— Yiog log nn,

- G
Yloglog n
wihlen, wo ¢; eine positive konstante ist. Es ist nicht schwer zu beweisen, daf

37 (Vo m) — log log ny*
m=1

n-loglog n

beschrankt ist.
Ahnlich wie den Satz 1 kann man beweisen
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Satz 2. Es sei f(n) eine additive zahlenthedretische Funktion, und seien
k, natiirliche Zahlen, (k, 1) = 1, und sei
Lvenn PE0 g = s=1,2,..)

fp) = 0 wenn p £ I(k)

wo p eine Primzahl ist. Es bezeichne N, (f, x) die Anzahl der natiirlichen Zahlen
m = n mit

log log n
fmy - =5 (kf
L <X
Toglogn
#(k)
dann ist
M =..l.. f e"":du+0(————l——:.—’.
n Vom ¥ _ log log n

Es sei (I, k) = (I, k) = 1, §{ # L, (mod k).
Es bezeichne N, (x) = N, (V, k, I}, L,, x) die Anzahl der natiirlichen Zahlen

m = n mit
Vien(m) — Viu(m) _

Vz loglogn
e(k)

dann ist giiltig der
Sartz 3.

:tfe_?du—t—OlT—_l_—‘.
n Vom < Vloglogn !

Diesen Satz kann man beweisen wie Satz 1. Die Rolle A (s, u), « (s, u)
spielen nun

0o UiV, Lm= Vi, LM~ )./S u el 4 g=iu
‘-r - : ’ U(S, U) = ‘~( . ) wo '3 = T + 2,
= n £4(s) w(k)

S‘ [V, (1) — Vi, i, (m)J?

weiter hler muf man benu’uen daB m=1 beschrankt
n log log n

A(S u) =

ist. .
Esseil=¢ <g¢ < die Folge der Zahlen, die man in die Formel
" u? + 1? zerlegen kann. Es bezelchne R = R (n) die An7ahl der Ungleichungen
¢- = n. E. LANDAU hat beweisen, daB

5 ANNALES — Sectio Mathematica VII.
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n
R=cipoesll+o] (2= =)

wo ¢, eine numerische Konstante ist. Sei ferner r(m) die Anzahl der Zerlegungen
von m in zwei Quadrate. Bekannt ist diec Relation

r(m) =4 2 x(@d) = 4- I [1+(p)+ ..+ 2(P)],
dim p{jm
wo
I wenn k = I(mod4)
x(k) =1 —1 wenn k= —I(mod4)
l 0 sonst.
Yfenbar ist r (g2) > 0, wenn A =1, 2, ..., R.

Es hezeichne N, (R, x) die Anzahl von r(qx) (A =1, ..., R) mit
r(q}) - )Zloglogn xl/—~ loglogn
Ahnlich wie im Falle des Satzes 1 kann man beweisen den folgenden
Satz 4.
1 X o u
n(Ry X) —_— ) 1
R = 2du+ 0 |—=——== - =),
. V—fe ur !V'log]o,qn ’ (n )
Vlog
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ON A NEW PRESENTATION OF THE HYPERBOLIC
TRIGONOMETRY BY AID OF THE POINCARE MODEL

By
G. HAJOS and P. SZASZ
Department of Geometry and Department of Analysis of the E6tvés Lordnd University,

Budapest
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One of us [1] has shown that the Poincarg circle model [2] (to be easily
described by means of elementary geometry) furnishes by aid of three simple
elementary geometrical lemmata directly two relations of the hyperbolic trigo-
nometry from which the complete trigonometry of the hyperbolic plane may
be easily deduced. In what follows we show a presentation of the hyperbolic
trigonometry by aid of the PoincaArE circle model using only the first of the
mentioned three lemmata. The reasoning is not as direct, may be said neverthe-
less simple enough {3].

Our only lemma is the following:

If X is a point in the interior of the circle k and different from the center O,
and a circle through X meets k orthogonally in the points 2, H (fig. 1), then the
cut point Y of the lines OX and E H does not depend on the choice of the orthogo-
nally cutting circle through X.

Fig. 1.
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This is an immediate consequence of the theorem by which the radical
axes of three circles are concurrent.

We consider a PoINCARE circle model in the fundamental circle k of center
O and radius r. In this pseudogeometry the ¢distance” (i. e. pseudodistance)
of the points P,, P, may be defined by

() P,P, = log (UVP;P,)

where U and V are the points where the circle (or straight line) through P,, P,

orthoponally cuts k, further P, separates on the arc UV the points P, and V
(fig. 2), and the cross ratio

@ . vppy=YP Uh

P,V PV

Fig. 2.

is defined by Euclidean distances. This means we have chosen for “length
unit” the ‘“segment” the cross ratio for which equals e (the basis of natural
logarithms).

By (1) we get for the Euclidean distance OX in case X = O expressed by

the ‘«distance” f = 0X

3) OX =r th—;—.

By our lemma there is a point Y corresponding to X. In order to express OY by
t we denote the cut points of k and line 0X by Uand V so that X separates O
and V (fig. 3). Let k* be the circle through X, symmetrical with respect to the
line 0X and cutting orthogonally the circle k.Since U, V, Y, X are transformed
by inversion with respect to k* in V, U, 0, X and the cross ratio (2)is preserved
by inversion [4], we have (UVY X) = (VUOX) and by (1)
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Fig. 3
XY =0X =t
whence
oY =2t
and by (3)
4) OY = rtht.

This relation permits an easy approach to the hyperbolic trlgonometry
We consider the ‘“triangle” ABC with < C = 90° and of data

BC=a, CA=b AB=c¢, <JA=1 <B=y.

Fig. 4.
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We may assume A = O (fig. 4) since £ and its interior may be inverted in them-
selves so that O is the inverse of A, further angles and cross ratios and corres-
pondingly the data of “triangle” ABC are preserved by this inversion [5].

We denote by U and V the points where the circle through B, C cuts

orthogonally the circle k so that C separates on the arc UV the points B and U.
Let us further denote <f UAV = 28. If the lines AB, AC meet line UV in
B and C’, we have

AC’
AB’

Ccos A =

and since by (4)
AC’ = rthbo, AB’ =rthe
we get

1)) COS A = ihj—

the

the relation between an acute angle and the intercepting sides of a “triangle”.

In order to obtain the relation between the two acute angles and one per-
pendicular side we denote the centcr of circle UCBV by M and concider the
perpendicular MN to the line AB. Since <{ NMB = ¢ (and MB = MV,
<J MAV = B) we obtain

MN MN MV  sini

COS [,l = = . = -
MB AM AM sing
or
COS 12 I
(5) ol
sind  sinf

By (4) we have
reosp = AC’ =rthb,
whence cos 3 = th b and correspondingly
_._1_ = chb.
sin f3
Substituting this into (5) we obtain the relation sought for
cos u
il —
() sind

= chb.

After having obtained two ralations between the five data of a right
“triangle” we derive the further four relations. By (I) and (II) we have

sind cosu the he
tgl = = . = COS p+—
cos). chb thb shb
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and by (1), if applied to the angle g,

cosu = th_a’
the
consequently we obtain
tha
(n tgd = e
Elimination of 2 from (1) and (11l) yields
(V) chec = chachb.

By (1) and (I11) again we get
_tha thd sha che

SN = — o = —— .
shb the she chaché
whence by (1V)
V) sinl:ﬂ.
she

Finally, formula (1I) applied to sides a and b yields by (IV)
(VD) ctgictgp = che.

Since there is a one-to-one relation between the PoiNCARE circle model and
the PoincaRrg half plane model (easily stated by means of elementary geometry)
and the equivalence of the latter with hyperbolic plane geometry may be proved
without use of hyperbolic trigonometry [6], the same holds for the circle model
too. Consequently, the above presentation of relations (I) — (VI) in the circle
model proves the validity of these and of the hyperbolic trigonometry also in
the hyperbolic plane.
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ZUR GLEICHVERTEILUNG MODULO EINS

Von
1. KATAI

Lehrstuhl fiir Algebra der Edtvds Lorind Universitit, Budapest
(Eingegangen am 13. Mdrz 7964.)

Es bezeichne A eine Folge der natiirlichen Zahlen
1) (A) I=ag<a<...<ap,<..,
Die GroBe &, sei folgendermaBen definiert:

) | e ={l wenn n€A 2.,
0 sonst

und sei

3 35 En

3 é‘z

So sind die Folgen (1) auf dem Intervall (0,1} ein-eindeutig abgebildet. Wir
sagen, daB eine Menge der Folgen (1) hat das MaB «, wenn das Lebesquesche
MaB der zugehdrige Menge « ist. Fiir eine beliebige reelle Zahl x bezeichne {x}
den Bruchteil von x; und sei ||x|| = min ({x}, 1 —{x}). Es sei (A) eine Folge (1)
und

N
BA(N) = 2 €n,
n=1

ferner H,(o; 8, N) die Anzahl der Ungleichungen
{aV}Sﬁ, v = 1)2;-")BA(N),

wo o eine irrationale Zahl ist.
Wir werden beweisen den folgenden Satz.

Satz 1. Wenn o eine irrationale Zahl ist, fir welche ||qo|| > im Fall

g > o (8¢, o) (q ist gan2), dann besteht fiir ]ast alle (A)

Ha(oi B,N) = BBy +0(NF™) (v =~ =),
wo &, eine beliebige positive Konstante und & > &, ist.
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LEmma 1. (BoreL-CanteLLl) [1]. Sind A, (n = 1, 2, ...) beliebige Ereig-
nisse mit

3 P(A,) < ~,
n=1

dann finden mit Wahrscheinlichkeit 7 gleichzeitig hochstens endlich viele der Ereig-
nisse A, stalt.

LEMMA 2. [2] Fiir beliebige reelle y ist

n ! :
! 2”7”

LEmma 3. [3]. Wenn ¢y, ¢y, ..., ¢, reelle Zahlen sind, und

ye=1

n
N3 e2niqu,,
| dmad

=1 i

= W(k),

dann ist im Fall 0 = ¢« < f = |

Z 1—(—e)n iSC-Im” ‘{_%l}"(k) s

::s{%}sﬁ +] k+1 k

wo C eine numerische Konstante bedeutet.

Es seien /, N, k natiirliche Zahlen, und nehmen wir an, daB N = C; ().
Den Wert [ werden wir spdter angeben. Beobachten wir nun alle Folgen von
den Elementen 1, 2, ..., N

Fiir eine Folge 1 = a <a, < ... < q, = N besteht

m . N .
Zl e&nlka”a — 2 £+ e:!.mer,
=1 y=1

wo
(1 wenn v = a,
&, = :
| 0 sonst.
Im folgenden bezeichnen ¢, ¢,, ... positive Konstanten, und seien
N .
(4) y’(k, 81; ey EN) = 2 & e‘&nlkwx
r=1
(5) SI.', N = 2 P 2 I!}’(k. 61? ceey EN)"_'_{.
ey=0,1 £y=0,1 .

Wenn wir iiber der Konvenzion 0°= 1 iibereinkommen, dann folgt von den
polinomialischen Satz die Gleichung

i i in o A
. ; : 1 IN | p2s [ RN SRS
Wlhoer, o)l = 3 el e ekl i)
iyt .riy=tlgt gt
in=0
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und daher
" [1® - —_
[Pk, eq,. .., en)P = > — e T YN
... .+ing=1 11! .. ]r\]'
]1+..-+1N=l
- gomikalliy=ju) - 1 = U =jn) - NI,
So
12
Senv= 3 . g2aikol(iv=n) V- - Un~in) - NT

i1+...+iN=l ll! . ']N!
Jit. i =1
‘

>3 ey,

&3=0,1 en=0,1
Es bezeichne

kurz
() (m, =) My igofineeri) = 3 1.
Li>9

Man kann leicht einsehen, dat die Gleichung
S o 2 SN = oN-mGip
El=0,1 8N=0,1
richtig ist. So ist auch die Formel

M Sn= 3 e

_ e2aika(ii-j1)- 1+ ... +(in—jN) - N1 QN ~m(i,j)
i1

iy =1 It Nt
iy =1

giiltig. Sei S, y =S + Sy, wo in der Summe S); solche Elemente stattfin-
den, fiir welche i, = f;, ..., iy = jy und in der Summe S}, die anderen. So ist

1
(8) Shy = ( :
i1+...+iN=l ll!"'

Beobachten wir nun S{#). Untersuchen wir die Folge von den Paaren (i, j,).
(i Jo)» - - -, (in, Jn) Tilr jedes iy, ..., iy, Jyy - . ., Jn- Fiihren wir eine Klassifikation
ein. Zwei Folgen seien in derselben Klasse, wenn sie sich untereinander hochs-
tens im Permutationen ihrer Elementen unterscheiden. Es ist klar von (6), daB
m (i, J) nur von der Klasse abhidngt. Es sei bezeichnet mit der Buchstabe T
.eine Klasse, und sei ferner

o )Z,QN—ma,n = [IN2N,
lN' L

12
57, = _1____ .2N—m(!'xf---,f,r\') .
[P N3

So

Sﬁf) '=251" 2‘ 2’ o2nika(dixi ... +bpxp)
T 1=x=N 1=x=N
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wo by, ..., b, die von O verschiedene i, —j, (v =1, 2, ..., N) bedeuten. Der Strich
bedeutet, daB in Summe x, = x;, wenn i< ji=1 .., j=1,
Natiirlich ist 1 =t = 21

Ferner besteht

t N 14 N
D S2nika(bix1+ ...+ b, — 2nikal(byx1+ ... +b —
Ez‘e”“(ll X)) = % N p2aike(bixy 1%1)
i=1x;=1 i=1 x;=1
— Z Z" 2nika(byxt . Lox) 4 (= 1)1 S‘ (2nlkelbixst ... +bixp).
i:éjx,-——-—xj xl_ L=y
1 SxisN
Aber
' 1
2 e2nika(hlx1+...-}—btxt) H Z ekaab,xil - II mln (N’ ,___”
1=sx;=<N i=1 xp= i i=1 zllkabill
i=1,...,t

und

15!‘ e23ikax(b,-1+ eee +b,--s) ’ =
e

X =1

2 eZniku(blxl +.bx) =

I v e27:ikabjx1]
j#iy.. »is xj=1

x,-1=...=xis
x,-1=1,...,N

=N. II min(N,————-J.
Jitge.nig , 2||kabj||

Von jbi = I, t = 2I folgt die Abschidtzung

eana(b X1 ... byxy)

=c (l){mm (N

T<x;=N 15Ss12”kocs|]’ (lsssl?..Hk(XS"
Die Anzahl der Klassen ist = C; (), und |6 = C, ()-2¥, und so

1 1
Sin =c5()- ZN{N’+max2‘ + N max2!-2 |,
o = GO BN R Tt TN T T

Sei nun N so groB, daB fiir kv = ¢,

1
ko

= N,

So ist S, x = co(l)- 2N - Ni+zito,
Sei nun ¢, > ¢, eine beliebige Konstante und bezeichne # =%+61,
M = N’ Beobachten wir nun die Anzahl der Folgen ¢, ..., ¢y, fiir welche

lp(k, 81, ey EN)l = M,
wo k eine feste natiirliche Zahl ist. Diese Anzahl ist

= e D2V (1) ON . NEHe—0)
= D2V =) 2NN .
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Sei [ so groB, daB [,(é; — &) = 1. Die Anzahl der Folgen ¢, ..., & fiir welche

lp (ky &, ..., &y)l = M bei mindestens ein k(1 = k = VN), ist kleiner als
£e ([)-2N.N-*2 Es sei A, die Menge der Zahlen p, fiir welche

max [p(k, ey, .. en) = M.
LYW
Ihr MaB ist kleiner als cG(l) -N-%:. Wenn wir die Borel-Cantellische Lemma und
Lemma 3 anwenden, dann wegen X' P (A4,) < « folgt der Satz [nun P(A,) bede-
utet den Lebesqueschen MaB von A, ].
K. F. RotH bewies den folgenden Satz. Es sei £ eine irrationale algebraische
Zahl, und é > O beliebig klein. Dann existieren hochstens endlich viele ganze

g > O, fiir welche |jgg|| = ——11+—6 Daher folgt der folgende Satz mit den Bezeich-
q

nungen des Satzes 1.

Satz 2. Es sei « eine beliebige irrationale, algebraische Zahl und & = 0
eine beliebige Konstante. Dann ist die Abschitzung

H a(ot; B. N) = BBA(N)+O(N1+2) (N —~e)
fiir fast alle Folgen richtig. '
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UBER STABILE KREIS- UND KUGELSYSTEME

Von
K. BOROCZKY
Lehrstuhl fiir Geometrie, E6tvis Lordnd Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 2. September 1964.)

cine Packung von Kreisen bzw. Kugeln heiBt stabil, wenn jeder Kreis
bzw. jede Kugel durch die nachbarenen festgehalten ist, d. h. kein Kreis
bzw. keine Kugel lassen sich ohne gleichzeitige Bewegung der anderen
bewegen.! A

Zahlreiche Beispiele von solchen Systemen sind bekannt, z. B. die Kreis-
und Kugelsysteme, die die dichteste gitterférmige Packung liefern, weiter
kann man mittels eines beliebigen stabilen Systems von kongruenten Kreisen
ein schichtiges stabiles Kugelsystem bilden.

Die interessante Frage: ob es ein stabiles und aus kongruenten Kreisen
bzw. Kugeln bestehendes diinnestec System gibt und was fiir ein System ein
solches sein kann, ist seit langem offen.?

In dieser Arbeit geben wir ein stabiles und aus kongruenten Kreisen beste-
hendes System von der Dichte 0. Durch Schichtung kann man offenbar aus
einem solchen System auch in héheren Dimensionen stabile Kugelsysteme von
der Dichte O bilden. Durch Figur 1 ist ein aus kongruenten Kreisen gehildetes

"Fig. 1.

' 8. Nigart [5], SinoGowiTz [6], FEJES ToTH [2] und DOMINYAK [T}
» S. z. B. HEEscH - Laves [3] und HEPPES — MOLNAR [4]
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stabiles Kreissystem der Dichte O dargestellt, das aus vier unendlichen Zweigen
besteht. (Im folgenden werden die Kreise durch ihre Mittelpunkte so gegeben,
daB die Mittelpunkie von einander beriihrenden Kreisen mit Strecken ver-
bunden sind.)

Im folgenden geben wir die Konstruktion eines solchen aus Kreisen beste-
henden Zweiges. Bezeichne die orientierte Gerade g die Richtung des Zweiges
und der Symmetrieachse desselben, ferner seien gy, g,, g, mit g parallele Geraden,

die auf derselben (oberen) Seite vong im Abstand V3, 2¥3, 2+V3 von
g (Figur 2) liegen. Die Symmetrieachse bestimmt zwei Halbzweige. Die Kreise des

Fig. 2.

oberen Halbzweiges kann man indrei Klassen teilen. Die Mittelpunkte
Ay, Ag, ... der Kreise von der ersten Klasse liegen auf einer (von unten
gesehen) konvexen Kurve, die zwischen g; und g, liegt und A A, =2 (i=1,
2, ...) besteht. Die Mittelpunkte B,, B, ... der Kreise von der zweiten
Klasse liegen zwischen g und g, so, daB A, B;= 2 (i = 1, 2, ...) besteht. Die
Mittelpunkte Cy, C,, ... der Kreise von der dritten Klasse liegen auf der Geraden
g und besteht C,B, =C,B,,, =2 (=1 2, ...).

Von den Mittelpunkten des Halbzweiges nehmen wir zuerst die Punkte
A (i =1, 2, ...) auf, die in vorerwihnter Weise am Rand liegen und erst
dann die Punkte B,, C,. Diese Punkte bestimmen schon eindeutig die Lage der
Punkte B, C; (i = 2, 3, ...). Es ist genug zu zeigen — um die Existenz und
die Stabilitat des Zweiges (abgesehen von der Stabilitit der Punkte A; B)),
einzusehen, — dab falls die Punkte A,;,, A;, B, C, gegeben sind, dann kann
man das Polygon A;;,A,BC, durch den Punkt B, zu einem Fiinfeck
erganzen, das die Seitenlinge 2 hat und sich zu einem konvexen Fiinfeck so
ergianzen 14Bt, daB die Linge seiner Diagonale und der Strecke C,C,,, groBer
als 2 ist. Um das Erwidhnte einzusehen, betrachten wir die Figur 3, wo A;A;4,
# BB # C,C. Fiir die Winkel «, 8, die die Halbstrahlen B,A; und C,B; mit g
bestimmen, begsteht 60° < ¢ < 120° < 8 und daraus folgt, daB BC, < 2 und

2-¥3 = AC, A4iCh A€ = 4 erfiillt sind. Aus den letzten Ungleichungen
folgt, daB 60° = C,AA 1<, CA LA, AnCC <Y ALCCE =90
besteht, Das Dreieck C,C A, ., enthdlt das reguldre Dreieck C,CD. Das Dreieck
DCA, 4y ist im ABCA, ., enthalten, woraus folgt, daB DA, , <2 besteht und
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weiter, daB B,,, ndherals D der Geradeng liegt; das bedeutet aber, daB B, .,
unter der Gerade g, ist. Wie man leicht einsehen kann, bestehen A, A;B, <[>
> A AC; < = 60° und AA B < > AA4C, = 60° so folgt,
daB A,B,yy, A,+1B; = 2 ist, weiter AC, A;+:C; = 2-¥3> 2. Der Winkel,
den g und der Halbstrahl C; B, einschlieBen, ist groBer als 120°und B; ,C,C,+<J <
< 60°, daraus ergibt sich, daB C,C,,, B;B;+; = 2 besteht.

Fig. 3.

Steht A,B,; auf g senkrecht, dann ist kein Kern notwendig, um ein stabiles
System mit drei Zweigen konstruieren zu konnen (Figur 4). Ein stabiles System
mit vier Zweigen ist auf Figur 1 dargestellt, wo der Kern aus 20 Kreisen besteht.
Zum SchluB bemerken wir, daB man ,,periodische* stabile Kreissysteme mit
beliebig kleiner positiver Dichte auf dhnliche Weise konstruieren kann, aber
dann muf man die Asymptote der von unten gesehen konvexen Kurve ein
,»,bisschen‘ unten von g, aufnehmen (Figur 5).
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1. Introduction

Using the terminology of a recent paper by P. VErMEs ([5], 16, end of
section 1), we shall call an infinite matrix with elements in a field, non-singu-
lar of a certain property (for example, non-singular row-finite) if it has this
property and has a unique two-sided reciprocal with the same property.

When R is non-singular row-finite, so is its reciprocal R-?, and the product
RB is non-singular row-finite if and only if B is. Non-singular row-finite matrices
form a multiplicative group which we denote by G (R). Well-known sub-groups
of G (R) are the group G (N) of normal matrices i. e. lower semi-matrices with
non-zero diagonal elements and the group G (R, C) of non-singular row- and -
columnfinite matrices; G (R, C) contains the groups G (D) of non-singular diago-
nal matrices and the group G (P) of permutators as well as others.

VErRMES ([2], 74 and [3], 248) has introduced another type of row and
column-finite matrix, which he calls a diagonal string S, formed from abutting
square matrices B;, B,, ..., of arbitrary orders arranged along the principal
diagonal, so that the principal diagonal is also a diagonal of each of B,, B,, ...,
all the other elements of S being zero. When every B, has anon-zero determinant,
and therefore a two-sided reciprocal B; %, S has the unique two-sided reciprocal
S-1formed by replacing each B, by B;*. Since S—1is row- and column-finite, S
is non-singular row- and column-finite. For brevity, a non-singular diagonal
string is referred to in this paper simply as a string and the square matrices
B,, B,, ..., as the beads of the string.

Among the results proved by VERMEs [5] are the following:

(i) every permutator P is the product of at most two strings.

(ii) every non-singular row-finite upper-normal matrix is the product of
at most two upper-normal strings.

(iii) every non-singular row-finite matrix R is the product of a nornial
matrix and of at most four strings in any order.

(iv) every non-singular row- and column-finite matrix is the product of

at most six strings.

[
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The first two results are the best possible. In this paper, it is shown that
the third result can be improved to the expression of R as the product of a
normal matrix and of at most two strings in any order, which is the best possible
result, and that in the fourth result only four strings are needed. To obtain
these imprevements, we make use of a theorem on simple normal combinators,
which is proved in the next section,

In proving (iii), VErRMES made use of (ii). We shall obtain our improvement
of (iit) without using (i) and then use our result to give a new proof of (ii).

Throughout, we shall use the notation of R. G. CookE {1}, denoting matri-
ces by capital letters R, M, ... withelementsinafieldr, ;. m, ;... (i, jJ=12,...)
in the i’th row and j'th column. A permutator P is amatrix obtained by permut-
ing the rows or columns of the unit matrix 7 and if P is the transpose of P,
PP=pPP=1

2. Simple Normai Combinators

A matrix C, obtained by adding multiples of the i"th column of the unit
matrix [ to the preceding columns is normal and has rows which are those of
I except for the 'th row. We shall cali such a matrix a simple normal combina-
tor. Postmultiplication of any matrix A by a sitmple normal combinator C; has
the effect of adding multiples of the i"th column of A to the preceding columns.

In the following theorem, we consider the convergence of an infinite pro-
duct of simple normal combinators. Since a simple normal combinator is, of
course, also a string, having an initial X { bead, an infinite product of simple
normal combinators is an example of an infinite product of sirings. In this
case, however, the simple normal combinators do not necessarily form a descend-
ing sequence of strings as defined by Vermes ([4], 385).

Tueorem 1. If (1) C, is a simple normal combinator with non-zero elements
(apart from units on the principal diagonal) confined to the i’th row,

(iiy {k(n)} is a sequence of distinct positive inlegers and (iii} R is a row-
finite matrix, then (@) M, = C;yChey - . - Cigy COnverges as 11— oo fo a limit
mafrix M which is normal, and (b) RM, converges fo RM as n - oo,

Proor. Apart from the units on the principal diagonal, the non-zero ele-
ments of the normal matrix M, are confined to the rows k(1), &(2), ..., k(n).
A postmultiplication by C,, . ,, with some non-zero elements in the k{n+1)'th
row does not affect any of the rows of M, preceding the k(iz+ 1)th since the
effect of this postmultiplication is to add multiples of the k(n+ 1Y'th column oi
M, to preceding columns and there are zeros in the k(n+1)'th column of M,
above the k(n+ 1Yth row. The rows of M, which follow the k(n+ 1)Yth may,
however, be affected by this posimultiplication since there may be some values
of K(1), k(2), ..., k(n) greater than k{n+1), Let 2 be an arbitrarily chosen
fixed integer. [n the sequence {k(n)} of positive integers, which are all different,
there can be at most 4 which have any of the values 1, 2, ..., A Let u be the
greatest n for which k()= 2. Then for n>y, k(n) > 2. Thus M,.1 = M, Cagerny
is derived from M, by postmultiplying by Cg 1y in which the non-zero
elements (other than the units on the principal diagonal) are in the k(u+ 1)'th
row i. e. in a row after the 2’th. The first A rows of M, are therefore unaffected
by this postmultiplication, so that the first 2 rows of M,., are those of M,.
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In subsequent postmultiplications by C,, with n> g, the first 1 rows remain
constant.

Thus M, converges to a limit, say M, in which for the first A rows, the
elements of M are those of M,, so that the elements in the first A rows of M
on the principal diagonal are units and the elements of these A rows after the prin-
cipal diagonal are zero. This holds for any 4, so that M is normal with units
on the principal diagonal and the only other non-zero elements in the rows
k(1) k(2),...

( WE: now show that the sequence of matrices {RM,} converges to RM as
o,

The p'th row of RM, is derived from the p'th row of R and the columns
of M,. Since R is row-finite, the elements of RM, are finite sums and in order
to obtain the p’th row of RM, itis not necessary to proceed beyond the d(p)'th
elements in the columns of M,,, where d(p) is the length of the p’th row of R.
- But the first d(p) rows of M, are jusi the same as the first d(p) rows of M
provided n = u(p), where u(p) depends on p. Hence the p'th row of RM,
consists of elements which are the same as the elements of the p’th row of RM
provided n = p(p). This shows that {RM,} converges to RM as n— and
completes the proof of Theorem 1.

It has been pointed out by Dr. VERMES that condition (iii) in the enunciat-
ion is necessary for the conclusion (b), since although RM, exists for every n
even when R is not row-finite (because M, is column-finite), the product R M
may not exist. As an illustration, we can take the first element of the ’th row
of C, as ¢ # 0, (i > 1). Then every element of the first column of M, after the
initial unit, is ¢ and R M does not exist if R has a row for which r,;+7,,+ ...
diverges.

3. Non-singular row-finite matrices

Qur main result is the following:

THEOREM 2. Every non-singutar row-finite matrix R is the product of a normal
matrix and of at most two strings in any order.

Proor. If, in a column of a matrix, the first non-zero element is the n’'th,
we say that the depth of the column is m.

We first show that a normal matrix M can be found such that R M is a
row-finite matrix which has just one column each of depth 1, 2, ....

The first row of R has a last non-zero element, say ry ,q). If there are some
columns of R before the k(1)'th which have non-zero elements in the first row,
we form from R another matrix R; by subtracting from those columns of R
preceding the &(I)'th which have non-zero first elements, such multiples of the
k(1yth column as will make all the elements of the first row of Ry before the
k(1)'th zero. This process is equivalent to postmultiplication of R by a simple
normal combinator C,q) and R; = RCyy has just one colummn viz. the k(1)'th
of depth I. R, has at least one column of depth 2, for otherwise the first two
rows of R, would be of rank 1 so that R, and hence R would not have a right-
hand reciprocal. Let the k(2)'th column of R, be the last which is of depth 2,
so that k(2) = k(1). A postmultiplication of R, by a simple normal combinator
Cug With suitably chosen elements in the k(2)th row produces a matrix R, =
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RC1;Cis with just one column each of depths 1,2 viz. the k(1)'th and the &(2)'th
respectively.

Proceeding in this way, we define a sequence of positive integers &(1), k(2),
.o k(n), ... and a sequence of simple normal combinators C.qy, Cryy - - -
Crtar - .. such that

(i) {k(m)} is a sequence of distinct positive integers and (ii} R, = C,qy
Chty - +» Cugy 15 @ matrix with just one column each of depths I, 2, ... n

By Theorem 1, {R,} converges as n—< to the limit RM where M is the
limit of M, = C,q,Ci@ +-. Cuy @and is normal.

For any fixed integer p, the first p rows of RM are those of RM,, provided
n > p(p) and we can suppose 1 > p. But since RM, has just one column
each of depths I, 2, ..., n, the first p rows of RM, contain the initial elements
of the p columns of depths I, 2, ..., p while all the other elements in these p
rows are zero. Thus RM has just one column each of depths 1, 2, ..., p, where
p is arbitrarv.

No column of RM consists entirely of zeros since R and M and hence the
product are non-singular. The columns of R M are therefore those of a normal
matrix, but in a different order, so that thereisa permutator P for which RMP =
= L, where L is normal. Since the matrices involved are all matrices of the group
G (R), this result may be written R = LP'M-1

We now use two lemmas due to VErRMES ([5], Theorem 3 and [4], 386).

Lemma 1. A permutator is the product of fwo strings.

LEmmA 2. The product of a string and a normal matrix can be expressed aiso as
the product of a normal matrix and a string, and conversely.

Using Lemma 1, we have R=LT,T,M~-! where T, and T, are strings, and
using Lemma 2 twice, we obtain R = §,85,N where §,, and S, are strings and N
is the product of two normal matrices and is therefore normal. The use of Lemma
2 enables the product of two strings and a normal matrix to be taken in any
order.

This completes the proof of Theorem 2.

In order to show that this is the best possible result, we construct a non-
singular row-finite matrix which cannot be expressed as S N or §,S,. First we
note that if 4 (n) is the length of the n’th row of a row-finite matrix R and
L(n)y = max (d (1), d(2), ..., d(n)), then R is the product of a normal matrix
and a string if and only if, for infinitely many n, L (n) = n (VERMES [3], section
(8 1}). If R is taken as the matrix P N where N is any normal matrix, which is
not column-finite and P is the permutator which rearranges the rows of N with
indices 1, 2, 3, ... to rows with indices 2, 4, I, 6,8, 3,10, 12,5, ... then
L{n)=n for every n, so that R is not expressible as S N. Since §,S, is column-
finite whereas R is not, R cannot be expressed as the product of two strings.

4. Nen-singular row-finlte upper normal matrices

In this section we use Theorem 2 to give a new proof of the following theo-
rem due to VErMES ({5], Theorem 2): —

THEOREM 3. Every non-singular row-finite upper normal matrix is the product
of al most two upper normal strings.
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Proor. By Theorem 2, U = S§;NS, where U is any non-singular row-
finite upper normal matrix S,, S, are strings and N is normal, so that S U =NS§, =
=X (say). S;tU is amatrix in which the only non-zero elements below the prin-
cipal diagonal are within the beads of S, and NS, is a matrix in which the only
non-zero elements above the principal diagonal are within the beads of S,.
Hence X is a matrix in which the non-zero elements (apart from the ones on the
principal diagonal) are

(a) within the beads of S, below the principal diagonal and

(b) within the beads of S, above the principal diagonal. If U is not a string,
so that S; and S, are not conformal, then by fusing the beads of S; and S, as
necessary to form larger beads, we can ensure that the corners of the beads
of S, on the principal diagonal alternate with those of S, (see VERMES [5],
section 2) and for convenience, we take the first of the elements on the principal
diagonal which are either corners of S, or S; to be a corner of S;. Let the beads
of S, end in columns jy, j,, ... and the beads of S, in columns i, i,, ... so that
hji<lb<fp<lIg=<...

We divide the matrix X into sections

(a) squares on the principal diagonal with opposite vertices at iy, fy, io fo
e1C. 5aY oy, o ¢y, 1y, - - .. Each of these square matrices is non-singular because
aiternately they are in a block of columns or a block of rows with all the
other elements in the block zero.

(b) the remaining sections containing non-zero elements starting from the
top and proceeding down and to the right say, 54, Ber B3 B, ... as in figure 1.

Since oy 1S non-singular, there exists a column-combinator which is an
upper normal bead B, extending over the rows and columns with indices j, + I,
... Jr+1 and such that postmultiplication of X by B, affects only f,,4, turning
this part of X into zero. Similarly, since o, is non-singular, there exists a row-
combinator, which is a normal bead C, extending over the rows and columns
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with indices i, +1, ..., i;4+, that turns g,, into zero by premultiplication. The
infinite products B = B;B,... and C = C,C,. .. are strings; B is upper normal
and C is normal. The product CXB is the string A composed of the beads
oy, Oy - .. Which is conformal with both S; and S,.

Hence A-1CXB = I and therefore UB = §;XB = S§,C-*A =T (say),
where T is a string conformal with S,.

Both U and B being upper normal, so is the string T, and we have U = TB~*
which completes the proof.

CoroLLARY. Every non-singular column-finite normal matrix is the
product of at most two normal strings. The proof is by transposition.

5. Non-singular row- and column-finite matrices

If C is a non-singular row- and column-finite matrix Theorem 2 gives C =
= §,S,N where §,,S, are strings and N is column-finite in addition to being
normal. The corollary to Theorem 3 shows that N is then the product of at most
two normal strings, so that C is the product of at most four strings of which two
consecutive ones are normal. By transposition and using Theorem 3, the nor-
mal strings can be replaced by upper normal strings. Hence we have the follow-
ing theorem:

THEOREM 4. Every non-singular row- and column-finite matrix is the product
of at most four sirings of which any consecutive two can be taken as normal or
upper-normal.
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The diagonal string, with elements in a field, is a generalization of the infi-
nite diagonal matrix, the non-zero elements having been replaced by non-singu-
lar square matrices of arbitrary sizes. Every matrix B which is a finite product
of strings belongs to the multiplicative group G (R, C) of non-singular both
row- and columnfinite matrices, i. e. matrices having a unique two-sided recip-
rocal with the same property. In an earlier paper ([3]%, section 6) I proved
that every matrix in G (R, C) can be expressed as the product of at most six
strings. F. Avres ([2], Theorem 4) has reduced that number to four, and
recently he suggested that it may be reduced to two. Here I prove first a result
on upper normal matrices belonging to G (R, C), and then using that result !
prove AYRES’ conjecture.

THEOREM 1. Given two strings S, and S, (not necessarily distinct), every
nonsingular upper normal row-finite matrix can be expressed as the product of
two strings, one of which is conformal to S,, and the other to S,.

THEOREM 2. Every non-singular both row- and column-finitc matrix can be
expressed as the product of at most two strings. This result is best possible.

For definitions the reader is referred to [3] and to R. G. CookE’s book (!,
chapters 1 and 2).

Proor or THEOREM 1. This is an extension of [3], Theorem 2, with a
modification of the proof there, which requires some detailed explanation.
Let I =r, <r, < ... be a sequence of positive integers, s, = r,+;—1, and
let S(s,) denote a string formed from (r,, s,)-beads. Two strings S(g,) and
S(s,) are called conformal, if the sequences ¢, and s, have a common infinite
subsequence. 1f U is a non-singular row-finite upper normal matrix, it can be
expressed as a trivially convergent infinite right product U = U,U,. .., where
U, is a descending sequence of upper normal beads, as shown in the first part of
the proof of [3], Theorem 2. The beads U, can then be expanded to beads U7
to ensure that the descending sequence U} covers U ([3], top of page 17). Hence
U=UjUs....

! Numbers in square brackets indicate references at the end of this paper.
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Let U bea(p,, g,)-bead and Q, = max (g, ¢s - .-, ¢,). Given two strings
S(s,) and S, (s,), we use the fact that the sequences of integers p,, Q.. Sy i,
are all monotonically tending to infinity, and we define step by step subsequen-
ces m, and.n, of the suffixes m and n ensuring that

s(my) < p(ny) = Q) = §'(my..4) when k is even,

§'(m,) < p(n) = Q(n,) = s(m,,,) when k is odd.

Then we fuse the beads U+, for which n,_, = n < n,, and expand the fusion
product to an (s(m.+ 1), S(im,4+,))-bead when k is even, and to an (s'(m,+1),
s’(m, 4+o))-bead when k is odd. Thus we obtain an inferlocking sequence of
beads V, that covers U, such that U = V,V,..., that V;V,... is a string con-
formal to S,, and that V,V,... is a string conformal to ;.

We now apply the second part of the proof of [3], Theorem 2 to the products
V.V, V,V,, ... replacing them by W,W,, W,W,, ..., where W, is of the same
size as V,,, and obtain the strings S = W, W, ... and S, =W,W,. .., and conclu-
de that U = S,S,. This proves the theorem.

ProoF oF THEOREM 2. By Theorem 4 of AvrEs [2] every matrix A in
G (R, C) can be expressed as the product of at most fourstrings, any consecutive
two of which can be upper normal. Hence if A is not a string, then A = §, U S,,
where U is non-singular upper normal row-finite, so that, by our Theorem 1,
U can be expressed as §,S,;, S, being conformal to S;, and S; to S,. Hence
A = (§,8,)(S5,S,) where both factors are strings. This proves Theorem 2.
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1. Following VERMES ([1], §1), we shall call a matrix, with elements in a
field, non-singular of a certain property, if it has this property and has a unigue
two-sided reciprocal with the same property.

Let {s,} be an increasing sequence of positive integers, n = 1, and put
so = 0. If all the non-zero elements of an infinite matrix § are contained within
»beads” B, where B is the square of elements in the rows and columns s, + 1,
$,-1+2,...,5, Siscalled a diagonal string and if every B, has a non-zero deter-
minant, S is a non-singular diagonal string, or briefly, a string. The sequence
{s,} associated with astring can be referred to as the bead-sequence of the string.
If the bead-sequences of two strings have a common subsequence, & and T

are said to be conformal.
In a recent paper ([2], Theorem 4), it was shown that every nen-singular

row- and colummn-finite matrix is the product of at most four strings, of which
any consecutive two can be taken as normal or upper-normal. That result is not
the best possible and VErMES has succeeded in reducing tlie number of strings
from four to two [3]. In this paper, I give a new method for proving that every
non-singular row- and column-finite mairix can be expressed as the product
of two strings S, T which includes an extension to show that S and T can be
taken as conformal with any given strings A, B. In section 2, [ give a direct
proof of the result for the case of a permutator P, i. e. an infinite matrix in which
each row and each column has just one unit element and then use this with a
previous result ([2], Theorem 2) to show that any non-singular row-finite matrix
R can be expressed as the product of two strings S, T and a normal matrix N,
where § and T can be taken as conformal with any given strings A, B.

2. TuEOREM . Given any twe sirings A, B and any non-singular upper-nermal
rawfinite matrix U, it is possible to find uppernormal strings S, T suchthat (i) U =
ST and (ii) the bead-sequences of S and T are sub-sequences of the head-sequences
of A and B respectively.

Note on the enunciation. In the case when A = B, (i) can be replaced by
(ify': the bead-sequences of S and T are each subsequences of the bead-cequence
of A. This, of course, does not imply that § and T are conformal with each other.
An example relating to the conformity of strings is given after Theorem 4.
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Proor or THEOREM 1. The matrix U, being a non-singular upper-normal
row-finite, has a unique two-sided reciprocal V which is also unner-normal and
row-finite.

We partition both matrices into blocks of rows and columns by using
subsequences of the bead-sequences {a,} and {b,} of the given strings A, B.
The subsequences {a,,,} and {b,,} to be used for the partitioning are defined
as follows.

Put a,,=qa,.

Let [, be the maximum length of the first a,,y rows of both U and V and
l, the maximum length of the first [, rows of both U and V (so that [, = I, = a,(,)).

Take b,,) > L, which is possible since {4,} is an increasing sequence of
positive integers.

Next, let [; be the maximum length of the first b,,, rows of both U and
V and I, the maximum length of the first I; rows of both U and V.

Take a,,) > I, which is possible since {a,} is an increasing sequence of
positive integers.

This method of selecting the members of {a,,} and {b,,} can be continued
and the partitioning obtained divides U into square submatrices, say oy, oy, o,

. on the principal diagonal and rectangular submatrices, say ®@,, @,, @,, . ..
immediately to the right of the «o’s.

All the non-zero elements of U occur in the o's or @’s. At the same tine,
V is partitioned into square submatrices B, f,, fs ... and rectangular submat-
rices ¥y, W,, ¥;, . .. the §’s occupying the same partition cells as the «’s and the
Y¥’s the same as the @’s. The partitioning is illustrated in diagram 1. Fig. 1.

) i N ' i !
a,: ¢7 : : ] 71 ¥ : " :
1 i

G [N bbb
1 ) 1 ' )

| ; ! ! ! :
| a ¢; : : | : % : *
] ¢ 1 ] ]

! i t
boryy {12 L__:___J, D b

1
5 K % : i | : :
ap/Z) .__..‘b______;___.,“__:_ »—.—_.-;. ~~~~~ :___K._.-_l
. [ AN A ! t { !
b . 1N | LR
gty | _f o N B VA I Lodol
Fig. 1.

In the rectangular block of elements @, or y,, the non-zero elements do
not extend beyond the L,,_,'th column and in the next rectangular block, non-
zero elements do not appear in the columns until after the L, ’th row. Hence

(1 D, Ppyy=Pp¥rsq = @iy =¥, ¥r4y = 0.

It was to obtain (I) that the partitioning was made in this way.
The product of the two partitioned matrices U, V is the unit matrix 1,
so that
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(2) cp B, =1

the f here being a finite unit matrix of the same order as «, and B,.
(3) O‘nlpn",f’d)nﬁn+1 =0

(4) ¢n lpn+1 = 0

The last equation is satisfied automatically by virtue of (1) and from (2)
and (3) we obtain §, = «,; %, which exists since «, is an upper triangular matrix
with non-zero diagonal elements

and nWn=—PpPpsy = — Puayiy.
Hence, postmultiplying both sides by @4,
O‘n?nwn'fl = —(pna;ilq)n‘fl'

The left-hand side of this equation is zero by (1), so that we have, for the
matrix U,

(5) gpnan—-il-l¢n+1 = 0.

A similar result holds for V. ‘
By making use of (5), we can now identify the partitioned matrix U with
the product of two strings, the first of which, S has a beadsequence {a,,}
and the second T, a bead-sequence {b,,}. For S, we replace the o, of U by a
finite unit matrix
®,,., by zeros

and D, by Dyt

and we form 7 by replacing @,, in U by zeros, leaving the other elements
unchanged. Diagram 2 illustrates the product ST.

T T Y M T T H T T T t
/ Ll N g L N g

| ali PNGE ) C N 4 o,

NS AN RN

! DN H ) “3;%: ! ! q,: :
_-_,__-...n_:\\—_T AT R Pt

I

e TN [T N

__ﬂr___.:_ﬂ_g__\ R e e N A R
Fig. 2.

If the bead-sequence of S includes integers between a,.,) and @y ), we
amalgamate the elements in the rows and columns a,,)+1, ayun+2, ...,
4,(,+y into a single bead, so that the bead-sequence of S can be taken as {a,.}
{(n = 1), a subsequence of {a,}.
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S and T are both upper normal strings and satisfy the conditions of the
enunciation. This completes the proof of Theorem 1.

CoroLLary. The theorem is still true if U is replaced by a column-finite
normal matrix N, the strings S, T in this case, being normal strings.

The proof is by transposition.

We next prove a corresponding theorem for a permutator P. Since PP’ =
PP = [, P is -non-singular row-and column-finite, .

THEOREM 2. Given any two strings A, B and any permutator P, if Is possible
te find permutator strings S, T such that (i} P =8T and (ii) the bead-sequences of
S and T are subsequences of the bead-sequences of A and B respectively.

Proor oF THEOREM 2. As in Theorem 1, we partition the matrices P,P"
into blocks of rows and columns by using the same subsequences {a,.}
{b.ot of the bead-sequences of A and B as defined earlier, but with P and P’
replacing U and V respectively. Since the length of a row of P’ is the length of
the corresponding column of P, /;, besides being the maximum length of the first
dyy Tows of P or P’ is also the maximum length of the first @, columns of

“or P.

Hence the partitioning divides P into square matrices, say oy, e, o, ... 01 £he
principal diagonal, rectangular submatrices @,, @,, @,,... inmediately to the
right of the o’s, and rectangular submatrices, say €,, @,, @,,...immediately below
the o’s. All the non-zero elements of P — of which just one exists in any row or
column — occur in the o's, @'s or @'s. At the same time, P’ is partitioned into
square submatrices e, ag, a3, ..., rectangular submatrices @§, @&, @3, ...
immediately below the «”’s and rectangular submatrices @f, €3, @, ... imme-
diately to the right of the «”’s.

As before, @,@,4, = ©,0,4, = 0,D,4, = €.0,,, = 0.

We now rearrange the first by, columns of P, each of which contains just
one unit element, so that the column which has a unit in the n’th row (1 =n=a,,)
is ptaced as the n’th column. Such a rearrangement of columns is not unique
since the remaining columns of the block of by, columns, i. e. these with a unit
ciement below the g,y’th row, can be arranged arbitrarily so long as they do
not occupy the first a,;, places. After this rearrangement, there are a4, unit
clemments on the principel diagonal in the places previously occupied by e,

it the submatrices @ and ©; are both changed to zero matrices. The
1 caneement of columns is equivalent to postmaultiplication by a permutator
a4y, consisting of a bead in the first b, rows and coluinns followed by a
u.i. inafrix in the subsequent rows and columns and the product PQ, is a
nermutator with a unit square matrix in the first a,y, rows and columns.

Next, we premultiply PQ, by a permutator @, consisting of units on the
principal diagonal in the first @5 rows and columns, a bead in the rows and
columns @)+ 1, @,y +2, ..., 8,0 followed by a unit matrix in the subsequent
rows and columns, the bead being chosen so that the rows a,q+1, du+2,
e Uygy OF PQq are rearranged to give a unit square matrix in the rows and
columns e, + 1, @, +2, ..., b and consequently zeros in the places origi-
nally occupied by the submatrices &,, ©,.

Q.PQ; is a permutator with a unit square matrix in the first b,,, rows and
columns.
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By alternately postmultiplying and premultiplying by permutators Q,,
each of which consists of a unit matrix except for a bead on the rows and
columns corresponding to o, and o, 4, we oblain ... Q,Q,0,PQ,Q.Q; ... =1

The infinite products ... Q.Q,Q, and QQyQ;... are permutator strings,
say 8, T respectively, so that P .= ST and clearly, the bead-sequence of S can be
taken as a subsequence of that of A and the bead-sequence of T as a subsequence
of that of B. This proves Theorem 2.

We now use the corollary to Theorem I, Theorem 2 and the result ([1]
Theorem 2) that any non-singular row-finite matrix R can be expressed as MPL
where P is a permutator and M, L are normal matrices, to prove.

THEOREM 3. Given any fwo strings A, B and any non-singular row-finite
matrix R, it is possible to find a normal matrix N and strings S, T such that (i)
R = 8TN and (i) S and T are conformal with A and B respectively.

ProoF. By a lemma of Vermes ([4), 386), the product of a string and a nor-
mal matrix can be expressed as the product of a normal matrix and a string
and conversely, the sirings having the same bead-sequence.

Hence R = MPL = MP,P,L where the bead-sequence of P, is asubsequence
of that of A and the bead-sequence of P, is a subsequence of thai of B (using
Theorem 2).

R = 8J.-P,L where S is a string with the same bead-sequence as P,
and J i8 normal (using VERMES’ lemma).

R = STKI where T is asiring with the same bead-sequence-as P, and K is
normal,

R = 8T N where N = KL is normal. This proves Theorem 3.

The last step — expressing any non-singular row- and column-finite matrix
as the product of two strings — is given in Theorem 4.

Tueorem 4. Given any two sirings A, B and any noa-singular row- and
column-finite matrix R, it is possible to jind strings S, T such that (i) R = ST
and (ii) S and T are conformal with A and B respectively.

ProoF. As in the preof of Theorem 3,

R = MP,P,I where the bead-sequence of P, is a subsequence of that of A
and the bead-sequence of P, is a subsequence of that of B.

R = Q,JKQ, where Q, is here a string with the same bead-sequence as
P, and therefore a subsequence of the bead-sequence of A, Q, is a string with a
head-sequence a subsequence of the bead-sequence of B and J, K are normal
matrices. Thus N = JK is normal and since R, @, and @, are all non-singular
column-finite matrices, so is N. Hence, using the corollary to Theorem i,
N = NN, where N, is a string with bead-sequence a subsequence of that of
Q, and N, is a string with a bead-sequence a subsequence of that of Q,. Hence
R = (QiN)-(NoQy).

R=&8.T where §=@QN, is a string conformal with ;. Since the bead-
sequence of @, is a subsequence of the bead-sequence of A, §is conformal with
A. Similarly T = N,Q, is a string conformal with B. This completes the proof
of Theorem 4.

Theorem 4 applies in particular if R is a string and the following example
of upper-normal strings shows that the factors S and T can be taken so that no
two of R, § and T are conformal.
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Let the (i, j)’th element of R be given by
rii=1(@0=123,...)
riive1=Ci1#0(=235,6,89,...)
r;; = 0 otherwise.
The bead-sequence of R is {1,4,7, ...}. For §, take s, ;=1 (i=1,2,3....)
Sii+1= A1 #Z0(1=14T7,...)
S;i+1=Ci4q (1=3,6,9,...)
Sii+e = At Civa (= 3,6,9,...)
s;; = 0 otherwise
and for T take
ti=1(00=123..)
L1 = Cieg (1=2,5,8,...)
ti,i+1 =—Ay ((=1417,.. -)
Live == AisaCip ((=1,47,...)
{;; = 0 otherwise.

The bead-sequence of Sis {2, 5, 8, ...} and that of T is {3, 6, 9, ...}
so that R = ST and R, S, T are non-conformal in pairs.

References

{t] P. VERMES, Multiplicative groups of row-and column-finite infinite matrices, Annales
Univ. Sci. Budapest, Sectio Math., 5 (1962), 15 -23.

[2] F. Avres, The structure of non-singular row-finite matrices, Annales Univ. Sci. Budapest,
Sectio Math., 7 (1964), 83 -88.

[31 P. VErRMES, The group of both row-and column-finite matrices, Annales Univ. Sci. Buda-
pest, Sectio Math., 7 (1964), 89— 90,

[4] P. VERMES, Matrix structure of basic sets of polynomials, Annales Univ. Sci. Budapest
Sectio Math., 3—4 (1960/61), 383 - 387.



ON TORSION FREE ARTIN RINGS!

By
I. N. HERSTEIN

University of Chicago
(Received January 27, 1964)

On a recent visit to Budapest 1 was told by F. SzAsz of a result he had
proved about the existence of a unit element in a torsion free Artin ring [2].
He had proved the theorem by using results developed about the nature of the
additive group of an Artin ring. We present here a very simple, selfcontained
proof of this. Although we can not pinpoint a particular spot in the literature
where this result can be found it seems fair to say that it has been a part of the
folklore of ring theory for some years. Related results can be found in a paper
by BAER [I].

By an Artin ring we shall mean a ring satisfying the descending chain
condition on right ideals. We say that R is torsion free if for x = 0 in R mx =0,
m an integer, implies that m = 0.

Lemma 1. Let R be q torsion free Artin ring and let N be its radical. Then

1. xR = (0) with x in R implies x = 0,

2. for any integer m = 0, mR = R,

3. for any integer k, R/N¥ is torsion free.

Proor. 1. If xR = (0) then the subsets (where n varies over the integers)
Ay = {2nx}, A, = {2%nx}, ..., A, = {2*nx}, ... are all right ideals of R and
form a properly descending chain if x % 0. Thus x = O results.

2. Given any integer m>0then mRDOm?RD ... Dm*RD ... is a descending
chain of right ideals of R, so must terminate. Hence for some k, m¥R = m**1R;
since R is torsion free we get from this R = mR.

3. Given any integer m # 0 and any x ¢ 0in N then by the above x = my.
Consequently xR = myR = ymR = yR is a nilpotent right ideal of R; this
forces y into N. We have shown that mN = N. But then mN* = N¥;if R = P|N*
and if mx = O then mx € N* whence mx = my for some y in N¥, reusltin;: in
X = y. Thus x € N¥ and so x = 0. But then R/N¥ is torsion free.

LEMMA 2. Let R be a ring and A, B ideals of R. Suppose that:

1. aR = (0) implies a = 0

2. R/A has a right unit

3. R/B has a left unit

4. AB = (0).

! This work was supported by NSF Grant GP - 208.
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Then R has a right unit.

Proor. Let ¢, f in R map respectively on the left unit of R/B and the
right unit of R/.A. Thus for anv X.yinR,x — xfandy — ¢y are in A, B respec-
twtly hence (x—xf) (y-¢¥) = 0, and so (x—xf) (1-¢) R = (0). By assumption
this Torces (x —xf) = (x —xf) ¢ for any x ¢ R. Expanding, this gives x = xf +
xe — xfe = x(f + e — fe). The element f+e¢— feis the requned right unit.

We now prove the

THEOREM. A forsion frec Artinian ring has a right unit element.

Proor. We proceed by induction on the degree of nilpotence of N. the
radical of R.

IFT N = (0), R is semi-simple so must have a two-sided unit.

suppose that N¥ = (0), N¥-1 = (0). By Lemima I R = R/N*-1is torsion
free; moreover, its radical N is of index of nilpotence k — I. Thus by the
induction, RLN¥-1 has a right unit. However, since R/N is semi-simple it has
aleft unit; but N¥-IN = (0), whence the conditions of Lemma 2 hold true with
A = Nf-tand B = N. Thus R has a right unit.
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REIN GEOMETRISCHER BEWEIS EINES SATZES
VON N. M. NESTOROVIC

Von
E. VERMES

Lehrsiuhl fitr Darsteliende Geometrie der Technischen Universitit, Budapest
(Eingegangen am 20. April 7964, )

Einleitung

Es ist bekannt, daB in der hyperbolischen Geometrie zur Loésung der
Konstruktionsaufgaben das Lineal mit einer einzigen geradlinigen Kante von
unbegrenzter Ldnge, der Zirkel, sowie das Grenzkreislineal und der Hyperzir-
kel (d. h. ein Instrument, welches das Ziehen von beliebigen Abstandslinien
ermoglicht) benutzt wird. Mit diesen Instrumenten koénnen wir:

I. durch zwei gegebene Punkte eine Gerade ziehen;

2. von einem gegebenen Punkte als Mittelpunkt aus mit beliebigen gege-
benen Halbmesser einen Kreis beschreiben;

3. durch einen gegebenen Punkt den Grenzkreis beschreiben, dessen Achse
von dem gegebenen Punkte als Scheitel aus durch einen weiteren gegebenen
Punkt bestimmt ist;

4. durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden die Abstands-
linie ziehen.

Sind nun diese Zeicheninstrumente zur unbeschrankten Benutzung gege-
ben, so konnen die folgenden Aufgaben ohne weiteres als gelost betrachfet
werden: A .

1. Es ist der gemeinsame Punkt zweier Geraden zu finden;

2. Es sind die gemeinsamen Punkte einer Geraden und eines Kreises zu
finden;

3. Es sind die gemeinsamen Punkte einer Geraden und eines Grenzkrei-
ses zu finden;

4. Es sind die gemeinsamen Punkte einer Geraden und einer Abstandslinie
zu finden;

5. Es sind die gemeinsamen Punkte zweier Kreise zu finden;

6. Essind die gemeinsamen Punkte eines Kreises und eines Grenzkreises
zu finden;

7. Es sind die gemeinsamen Punkte eines Kreises und einer Abstandslinie
7o finden;

8. Es sind die gemeinsamen Punkte zweier Grenzkreise zu finden;

T*
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9. Es sind die gemeinsamen Punkte eines Grenzkreises und einer Abstands-
linie zu finden;

10. Es sind die gemeinsamen Punkte zweier Abstandslinien zu finden.

Unter einer elementaren Konstruktion verstehen wir nun die Erzeugung
neuer Punkte aus einigen gegebenen oder bereits konstruierten Punkten durch
endlich oftmalige Anwendung der erwdhnten Zeichenoperationen.?

MorpuHaj — BorTovsko} hat nun bewiesen?, daB aus beliebigen gegebenen
Strecken und Winkeln von der GroBe a, b, ¢, ... bzw. «, 8, 7, ... eine Strecke
bzw. ein Winkel von der GréBe x allein mit Zirkel und Lineal bestirnmt werden
kann, wenn eine beliebige hyperbolische bzw. trigonometrische Funktion von
x als Quadratwurze! aus irgend einem rationalen Ausdruck der hyperbolischen
und frigonometrischen Funktionen vonrn @, b, ¢, ... bzw. ¢, 8, v, ... mit Koef-
fizienten aus dem durch Hinzunahme der Quadratwurzel seiner Elemente
erweiterten rationalen Zahlkorper dargestellt werden kann,

Wir bezeichnen nach ihm die Konstruktion einer Strecke oder eines Win-
kels von der GriBe x aus gegebenen Strecken und Winkel von der Grisse g,

b, ¢ ... bzw. e, §, y, ... als eine Konstruktion von der zweiten Ordnung und
k-ten Klasse (k = 0, 1, ..., n), wenn irgend eine beliebige hyperbolische bzw.
trigonometrische Funktion ¢(x) von x eine Gleichung von der Gestallt

" 1T, = Py () + Prg(x) + Py, = 0

erfiiltt, wobei die Koeffizienten P, (i = G, 1, 2) beliebige ganze rationale Aus-
driicke der hyperbolischen und trigonometrischen Funktionen von a, 6, ¢, ...
bzw. o, 8, v, ..., sowie von den GroBen beliebiger Strecken bzw. Winkel sind,
die ihrerseits wieder eine Gleichung [J.., = O erfiillen,

Er hat bewiesen, daB in den hyperbolischen Ebene alle Konstruktionen
von der zweiten Ordnung und beliebiger (endlicher) Klasse mit Hilfe des Zirkels
ung Lineals ausgefiihrt werden kénnen.

Auf Grund dieser Tatsache hat N. M. NEsToroviC folgenden Satz bewiesen:3

Satz. Alle elementaren Konstruktionsaufgaben der hyperbolischen Geometrie
sind mit Zirkel und Lineal ldsbar.

Er beweist denSatz, indem er zeigt, dabB einige GriBen, die die in den Grund-
aufgaben 3, 4, i— 10 gesuchten Punkte unmittelbar bestimmen, mit den gege-
henen GroBen durch Gleichungen der Gestalt (*) verbunden sind. Der Beweis
hat einen algebraischen Charakter und ist weitlaulig.

Wir wollen in dieser Arbeit einen elementaren, rein geometrischen Beweis
dieses grundlegenden Satzes angeben, unter Zugrundelegung der Abbildung
der Ebene durch komplementdre Ordinaten auf sich selbst. Zu dem Zwecke
beweisen wir zunachst einige Eigenschaften dieser Abbildung (§ 1) und dann
auf Grund derseiben den Satz selbst (§ 2).

1 Dabei kinnen wir auch willkiirliche Hilfspunkte emfithren, wofern diese nur den wah-
ren Charakter von Hilfspunkten haben, nimlich den, daf sie beliebig (sei es in der Ebene,
sei cs auf gegebenen Geraden) angenommen werden kénnen und in keiner Weise auf das
Resultat der Konstruktion von EinfluB sind. Man kann jedoch, wie leicht zu sehen ist, auf
die Heranziehung willkiirlicher Hilfspunkte auch verzichten, sobald mindestens zwei Punkte
gegeben sind.

? MoRDUHAJ - Bovtovsko] [6]

* Nestorovid [T}, [81 und (9], $. 127 144
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§ 1. Die Abbildung der Ebene durch komplementire Ordinaten

Wir betrachten zunéchst den oberhalb einer Geraden, der x-Achse, gele-
genen Teil der Ebene, fillen von irgend einem Punkte P aus das Lot PX =y
und ordnen dem Punkte P den Punkt P” auf diesem Lote zu, dessen Abstand
P’X =1y von x durch

1)+ 1) =

bestimmt ist, wobei /I(y) zum Lote y gehorigen Parallelwinkel bezeichnet.

Die Eigenschaften dieser Abbildung wurden zuerst von F. HAUSDORFF
analytisch behandelt, dann von H. LIEBMANN mittels raumgeometrischer
Betrachtung bewiesens. H. LIEBMANN versuchte diese Eigenschaften auch in
der Ebene zu beweisen®; allerdings sind einige seiner Gedankenginge nur von
heuristischer Art.

Aus der Definition folgt nun sofort, daB die Abbildung eineindeutig und
involutorisch ist. Ferner werden die in einem Punkte der x-Achse auf dieselbe
errichteten senkrechten Halbgeraden auf sich selbst abgebildet und die Bilder
der Abstandslinien, deren gemeinsame Grundlinie die x-Achse ist, sind wie-
derum Abstandslinien, deren Grundlinie ebenfalls die x-Achse ist.

Wir konnen nach H. LiIEBMANN auf Grund der Engelschen Zuordnung
zwischen den Spitzecken und rechtwinkligen Dreiecken auch folgende Sédtze
leicht beweisen:

Satz 1. Der Geraden, die das eine Ende E der x-Achse mit dem Ende der
in irgend einem Punkte O der x-Achse auf dieselbe errichteten senkrechten Halb-
geraden verbindet, entspricht ein Grenzkreis, der O enthdlt und dessen Achse E
zum Ende hat; und umgekehrt,

Satz 11. Der Abstandslinie, die von der Geraden, die die x- Achse in einem
beliebigen Punkte O senkrecht schneidet, den konstanten Abstand ¢ hat, entspricht
der Halbstrahl, der mit der x- Achse den Winkel y = II(c) einschlieft; und umge-
kehrt.

Satz I11. Hat eine Gerade mit der x- Achse ein Lot gemein, so entspricht ihr
der Halbkreis, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt O des gemeinsamen Lotes und
der x-Achse ist und dessen Halbmesser und das gemeinsame Lot komplementire

Strecken sind |d. h. ihre Parallelwinkel erginzen sich zu % :

>

und umgekehrt.

Sarz 1V. Die Abbildung ist winkeltfreu.

Auf Grund dieser Tatsache kénnen wir nun in der Fhene folgenden Satz
beweisen?:

* HAUSDORFF (1],

8 LIEBMANN [4].

¢ LIEBMANN [5], S. 38 -40.

? LIEBMANN hat diesen Satz mittels raumgeometrischer Betrachtung bewiesen.
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SAaTz V. Einem Zykel¥, der die x-Achse (1 dent Punkten A und B nicht senk-
recht schueidet, entsprichl eine Abstandslinie, deren Grundiinie div Bildgerade
des Halbkreises tiber dem Durchmesser AB ist und derent Abstand von der Grund-
linfe gleich dem zu dent Schnitfwinkel des Zykels mit der x- Achse gehdrigen Paral-
leflot ist. Ist der sberhalb der x- Achse liegende Teil des pepebenen Zykels iin Inneren
des Kreises iber AB, 50 trennt die Grundlinie dieser Abstandsiinie dieselbe und
die x- Achise voneinander; in allen iibrigen Fdllen licgt sie zwischen ihrer Grund-
linie und der x- Achse. — Umgekehri entspricht einer Abstandslinie, deren Grund-
{inie mil der x-Achse ein gemeinsames Lot hat, ein Zykel, der die x-Ashse in zwer
Punkten unter einent Winkel schneidet, der gleich dem Parafielwinkel (hres kon-
stanten Abstandes von der Grundlinie isi.

Fig. 1.

BewEis. Es sei P ein beliebiger Punkt des gegebenen Zykels (Fig. 1). Wir
kénnen einen und nur einen Zykel beschreiben durch Aund P, bzw. B und P,
der die x-Achse unter rechien Winkel schneidet. Die Geraden, die diesen beiden
Zykeln entsprechen (Sdtze I, II und [II), schneiden sich im Punkte P’, der
als Bildpunkt dem Punkte P entspricht und sind parallel zu der Geraden g,
die dem Halbkreis iiher AB entspricht (Satz 111). Aus der Tatsache, daB zwei
Zykel, die zwei Punkte gemein haben, sich in diesen Punkten unter gleichen
Winkeln schneiden, folgt nun, dab die beiden Zykel, die die x-Achse in dem

* Wir verstehen unter cinem Zykel dic Gesamtheit der Punkte die durch Spiegelung
cines Punktes P an den Geraden eines Biischels entstehien. Haben die (eraden des Bischels
einen {eigentlichen) Punkt gemein, so ist der Zykel cin gewdhnlicher Kreis. Sind die Geraden
des Biischels paratlet zu efnander, so ist der Zykel ein Grenzkreis. Haben die Geraden des
Buschies cin gemeinsames Lot, so ist cr endlich eine Abstandstinic, deren Grundlinie dieses
Lot ist. — Ein Punkt heiBt innerer Punkt des Zykels, wenn der Zykel ein Kreis ist und der
Punkt im Inneren dieses Kreises liegt, oder wenn der Zykel ein Grenzkreis ist und der Punkt
auf dem aus einem Punkte desselben parallel zu seinen Achsen gezogenen Halbstraht liegt,
oder wenn der Zykel eine Abstandstinie ist und der Punkt auf dem aus einem Punkte dersel-
ben senkrecht zu ihrer Grundlinie gezogenen Halbsteahl liegt; alle Tibrigen Punkte, die nicht
zum Zykel gehiren, liegen auferhald des Zykels.
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Punkte A bzw. B rechtwinklig' schneiden, sich unter dem Winkel x-2g
schneiden, wobei g der Schnittwinkel des Kreises iiber dem Halbmesser AB
mit dem gegebenen Zvkel ist. Bezeichnen wir den Schnittwinkel des gegebenen

Zykels mit der x-Achse mit o, soist o+ = %, also m--2p = 2a. Da die Abbil-

dung winkeltreu ist, so ist auch der Winkel der beiden Bildgeraden gelich 2«
und somit sind die aus den Punkten, die den Punkten des gegebenen Zykels als
Bildpunkten entsprechen, auf die Gerade g gefdllten Lote untereinander gleich
und liegen die Bildpunkte selbst jenseits oder diesseits der Geraden g, je nach-
dem die betreffenden Punkte des Zykels innerhalb oder auBerhalb des Kreises
iiber AB sind. Diese letztere Tatsache 1aBt sich leicht einsehen auf Grund
der Eigenschaft der komplementdren Ordinaten, da r{<r; gilt, falls r,>r,
ist. Damit haben wir bewiesen, daBl die Punkte, die den Punkten des gegebenen
Zykels entsprechen, auf der Abstandslinie liegen, die zu der Geraden g in dem
Abstand A(e) = a gezogen werden kann, wobei A(«) das zu dem Winkel o« ge-
horige Parallellot bedeutet.

Es soll nun gezeigt werden, daB irgend ein Punkt dieser Abstandslinie das
Bild eines Punktes des gegebenen Zykels ist. Zu dem Zwecke setzen wir voraus,
daB Q° ein Punkt der Abstandslinie ist, der einem Punkte Q entspricht, der
nicht zu dem gegebenen Zykel gehort.

Wenn der oberhalb der x-Achse liegende Teil des gegebenen Zykels ins
Innere des Kreises iiber AB fillt, so liegt der Fufpunkt des von irgend einem
Punkte der Abstandslinie auf die x-Achse gefdllten Lotes zwischen A und B
und hiermit hat das Lot mit dem Zykel einen von Q verschiedenen Punkt T
cemein, zu dem ebenfalls Q" als Bildpunkt gehért, was nicht moglich ist, weil
die Abbildung ein-eindeutig ist.

Es sind noch die drei abrigen Falle zu untersuchen:

Ist nun der gegebene Zykel ein gewdhnlicher Kreis, dessen oberhalb der x-Achse
liegender Teil auBerhalb des Kreises iiber AB ist, und wire Q ein mnerer

Fig. 2.
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Punkt des gegebenen Kreises, so konnen wir in dhnlicher Weise wie vorher auf
Widerspruch gelangen. — Wenn aber Q auBerhalb des gegebenen Kreises liegt
(Fig. 2), so schneide der Zykel durch A und Q, der die x-Achse rechtwinklig
schneidet, den gegebenen Kreis in einem oberhalb der x-Achse gelegenen Punkte
S, dessen Bild eine zu der Grundlinie der Abstandslinie parallele Gerade ist
(Sétze 1, IT und III). Es wiren aber die Bilden S’ und Q" der Punkte S und Q
Punkte dieser Geraden, die gleich weit von der Grundlinie entfernt sind, was
unmoglich ist. Die obenerwdhnte Abstandslinie und die x-Achse haben offen-
bar keinen gemeinsamen Punkt. — Der Beweis der Umkehrung obiges Teil-
satzes ist infolge des involutorischen Charakters der Abbildung trivial.

Fig. 3.

Ist weiter der gegebene Zykel ein Grenzkreis, dessen oberhalb der x-Achse
liegender Teil auBerhalb des Kreises iiber AB ist (Fig. 3), so ist die x-Achse
die Tangente in der Mitte der Strecke AB der Abstandslinie, die diejenigen Punkte
enthdlt, die den Punkten dieses Grenzkreises entsprechen. Ist 2r = AB und
r’ die Linge des gemeinsamen Lotes der x-Achse und der geraden g, so

() +1(r) = =..

Der Grenzkreis muB8 die x-Achse unter dem Winkel [7(r’) schneiden, weil die
Achse des Grenzkreises durch A die x-Achse unter dem Winkel I7(r) schneidet.
Der konstante Abstand dieser Abstandslinie von ihrer Grundlinie g und die
Lange des gemeinsamen Lotes der x-Achse und der Geraden g sind also gleich
miteinander.

Aus der Voraussetzung nunmehr, daB es einem Punkt Q' der Abstandsli-
nie gibt, der nicht das Bild eines Punktes des gegebenen Grenzkreises ist,
konnen wir ebenso wie vorher auf Widerspruch gelangen. — Die Umkehrung
dieser Tatsache konnen wir auch wegen des involutorischen Charakters der
Abbildung leicht beweisen.

Ist endlich der gegebene Zykel (der die x-Achse in den Punkten A und B
nicht serkrecht schneidet) eine Abstandslinie, deren oberhalb der x-Achse lie-
gender "\ .il auBerhalb des Kreises iiber AB ist (Abb. 4), so — wegen der zwei
vorliegenden Fille — muB die Abstandslinie, die diejenige Punkte enthilt, die
den Punkten der gegebenen Abstandslinie entsprechen, die x-Achse in zwei
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Fig. 4.

Punkten C und D schneiden. Dann muB aber wegen des involutorischen Charak-

ters der Abbildung die Abstandslinie durch C und D das Bild der gegebenen

Abstandslinie durch A und B sein. — Die Umkehrung ist auch hier trivial.
Damit haben wir diesen Satz velistindig bewiesen.

§ 2. Beweis des Satzes von N. M. NESTOROVI{

Wenn man den Zirkel und das Lineal mit voller Freiheit gebrauchen kann,
so konnen die Aufgaben 1, 2 und 5 als gelost betrachtet werden. Will man also
nachweisen, daB man alle elementaren Aufgaben lésen kann, wenn man nur
von dem Zirkel und dem Lineal Gebrauch macht, so geniigt es nachzuweisen,
daB man auch die Aufgaben 3, 4, 6 — 10 mit Hilfe des Zirkels und des Lineals
losen kann.

Wir bemerken zunichst, daB man zu einer gegebenen Geraden durch
einen gegebenen Punkt die Senkrechte allein mittels Lineals und Zirkels ziehen
kann. Auch das gemeinsame Lot zweier gegebener Geraden, sowie die Gerade,
die parallel zu zwei gegebenen Geraden ist und mithin die Gerade, die parallel
zu einer gegebenen Geraden und senkrecht zu einer anderen Geraden ist, also
auch das zu einem gegebenen Parallelwinkel gehdrige Lot kann bestimmt
werden, wenn man nur von dem Zirkel und dem Lineal Gebrauch macht®.

Auf Grund dieser Konstruktionen kann man mittels Lineals und Zirkels
zu zwei gegebenen Geraden eine Gerade konstruieren, die mit einer der gege-
benen Geraden ein gemeinsames Lot hat und auf der anderen senkrecht ist. Um
endlich durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden eine Parallele
zu ziehen, konnen wir die von F. ENGEL angegebene Konstruktiosz benutzent®,
welche nur das Féllen von Loten und Schlagen von Kreisen erfordert.

Die fundamentalen Aufgaben 3, 4 und 6 — 10 kann man aber mit Hilfe
der soeben genannten Aufgaben auf die Aufgaben 1, 2 und 5 zuriickfiihren,

% HiLBeRT [2], S. 140 — 144 oder {3), Anhang III, S. 159 — 177, insbesondere S. 164 —
168.
10§ z. B. LieBmanN [5}, S. 35.
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indem wir eine geeignete Gerade zur x-Achse einer Koniplementértransforma-
tion wihlen, die man mittels Lineals und Zirkels konstruieren kann. In diesen
veriyneten Komplenmentartransformationen kann man die Bilder der gegebenen
Linien mittels Lineals und Zirkels bestimmen. Damit kénnen wir die Ldsung
der fundamentalen Aufgaben 3, 4 und 6 — 10 auf die Losung einer der Aufgaben aus
den 1, 2 und 5 oder auf die schon vorhandene Lésung der Aufgaben aus den
3. 4 und 610 zuriickfiihren.

Um die Aufeabe 3 auszufithren, bestimmen wir die jenige Achse des Grenz-
kreises, die zu der gegebenen Geraden senkrecht ist und wéhlen diese Gerade
zur x-Achse der Transformation, Dann entspricht die gegebene Gerade sich
selbst und dem Grenzkreise eine Gerade (Satz 1),

Wenn die pegebene Gerade eine Achse des Grenzkreises ist, so ist der
Schnittpunkt als korrespondierender Punkt zu irgend einem gegebenen Punkte
des Grenzkreises zu bestimmen. Um dies zu finden, kénnen wir uns der ein-
fachen Koenstruktion von H. Liesmann bedienen?,

Wir kiénnen nunmehr auch die Aufgabe 4 leicht losen. Wenn namlich die
gegebene Gerade mit der Grundlinie der gegebenen Abstandslinie ein gemeinsa-
mes Lot hat, so wihlen wir dieses ~ur x-Achse der Transformation. Dann
entspricht die gegebe ‘Gerade sich se:.st und aus der Abstandslinie entsteht
eine Gerade (Satz 1D).

Schneidet die gegebene Gerade die Grundlinie der gegebenen Abstandslinie,
oder sind sie parallel, so konnen wir immer eine Gerade finden, die auf der
Grundlinie der Abstandslinie senkrecht liegt, und mit der gegebenen Gerade
paratlel ist. Wahlen wir eine solche Gerade zur x-Achse der Transformation,
so wird die Gerade in einen Grenzkreis (Satz I) und die Abstandslinie in eine
Gerade (Satz 1) verwandelt. Somit ist die Aufgabe auf die vorhergehende
viriickgefithrt,

Die Aufgabe 6 Iosen wir auf folgende Weise. Wir ziehen durch die Mitte
des Kreises eine Paraliele zu den Achsen des Grenzkreises und wiahlen diese
Gerade zur x-Achse der Transfoermation. Dann entspricht sowohl dem Kreise,
wie dem Grenzkreise eine Gerade (5dtze II] und I).

Um die Aufgabe 7 auszufithren, wiahien wir die vom Mittelpunkte des
Kreises auf die Grundlinie der yegebenen Abstandslinie gefallte Senkrechte zur
x-Achse der Transformation. Dann entspricht sowohl dem Kreise, wie der
Abstandslinie eine Gerade (Sétze [II und I1.).

Zur Ausfithrung der Aufgabe 8 bestimmen wir die Gerade, die parallel
7t den Achsen der beiden Grenzkreise ist und wahlen diese Gerade zur x-
Achse der Transformation. Diese Transformation verwandeit die gegebenen
Grenzkreise in Geraden {Satz D).

Die Aufgabe 9 lgsen wir auf folgende Weise. Ist die Grundlinie der gege-
henen Abstandslinie parailel zu den Achsen des gegebenen Grenzkreises, so
wahlen wir diese Grundlinie zur x-Achse der Transformation, bei der dann aus
dem Grenzkreis eine Gerade entsteht (Satz 1), und aus der Abstandslinie wieder
"eine Abstandslinie. Damit ist die Aufgabe auf die vorstehende zuriickgefiihrt.

Wenn dagegen die Grundlinie der gegebenen Abstandslinie nicht paraliel
zu den Achsen des gegebenen Grenzkreises ist, so wiahlen wir zur x-Achse der

1 LiEBMANN (5], 8. 32,
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Transformation die Gerade, die paraliel zu den Achsen des Grenzkreises. und
senkrecht zu der Grundlinte der Abstandslinie ist. Diese Transformation ver-
wandelt den «Grenzkreis und die Abstandsiinie in Geraden (Satze I und 11).

Um endlich die Aufrabe 10 auszufiihren, wihlen wir die Gerade, die sen-
krecht zu einer der Grundhinien der beiden gegebenen Abstandslinien ist und
mit der anderen ein gemeinsames Lot hat, zur x-Achse der Transformation.
Bei dieser Abbildung geht eine der beiden Ahstandslinien ither in eine Gerade
(Satz II) und die andere verwandelt sich in einen Zykel (Satz V).

Somit ist auch diese Aufgabe auf die vorhergehenden zuriickgefiilirt, da
es mittels Lineals und Zirkels entscheidbar ist, ob der vorliegende Zykel ge-
wéhnlicher Kreis, Grenzkreis oder Abstandslinie sei

Damit ist gezeigt, daB auch die Aufgaben 3, 4, 6 — 10 durch Lineal und
Zirkel losbar sind, und folplich ist der Satz von NestoroviC vollstdndig bewi-
esen,
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METRIQUE HERMITIENNE ELLIPTIQUE DANS UN
ESPACE PROJECTIF QUATERNIONIEN
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MARIA TALLINI SCAFATI*
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fRegu e 13 avril 1961)

Les recherches dont j'expose les résultats concernent Vintroduction et
I'étude de la métrique hermitienne elliptique dans un espace projectif quater-
nionien, ¢’est-a-dire dans un espace projectif construit sur le corps non-commu-
tatif des quaternions (pour les détails et les démonstrations, cf. [16]).

Cette question est relide aux études de Fusini et STUDY qui oni étendu
aux espaces projectifs complexes les méfriques non-euclidiennes elliptiques et
hyperboliques, définies par CavyLEY et KLEIN dans le cas réel. Tout d’abord
je voudrais encadrer un peu la question du point de vue historique. Déja vers
la fin du siecle précédent les géomeétres s’étajent intéressés au probléme de
construire un modtle réel de Vespace projectif complexe ‘RS, c’est-a-dire une
variété algébrique qui avec ses points réels puisse représenter les points réels
et complexes de PS. En 1891 C. SEGRE a résolu ce probléme en constraisant
Ia riemannienne d’un espace projectif complexe B¢, comme produit de deux
espaces complexes conjugués d'un espace réel a 2 dimensions. Plus tard, en
1899 G. MaNNOURY, sans connaitre les résultats de C. SEGRE, s’occupait de
la question de construire un modéle métrique réel d’un espace complexe BE.
Il a défini un certain groupe de transformations projectives de BS — qui
transforme en soi-méme une forme hermitienne elliptique — et il a demontré
que ce groupe opére transitivement sur les couples point-droite qui s’appartien-
nent. Alors, fixés arbitrairement deux points de ‘B¢, a Vaide d’une transforma-
tion du groupe, il les transforme en deux points d’une droite «standard» qu’il
représente sur la sphére d’Argand-Gauss. Il définit alors comme distance des
deux points de P la distance géodésique des points correspondants sur cette
sphére. Succesivement il construit une variété & 2n dimensions plongée dans
un espace euclidien réel sur laquelle la métrique induite par ceci par relativi-
satton, coincide avec la métrique qu’il avait précédemment définie.

Dans les premiéres années de notre siécle, Fusint et STupy s’occupaient
du probléme d’étendre au cas complexe les métriques non-euclidiennes ellip-
tique et hyperbolique introduites par CAvLEY et KLEIN dans les espaces pro-

* Texte d’une conférence quiaeu lieu le 10 sepfemhre 1963 dans la Société Muthéma-
tigue Bolyai de Budapest.
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jectifs réels, et ils retrouvaient ainsi, dans le cas elliptigue, la métrique de
Mannoury. En généralisant le point de vue de Klein, ils ¢tudiaient la géométrie
relative au groupe de transformations projectives qui transforment en soi-
méme une forme hermitienne donnée. Pour définier 1a distance de deux points
ils procédent de la maniére suivante: ils fixent une forme hermritienne, ils
passent de Pespace Y¥¢ a I'espace affin complexe ct ensuite a I'espace affin réel
a 2n dimensions qui est son image réelle. Ici, les z¢éroz de la forme hermitienne
(I’absolu de la métrique) forment une sphére a {2n— 1) dimensions, qui est
réelle dans le cas hyperboliguz traité par Fubini, et complétement imaginaire
dans le cas elliptique traité par Study. Donnéds deux points y, z de S, on
considére la droite qui les joint et ensuite le plan caractéristique = qui est son
image réelle; ce plan coupe Phypersphére absolue dans une circonférence
I. On peut alors définier le cercle C passant par y et z et qui coupe I" orthogo-
nalement en deux points n et £. FuBIni et Stuby définissent alors la distance
8(y2) des deux points fixces par la formule

_ {
Myz) = 5 log (yz 9%).

Dans e cas elliptigue, puisque I hypersphére absolue est dépourvue de points
réels, n et ¢ sont complexes conjugués et ainsi ne représentent pas des points
de ‘Bn Pour donmner au rapport anharmonique (yznd) un sens géométrique
dans TS, Study est forcé a passer a Pespace bicomplexe, c'est-a-dire 4 ajouter
abstractement a PBE aussi les points complexes de i'espace affin qui est son
image réelle. Toutes ces recherches et résultats on ¢té le point de départ pour
Ia théorie des variétés complexes et kihleriennes. Dans le méme ordre d’idées,
on a commenceé a étudier aussi les variétés guaternioniennes. Précisément, on
peut généraliser le point de vue de Mannoury dans le cas gueternionien et cons-
truire une variété P,,, plongée dans un espace euclidien, image réelle de R%,
espace projectif quaternionien. Cette wvariété, comme celle de Mannoury, est
douée d’une mgétrique riemannienne induite. Je nie suis propoesée de donner
une définition de distance dans PY qui coincide avec ceite métrique induite
et qui, pour valeurs réspectivement réelles et complexes des coordonndes, coin-
cide avec celles de Cayley— Klein et de Fubini—Study. 11 faut fout d’abord
observer qu’il n’est pas convenable d’étendre strictement la définition de Fubini
et Study, puisque cela exigerait le passage de espace projectif RY 4 Vespace
affin (et la nécessité de changer le repére chaque fois qu’un des deux points
est a I'infini) et en outre dans le cas de Fubini —Study # y a le passage a ’espa-
ce hicomplexe, qui dans le cas quaternionien ameéne des complications. La défi-
nition de distance que je donne évite ces difficultés et n’exige pas le passage &
un modele réel de BY; c’est une définition complétement intrinséque. Pré-
cisément, au lieu de fixer I"attention sur I’absotu relatif a une forme hermitienne
quaternionienne donnée, je considére I'antipolarifé associée a la forme, et je
définis ta distance §(y2) de deux points y, 2 par la formule

cos 6(yz) = V{yzz*y*)

olt ¥* et z* sont les réciproques dans Pantipolarité des points y et z sur la droite
yz. Cette définition peut éire utilisée naturellement aussi dans fes cas réel et



METRIQUE HEEMITIENNE ELLIPTIQUE 111

complexe et on prouve qu’elle amére exactement au métriques de Cayley —
Klein et de Fubini--Study, et coincide, pour valeurs complexes des coordonnées,
avec la métrique riemannienne de Mannoury. Je rappelle que, dans le cas comp-
lexe, st A est une matrice inversible d’ordre n+ 1, on appelle antiréciprocité la
correspondance point-hyperplan qui est répresentée par I’équation /" = XA,

]
Xy

U = fitlg, iy, ... | et X =

|"n

(o0t A et X indiquent les matrices des nombres conjugués). Si cetie antiréciprocité
est involutive, on P"appelle antipolarité ef alors ona A = A (lecas A= — A
est dit antipolarité nulle). On appelle deux points y et z récipreques dans une
antipolarit¢ si y appartient a I’hyperplan polaire de 2z, et inversement. On
réussit a étendre les notions de projectivité et d’antipolarité aussi dans le cas
oti il s’agit d’un espace projectif droite {oli gauche) construit sur un corps non
commutatif, par exemple le corps des guaternions. J’observe, en passant, qu’on
ne peut pas au contraire définir les antihomographies.

Considérons donc dans P une antipolarité £ que nous dcriverons dans
la forme canonique u, = X%, gui est dépourvue de points autordciproques.
Avant tout en prouve que le rapport anharmonique (yzz*y*) a toujours une

n

valeur réelle comprise entre 0 et 1. Par conséquent, sii’on pose (T,2) = N ¥z, on

i=n

peut définir §(yz) par la formule:
coso(yz) = V& )y, 27, YNE 2)-
Ensuite on prouve qu'on a §(¥2) = O si et seutement si v = z et que
a(yzy = 8(zy), et olyz) = &(xy)+8(x, 2).

Pour étudier les géodésiques de cette méirique, nous introduisons les no-
tions de chaine et de chaine normale. Soient y et z deux points de °BY.
On appelle chaine le lieu des points x = yt+z, ol ¢ est un parametre réel. Une
chaine est manifestement contenue dans la droite guaternionienne yz, mais
il v a plusieurs chaines passant par deux points, tandis que pour trois points
collinéaires non-réciproques par rapport 4 @ il ¥ a une et une seule chaine.
8i on-prend deux points y et z, non-réciproques par rapport a £2 et si on choisit
leurs facteurs de proportionnalité a droite de maniere gue 'expression (2, ¥)
soit réelle, il ¥ & une et une seule chaine x = yt+2z qu’on appelle chaine normale
passant par y et z. On peut établir le résultat suivant: si on représente la droite
guaternionienne sur une hypersphére standard X, de §;, les chaines sont rep-
résentées par les cercles de X, et les chaines normales par les grands cercles
de Z,. On obtient enfin que les chaines normales sent les géodésiques de la
métrique donnée. En conclusion on a les résultats suivants: en fixant deux
points y ef z de B il y a une ef une seule géodésique qui les joint, si y et
ne sont pas réciproques par rapport 4 £ et cette géodésique coincide avec la
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chaine normale par y et 2z; si y et z sont réciproques, la géodésique n’est pas
unique, étant une des «* chaines normales qui passent dans ce cas par y et 2.
Donc les géodésiques sont toutes contenues dans les droites quaternioniennes
et ont une longueur finie et égale a . On peut étudier aussi les variétés géo-
désiques de dimension k de BL et on voit qu’elles sont contenues par les droites
de B et pour k = 4 elles coincident avec les droites.
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1. In his book [1]| P. TurRAN based a series of applications on the theorems
of the following types.

If 2,2, ..., 2, b, ..., b, are arbitrary complex numbers, m is a non-
negativ integer, then

wn ey BT b 02

m+l=sy=m+n Mj(ll)

= A(m, ny by, . .., by).

where A(m, n, by, ..., b,)>0 is independent of the z’s, and the norm M(»)
may be for example :

(1.2) My(») = min {zf7,

(1.3) My(v) = max [z,
I=j=n

(1.4) M) = 3 bt
j=1

In this paper we shall deal with the case (l. .3). For the sake of homogenity we
may suppose max |z,] = 1 = 2. P. TurAN in [1] proved if the z’s — and ac-
sjs

cording to that the b’s — are ordered in the way
(1.5) l=2z=gl=.. .=z
then

max  |[b2y+by2h+.. . +b.2n =

mil=vy=m+n

" min by +by+ ...+ by

l=j=n

(1.6) = ‘

A(m+n)

8 ANNALES — Sectio Mathematica VII,
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where for the constant A
A = 24¢2.

For this theorem be found several applications in the analytical number
theory. Later P. TurAN and V. T. Sés [2] showed modifying of the proof of
P. TuraAn [1] that

(1.7) A = 8e.

The modification mentioned above is using of a lemma quoted in this
paper as lemma 2.1 in the place of a theorem of H. CARTAN. In another direc-
tion P. ErRDOs shows by an example that 1,321= A [2].

S. UcHivama [3] and E. Makar [4] for the lower estimation of A found

the ¢ and respectively. Recently E. Maxar proved the estimation

log 2
4e = A.

Improving the theorem in another direction E. Makal [5] showed by a
little but skillful modification of the proof used in [1], [2], the following theo-
rem.

If the 2’s — and according to that the b’s — are ordered in the following
way ’

(1.8) O=|l-2z|=l-2|=...=|1-2]
then
max  |b+b25+ ... +b,2) =
m+l=yvy=m+n
(1.9) 1 n-1
4n| 8e(m+n)

This result is the best possible in the order of m — that is O(m-"+1) —
as an example of E. MAkA1 [5] shows.

In this paper we give a new proof for a little modified form of [1.9].

THEOREM 1.1. If 23,2, ...,2, are complex numbers with the maximal
absolut value 1 ordered in the following way

n-1 min ]b1+...+b,-|_
l=j=n i

O=|l-2z|=|l-2z|=...2l-2,
m is @ non-negativ integer, the b;’s are arbitrary complex numbers, then

max  |by+0.25+ ...+ 0,2 =

m+l=v=m+n
- i ‘ n--1
~ 2n ! 8e(m+n)

The new idea of the proof is the avoiding of the use of the Newton interpola-
tion, but the Lemma 2.3 takes its origin from the Norlund representation of
the coefficients of Newton-interpolation formula what was used in [1]. Further

n-1 . .
J minjb, +... 46,
i)
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we prove a partially generalized form of the Theorem 1.1, which form already
have been proved in the cases (1.2) and (1.4).
THEOREM 1.2. If the 2y, 25, ..., 2., m are defined as in Theorem 1.1, the
Bj(ty’s are arbitrarv polynomals with degree not exceeding k;=m+ 2, then
max  |By(v)2 + By(v)2h+ ...+ B, (v)z| =
m+l-=pv=<m4+n

I min [By(o)+. ..+ B0
J

_ k
2k ( 8e(m +k)
where k = n+ky,+... +k,.

It would be of interest to drop the restriction k;=m+2.
For the application of 1.6 we refer to [1], [2], [6]. For his helpful sugges-
tions I am indebted to prof. P. TurAN.

1. Before turning to the proof of the theorems, we need some lemmata.
LEmMA 2.1. Let 0<d4<1; &, &, ..., § arbitrary complex numbers and

k
H(z) = II (z—§,). Then there is an r with 0=r=.1 sucht that
j=1

o= 23] for =

This lemma was applied originally in {2]. The present form may be found
in [5]. For the sake of completeness we reproduce the proof.
Obviously

@ Y@ = M e=1-(= D= 1 G~ 1= 1) = [P~ ).

The right side of (2.1) is a polynomial of n* degree in |z— || with real coef-
ficients. Owing to the well-known theorem of Chebisev there is a £ with O=
=|6-1]=4 and
k
0=slz—-1j=4 )

max_if*(e=1) = /(e 10l = 2[ 7]

Choosing r = |£—1| from this and (2.1) the lemma follows.

The following lemma is a remark to the Lemma 2.1, which will be needed
to the proof of the Theorem 1.2.

LEmMA 22, If 4, &, ..., & are defined as above, r is determined by the
previous lemma, and for some i, j (i, j=n)
4
2k’
then |1 —§&|<r is if and only if [1-§j<r.

I‘fi_fjl<

! The necessity of such generalisation in the case of (1.4) ¢merged in some investiga-
n

tions with Prof. P. TURAN concerning the distribution of values of functions of type Z‘ Pj(z)e‘"]‘
j=1

(Pj(z) polinomial). These investigations will be published in a sequence of papers in Publ.

Math. Debrecen.

8%
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We use notation of the previous lemma.
Owing to the well-known theorem of MARKoOV

if M= max [f*O) = M @ =r = 4)
then -

M
(2.2) i*(x)| = 2k2—4 forall 0=x=4.

Obviously for all ¢ we have

*(t) = )+ f 1*(uydu.

From this if f*(x) vanishes for x = ¢ in the interval (0, 4), then using (2.2)
we have

0= M—2r—tie M,
A

r—tl = -ﬁl—
2k>

Hence the polynomial f*(x) has no root in the following interval with length

at least —
2k

2k?

max’-O,r— A’ = x = min (A, r+ij
\ 2k? | -

thatis if [I — €] and |1 — £ are roots of the f*(x) with [1—§|>r and |1 -§]<r,
then

M=&l—1-&l = pYe
i.e.
LA
|§—&il = EYTS
From this the Lemma 2.2 follows.
LeEmMMA 23. Let O0<4d<1; &, &, ..., £, different complex numbers with
the maximal absolut value 1, ordered in the following
way

O=ll-&l=|l-g=..=|1-§]
and

) = ]H (- £).

Then there is an r with O0=r=4 and an integer [ with 1=[/=n, such that
O=[1-&l=[1-§l=..=|l-€l<r, |I-§l=r it j=>1I
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and
(2.3)

A

! 1 2 4k
27 (1—A)#( J

for all integer .
Let r be determined by the Lemma 2.1 applied to f(2). Then from the
theorem of residues

1 1 i 1 1
s =y .
2ai ll—‘£=r Z"f(Z) n= ;l;r EXF(ED ,-‘:i Ef(E)

1k
But from the Lemma 2.1 |{(z)| = 2 (—Zl, on all the circle |1 —z| = r=4, that is

1 f dz
2ni |1_z1=rz”f(z)
Qu. e. d.

LEMMA 2.4. Let m = O integer, 4, &, &, ..., &; J(2) be defined as in
the previous lemma, and let ! be determmed by the Lemma 2.1.

m+1 def m4-k
if F@) = 2 f@) 2 ,1 = Y az
S12—§; §mt ) +<mn
then

(l—r)“ l ’ A)kl(l—lA)ﬂ'

- def F 2k'8 k—1 |
Sla) = IF@) < ‘Z) HW

k
For the proof let f(z) = 3 a2’. Then by simple calculation
r=0

o @D —1(€) 1

F(2) = zm+1
O = 2 e '@,)
— Zm+1 ‘lﬁ . Za f_,
BEmE) S - ¢
! 1
:z'"+1ST-~—S’az‘ YHER TR+ ) =
A e ST g7
o ! i k-1 i
=z" e SOy 41+ E g a ..+ ENT g )2
PA §’"+1f'(§) 2( +11t86r 40 £ a2 =
+1 k-1 1 l 1 l
=2m a4 +d, —_—
[ SErE) A erE)

E4~

T __‘—}
m k+v+£l’(§)

j



'k’
IF@)|| = 2(%,'“—15—_7]1')?5 ":I[Lf_l’ [v+2,(1— N+
oo A b S

v+42
k—1
= zk(_-s_' —_ ] )
A (1 — Ayn+1

Thus from (2.3) and from [a, =

Qu. e.d.

3. Nextweturn to the proof of the Theorem 1.1. We may suppost without
loss of generality that all the z/’s are different, We apply the Lemma 2.4 with
k=nand § =2 (j=1, ..., n). Then the polynomial

/(Z) 2m+1 1 cl:f m+n

3.1 F(z) = 2
J='lz 42t (@) r=§+l

has the properties
(3.2) S ) < 2n |2 ]H !

' 2 (A, (1—2ym+1
and

1 if j=1,...,1

3.3 F(z) =

-3 =) {o it j= L
Replacing z in (3.1) by 2, and multiplying by the suitable b; summing for

j=1,2, ..., n we get, using (3.3) writing

, == b121+.-.+bn n
the identity
m+n
> s =b+...+0b.

y=m-41

Hence using (3.2) we obtain

i Lidp=t
max 5= — ]b,+b,+...+b,l>~(——’ Tl

m+tl=ss=smin 2 IC,I 2ni 8 A)"”'l
(3-4) y=m+1

It is easy to see that the optimal value for 4 to make largest the right side

of (34)is "=L. and in this case
m+n

(- )"'—|1—

ym 1
< 1
m+n] e—nt1

i.e.
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n—1 a-i
(m+n) '

1

(3.5) max s, = _~'— by+ .+b,
m+l=v=m+n 2n! 8e

which proves the theorem.

4. For the proof of the ‘Theorem 1.2 we write the polynomials Py(x) in
the form

g X | ,
@.1) P = b U G=12...,n).

Supposing without loss of generality that all the z,’s are different, we
apply the Lemma 2.4 with k = n+k;+ky+ ... +k,. The §’s arein some order
the numbers

21,21(1—8),...,21(]——kle); 22,2'2(1 “8),...,22(1—k2£);..-; Zn,Zn(l—-e),
4.2) v 2g(l —kpe);
here the positive ¢ is subjected to the restrictions
(4.3) £ < il min |z, -z}

i<j !
(hence all the §;’s are different)
and
4

E =< .

kn®-2

This last restriction assures according to the Lemma 2.2. that
[H=z(1-ve)|<r @=1, ..., k)

(4.4)

if and only if
(4.5) l] —Zj] <T.
According to Lemma 2.3. there is a polynomial

m4-k
(4.6) F@= > ¢z
P41
for which '
(4.7) F[zj(l—vs)]=‘0 R L Y S
I if |I-2z|<r

In what follows we shall use for the u-th difference of a function g(f) at
the places a, a+h, ..., a+uh i. e. for

349D = g(a+h)—(‘l‘}g[+(p— 1)h]+lgjg[a+(p—2)h]+...+(— 1)“g(a)
(4.8)

a special form of the following well-known theorem of ScHwaRz and STIELTES
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(4.9) 4%9=¢wm with d =8 =a+uh

(or if h<O0 a+uh=4%=a)
We apply (4.8) to the function F(z;f) at the places
=1L1-g...,1—pe w=1...k)
according to (4.7)

AF‘F(ZJ-)=O ’]Z:'Z};Z))
b= 1,4...,K;

hence from (4.6) multiplying by

and using (4.9)
1

w(—e
m+n .
(4.10) ozzcdj%
p=m--1 u
with "

= 1,...,
1 —ke =9, =1 'v mtly....mtk

p=12...k.

From this

m+k v
(4.11) ZC%IM®=0

r=m+1 M)
where

m+-k i
4.12) 5e)] = [ e 240 = ek 1.
p=m-+1

Replacing z in (4.6) by 2, multiplying by b, and summing for j =
=1, 2, ..., n we get using (4.7)

m+n

(4.13) S abwB ...+ = 3 by
y=m+41 j
|1—zj| <r

Multiplying (4.11) by the corresponding b;, andsummingfor » =1, 2, ..., k,
we get the identity

mn+-k k
r=m+1 u=0

G=12....,n).

hence summing for j = 1,2, ..., n and adding it (4.‘13) we get  writing
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S = Z‘Pj(v)z}
=1

n+k n kj
r=m+1 j=1 u=0

j -
{l—zj! <

Using (4.12) we get

| max ]S,|+2"|(l—ek)’”+"—l]} mjk o] =
+k

lm+lgv§m y=m-+1

= min |Py(0)+. ..+ P40)|
J
choosing ¢ small enough the expression 2*|(1—ek)™+*—1]| is also "arbitrary
small, and hence

min [P{0) + ... + P0)).

J

max (S,|=z

m+l=sv=mik m+n

> e
y=m-<41

Thus proceeding analogously as in (3.4) and (3.5) Theorem 1.2 follows.
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ON SOME PROPERTIES OF COMMUTATOR SUBGROUPS
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1. Let G be a finite group. The following theorem of W. BURNSIDE is
well known (see e.g. {1] p. 327):

,,If p* is the highest power of p which divides the order N of G, while H
is a subgroup of G of order p* and ] the greatest subgroup of G which contains
H selfconjugately; and if every operation of / is permutable with every ope-

ration of H, then G has a self-conjugate subgroup of order —.”
We shall prove this theorem in a special case. Our proof is very simple;
it is based on the representation of a group as a regular permutation gruup.
THEOREM 1. Let G be a finite group of order n = 2q where k=1 and g(>1)
is odd. If G contains an element y of order 2%, then G contains a subgroup of index 2

Proor. Let us consider a representation of G of the form x; — { x ’ Nhere
XX;
x; is a fixed element of G and x varies in G. Let p denote the regular! permu-

x ) Then P and ( are isomorphic under the cor-
XX;

respondence x - i x , Let y'(€ P) denote the element corresponding to y(¢ G).
XX,

tation group formed by the [

As the parity of a permutation is equal to the parity of the difference between
its degree and number of its cycles?, y’ is an odd permutation.
The number of even and odd permutations in P is equal, therefore the sub-

group of odd permutations in P is of order —;—n.

CoRroLLARY 1. The order of a simple group must be either odd «r divisible
by 4.

COROLLARY 2. A finite group whose 2-Sylow subgroup is cyclic is not per-
fect.

1 A permutation is called regular, if it consists of disjoint cycles of equal iength,
A group containing regular permutations only is a regular permutation group. See e.g.
JorpaN [8].

t Ror a sharper result see [3]
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2. 1t 13 well known that in a group the product of two commutators need
not be a commutator; consequently the commutator subgroup cannot be de-
fined as the set of all commutators, but only as the subgroup generated by
these. Some examples, including the Abeliangroups, are known for groups having
the property that all the elements of their commutator subgroups are commu-
tators. O. Ore [9) and N. Ito [7] proved that in the finite symmetric group
S,, all the elements of the alternating group A, are commutators. This can be
extended by showing that when n=5 all the elements in the alternating group
A, are commutators in A, itself. Furthermore they showed that all the elements
of the infinite symmetric group are commutators.

By a theorem of K. Honpa,? if the commutator subgroup of a finite
group has prime order p then every element in the commutator subgroup is
itself a commutator.

Let G be a group of order pg (p>¢). We may use Honda’s theorem to ob-
tain the result that all the elements of the commutator su group of G are
commutators. As G can be defined as generated by g, b subject to the defining
relations a? = ¢, b7 = ¢, a—ba = b" where r # 1 mod g[r? = 1 (mod ¢)] di-
vides ¢—1 (see M. HALL [4] p. 51). We may also obtain this result as a spe-
cial case of our Theorem 3.

THEOREM 2. lef G be a finite group and K its commutator subgroup. If
G is defined by

G=1{ab; a®"=b*=¢ b~ lab=a"}

K <€ {a}.

Proor. A commutator is either the identity element or has the form (see
[12]) batb*a’ a—'b—Sa—vb~". C]early b-1a'b is a power of a. Also b—sa's° is a po-
wer of a, namely b-sa!t* = a”’. Let u = s—x. Then

then

b-saths—Xq*a—thsq’b*—s = @ b-*qv—1gr p* = gtt* -+ -

shows that every commutator is a power of a.

COROLLARY. The commutator subgroup of a finite group in which all Sylow
subgroups are cyclic is cyclic. (See also [5]).

ProoF. Let G be a finite group all of whose Sylow subgroups are cyclic.
Then it has the form

D) G=1{ab; a"=b"=¢ bab~!=a"}

for some fixed integers m, n, r. For this result see [1] p. 186.

Further results concerning this type of groups may be found in [12].
For theorems similar to our Theorem 2, we refer to [2], [13].

A group whose commutator subgroup and factor commutator group are
cyclic is conveniently called Z-metacyclic, i.e. metacyclic in the sense of Zas-
senhaus. It was proved in [2] that if

Mm=1(modm) and (r—1,m)=1,

¢ K. Honpa proved: If an element a of a finite group is a commutatos, then any gene
rator of the cyclic group generated by a is also a commutator. See [6].
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then the group G defined by (1) is Z-metacyclic. ZAssENHAUS proved in [13]
that conversely, every finite Z-metacyclic group is of this form.

THEOREM 3. Let G be a finite group with the commutator subgroup K. If
G=1{ab; a"=0b"=e b lab= a7}

where m, n, r are given integers, then all the elements of K are commutators.
Proor. We have to prove that the product of two arbitrary commuta-
tors is again a commutator. Observe that every commutator has the form

a—Sib—tigsp—trptigsiptrg—sz = g1 V(121 = gh(r—1)

for some integer k. Since
bakb~ta~t = a*),

we see that an element of G is a commutator if and only if it is a power of
a -1, Hence the result is immediate.

COROLLARY. A finite group in which all Sylow subgroups are cyclic has the
property that all the elements of the commutator subgroup are commutators.

3. L. Fucnas has called my attention to the following problem: Let G be
a finite group of order n and K its commutator subgroup. Since the elements
of G commute mod K, every product of n distinct factors belongs to the same
coset mod K. Can every element of this coset be represented as a product of
n distinct factors?

In this section we shall solve this problem for certain groups.

THEOREM 4. Let G be a group of order n such that
1. all the elements of its commutator subgroup K are commutators;

2. the number of its elements of order 2 is less than —;— n.

Then all the elements of a certain coset modulo the commutator subgroup
can be represented as a product of n distinct factors:

(2) b=a,a,...a, becK, a,€G (i=1,2,...,n)

a;=a, if j=I, and cK is a coset modulo K.

Proor. Let g denote the product of all elements of G of order 2, insome arran-
gement. Then also ¢ = ¢qll(a,a;*) (O(a,) # 2). So an arbltrary element of G
which can be written as a product g, a, ... a, of n distinct elements of G
belongs to the same coset B modulo K as g.

As be B lies in the coset of ¢ modulo K, by hypothesis 1. we may write
b = qaa07 a7t (a; = ay).

It nieither a; nor g; is of order 2, then

3) b=qaaa; a7 Taart with [ 4,f,0(a) > 2.

In the right member of (3) every element of G occurs once and only once, and
so (3) has the same property as (2).

Let S be any subset of G containing at least [—2— + lJ elements. If ais any
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element of G, let ¢; be the solution of the equation 6,x = 4, where b,¢S. Now

if b, # b, then ¢; # ¢;. Hence to the [§+ 1] possible elements there corres-

pond [—'21—-+1 distinct elements ¢,. Clearly at least one of these must belong

to S. Hence every element a of G can be written as the product of two elements
of S (see in {I1]). Let S be the set containing all the elements of G of order

higher than two. S has at least LZ— + 1] elements as we assumed property 2.
L :

If one of a,, a; is of order 2, say a, then we may choose two elements a;,
ar, in S such that
4) a; = agaj- = aitail,

Then

() b =gqararaairaztay T aat where [ #1, #1017, [#].

In the case when a;» = @, we may ommit two factors from (5) so that the

. A y
remaining factors are distinct. As

ap ap @y aitarta;t = apaieaptapt = apa;artant,
If a;: = a; then
a; Gy @; At artagt
is a commutator containing factors of order higher than two. If a; = a7,
ai @@t a1 et = apa;artait. In the case when ar = g7,
ay ap-q;ai-taitai t = aj laima;aiet.

Other casessuchas ay = a;» = 45,47 = a3 = 4, = ait = @, a0 = @it =aq,
may be considered as special cases those mantioned above.

If a;, a;are both of order 2, then we may choose elements a;, a;-, aj, a;-,
in S such that a; = aya;+, a; = ajya;-. In case ay, i, aj, a; are distinct
the result is immediate. Otherwise we have to prove our theorem in the
cases 1) a; = aj, 2) a; = aj-, 3) ap = ay, 4) Qi = Qjr. If ai = aj, then
using (4) we may obtain

¢ = apa;aya;- a1l 0[71(11'7'1 dj7l= (117'1(1]'“ Qi Qi a,ml a7t

In case 2) we have
€= Qrapaitapapapai-tai e tail

In this case if arai-a7' # araitapai! the result is immediate. Otherwise
¢ is either the unit element or ¢ = a7 2ap a7 2a7?,

¢ = gj *artaj2a;.
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If the order of a} resp. aj, is not 2, then ¢ is the product of 4 distinct
elements, If this is not the case ¢ is the product of 2 distinct elements of
order two as ai # ap-ai 247!, aj- = ai7'aj-ar. In case 3) by the same argu-
ments as in case 2) we may prove our theorem for ¢~ and so it holdsfor
ctoo. Ifa;y- = aj-then ¢ = apai-apai-? ai-ait. Other cases such as ap = a@;» =
= ap, Qi = a» =, ar'l= @t =ap, ar!=am' = @~ may be considered
as special cases those mentioned above.

Some further results will be published in an other paper.

The author is indebted to Prof. L. Fucns for valuable consultation in
the preparation of the paper.
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1. We need, in many investigations, the solution of the functional equa-
tion [2]-[4]
(1) D(x, y,2) ¥ F[G(x,y), 2} = H[x, K(», 9}

where the independent variables x, y, z and the v alues of the unknown function
F, G, H, K are elements of different sets such that

xeX, yeY, 2¢€Z,
G: XY ~Q, F:Q®Z -~ R,
K:Y®Z—~P, H:X®P ->R.

The functions F, G, ... are called local solutions if X, Y, ... are topological
spaces and (1) is satisfied in a neighbourhood of a fixed triple x€X, ¥ €Y
o€ Z.

’ In the present paper we give the locally topological solutions of (1). The
notion of locally topological solutions can be defined similarly as in the theory
of Lie groups. This means that e. g. for any fixed y,, x

X - G(x, yl), y = G(xb y)

are topological mappings of a neighbourhood U resp. V of x;, y,, respectively
We give the solutions as local isotopes of a topological group operation.

DerFiNITiON. The function

F: X:9X, ~ Xg
is an isotope of
F : X1®X; ~ X;

if there exist 1—1 mappings o; of X; onto X; (i = 1, 2, 3) such that
FlonXy, aaXs) = onF(%y, Xo)
holds for every x;¢X,.

~ 9 ANNALES — Sestio Mathematica VII.
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Clearly, the isotopism is an equivalence relation. The local isotopism can
be defined by a similar reasoning by means of topological mappings «;.

2. We state the following

THEOREM. Suppose that (1) is statisfied for a fixed triple x,, y,, 2, 0f the to-
pological spaces X, Y, resp. Z and for a certain neighbourhood X,, Y, Z, of x,,
Yo TESp. 2,. Denote

(2) ja=G(x, ), b= Ko 2),
e = F(a,2z) = H(xp, b).

Suppose that F, G, H, K are locally topological functions. Then

(1) there exists a neighbourhvod ESR of e on which local topological groups
(E, %). (E, o) can be defined by

(3) F(q) Z) = F(‘I, 20)*F(a: Z), q € Qs ZEZ;

(4) H(x, p) = H(x,b) o H(xy, p), x€X, peP;

(1) we have rxt = rot for every r, te E;
(I1I) F, G, H, K are local isotopes of the operation r o t such that their most general
form can be traced from

(5) D(x,y,2) = o9xooyot2; oX, oy, 7T2€E,
0Xo = Vo = T2, = €.

ProoFr. First we show that %, o defined by (3), (4) have the unit element
e defined by (2). This follows immediately from (3), (4), if we put 2 = 2, ¢ = q,
p = b, x = x,, respectively.

Because of (3)—(4), we can write (1) by means of the operations o and *
as follows:

(6) (D(x, W Z) = F[G(X, y): ZOJ* F(a: Z) = H(x’b) © H[x(h K(}’, Z)]

Let us choose z = 2, resp. X = X,; then, taking also the definition (2) of e
into account, we get

| FIG(x,¥), 2] = H(x,b) o Hxo, K(y,20)], x€X,, y€Y,,
' H[xO’ K(}’, Z)] = F[G(XO’ y)’ zo]*F(a’ Z), J’E y07 FAS ZO'

This shows that G is a local isotope of r o t and K is one of rxt. Moreover, (7)
shows that (6) can be written in the form

(7)

(8) D(x,y,2) = (ox 0 oy)* 72 = X o (T * 72),

where
9) fox = H(x,b), 1z=F(q,2),
\oy = Hlx,, K, 2)] = F[G(%,y), %)

[cf. (1)]. Here ox, oy, 72 lie in a neighbourhood of e if x, y, z are elements of
Xy Yo Z,, respectively. Denote E = gX,N1Z, Now if we put y =y, i.e.
oy = F(a, ;) = e in (8) then we get (I1) for every r = px€pX,, t = t2€1Z,,
hence, a fortiori, for every r, i€ E.
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On the other hand, taking (11) into account, (8) shews that r o # is an asso-
ciative operation on E with unit element e. Taking definition (4} into account,
it can be seen easily that r o fis a locally topological binary operation for

r=H(x, 0 €oXo = H(x. pYcH[xy, K(Yy, Zo)] 2 Hixy, Ky, Zo)] =
= F(a! ZO) = tzm

hence, a fortiori, for every r, 1€ E. This verifies (l).

Finally, taking (3) —(4), (7) and (1I) into account, we see that F, G, H, K
are local isotopes of r o £, This proves the one part of (111). The remainder part
[i.e. (B)] is a consequence of (8) is we choose ¥ such that oy€ E [cf. (II)].

This completes the proof of the Theorem.

Note that (I1) is valid alse for every repX,, {€tZ,, consequently, (8) imp-
lies (5) for each gx, oy€oX,, 12¢1Z;, hence for every x¢ X, z¢ Z, and for

F[G(xn; Jr'), 20] € F[G(th yﬂ)’ 20] i.e. G(xo: y) € (XD! ,'lr'o)
[cf. (9}].
3. We give an application of the theorem proved above. With connection
to the axiomatic theory of probability, J. AczéL has raised the problem of the
solution of the functional equation

(10) Flx, F{y,2)] = Flz,F(y, x)],

where the variables and the values of the function F are real numbers in the
interval [0, 1] and the equation (10) hields for such x, y, z values for which the
inequalities

(1) x,z=y; Fpa=x;, Fyx)==z

are fulfilled [2].

Let X, Y, and Z denote the set of values x, y resp. 2 for which (11) is true.

Clearly, (10) is a special case of (I), hence the locally topological (e.g.
strictly monotonic and continuous in both variables) solutions F(x,y) are
isotopic to a continuous and strictly monotonic associative operation defined
on an interval, However, the most general form of such operations is f—£[f(x) +
+{(¥}], where - denotes the inverse function of f. See [1]. Therefore F must
be of the form _

(12) Fu, v) = h[f(u) +¢(v)]
in a neighbourhood of every inner point (i, 1) of
X@PUYRZUYRXUZI®Q.

where P = F(Y,Z), Q = F(Y, X).

In different domains the functions f, g, # Tiguring in (12) may changes.
However, if two of these (open) domains are not disjunct, then the functions
f, g, h are uniquely determined there up to linear transformations

f—=cf+a, g—-cgta,,

h(t)*h{__—_‘““l““* i
£
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In fact, the supposition
hf() +g(V)] = ki) + (V)]

implies

hi*{h(s+0] = Al +alg )]
i.e. Pexider’s functional equation on a neighbourhood of a fixed point (s%).
Therefore, by means of the continuous solution of Pexider’s functional equa-
tion (cf. [1]), we have

fiw) = cf@)+a;,  g(v) = cg(v) + e,

hyY(x) = ch=Y(x)+a, +a,.

Thus in a simply connected domain the form (12) of the continuous solu-
tion F is uniquely determined and it contains the same functions f, g, h for
every (u, v) in this domain.

If we substitute (12) into (1) then it becomes

fx) + glhl 1) + @]} = 1)+ glhl{(y) + 21}

or, by another notation and keeping z constant,

glh(u+v)] = fig7 M1+

which is just Pexider’s functional equation. By solving this equation we arrive
at

) = cg®+a,, g®) = ch™'(t)+a,.
Thus (12) can be written as
F(u,v) = h[c*h—¥(u)+ch~(v)+a]
on a simply connected domain of the defintion of the solution F. See [3].
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1. P. TurAN investigating certain estimations concerning generalized
power-sums of complex numbers obtained the following result [1].
For n = 2 and positive integer m, for arbitrary complex b,’s with

(1.1 Re 3'b; > 0

for complex z,’s with =

(1.2) 2l = |l =...= 2| =1
and 0<x§% with

(1.3) mzfarczl=x j=1,....n

there are integers », and v, with

(1.4) m-+1 §v,§m+n'3+£i
X

and

(1.5) m+1 év2§m+n[3+£)
X

such that the inequalities

1.6 Re S b;zj* = Re )
(1.6) j'§1 i%i ’ lsn' 27(m+fl)
and

1.7 Re 3 bz = —[Re 3ty | o
(1.7 f: % ' ’|5n 27(m+n) ,
hold.

Theorems of this type have many applications in the analysis and in the
analytical number theory. The systematical treatment of this object can be

found in the book [2].
In this paper we give a shorter proof of a little better form of this theorem.
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THEOREM 1. Beside the conditions of the quoted theorem there are v, and v,
such that (1.4) and (1.5) are fulfiled and the inequ 'lities

1.8 Re%‘ z_ReS‘ ~————2"
(1.8) = = jl4n‘ 4e(m + n) ’
and

1.9 Re%b¢v§—me§bu——————-
(19) = 7 : ,fl ]]4n' de(m +n) '
hold.

An another note is connected with a lemma which plays a role in the proof
of the above-mentioned theorem of P. TurAN. This lemma will he quoted in
this paper as Lemma 2.1.

We have for arbitrary positive integer k the indetity

(@2—2cosaz+ 1) Z sin (v + N ol sm({c+ Z)nzz,\_,:1+ sm({c—H)az
o sina sin « $in o

k-2

(1.10) @
—_— - =<

£;otc#O
2 .

where the coefficients in the right side are non-negativ.if we choose the k so

that — = |do < T Itis easy to see, that a polynomial with non-negativ
k+2 k+1

coefficients and with exact degree (k + 2) has no roots in the angle |arc 2)| <(—_”_2_)

HA

i. e. the polynomial
sin(v 41 m T
(2) = —i—~ﬂw,t~—4aq<__j
= sin « 1k+2 k+1
is a polynomial with minimal degree for which (22—2 cosa 2 + 1) ¢ (2) has non-
negativ coefficients. In this paper we determine each polynomial with this
property.
THeOREM Il. Let
n .
2= 3aPz, (@=1, j=1,...,n)
v==0
where n is, the minimal integer for which

n+2z£_ l—f—<a<£,a¢0
|e¢j 2 2

and

sin(v + 1w i

_ fv=0,..,j-1
SN o

a(‘;l) = )
sin(v+ e sin(n+2)asin (v —j+ 1o

. C xR if v=Jj..n
sin o sin arsin (n — j + 2)o
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then f;(2)’s are polynoniials with minimal degree for which the multiple polynomials
sin (n+ 2)o st sin ju

Z—2cosaz+ D@ =1-
¢ «z+ D@ Sin(n—j+ 2 Sin(n—j+ 2

PR

have non-negativ coefficients.

Further the set of polynomials f(z) with minimal degree for which.(2*—2 cos az+
+1) f(?) has non-negatlr coefficients is identical with the set of the jollowrnq poly-
nomials

1@ 1) = JS“ W@ =00,z 0.

2. Before turning to the proof of Theorem I, we have to quote two lemmata.
The first of them is stated in [1], [3]. The following form is a contraction of
Lemma I. and Il. of the paper {1].

LeEmma 2.1.

If

F@) = l+az+...+ayzN

s a polynomial with real coefficients and with all zeros outside the angle
jarcz| < x 0<x=-—"
: 2
and outside the circle |zj < 1, then there is a polynomial ¢(2) such that writing
' T(RF(2) = Z,e,2"

a) the coefficients e, are non-negative,
b) the degree of F(2) ¢(2) is

¢) the inequality

‘holds, and finally

d) ¢ =L

The second lemma is an identity, which plays essential role in the proof
of the first main theorem of P. TurANn [2].

LEMMA 2.2; If 2,2y - .+, 2, are complex numbers with absolute value at
least 1, m is non-negativ integer, then there is a polynomial

m+k

@W= 3 az

r=m+1

where the a, coefficients are feal if the elementary symmetrical polynomials
of the 2z’s are real, further

2.1) gy=1 (G=1,..,k%
and
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m+

k 2
2.2) S o) = ( e(m+k) ’
y= m-‘-‘l
hold.

Here we give a simple proof of this lemma. This is proof is slightly different
as the proof in [2].
Let

k
2) = 11 (1 - i’ = by+by2...+ b7
j=1 Z;

and evidently for some «,’s we have

1 o o h(2)
2.3 e W PRI . bt WL <24
@3) it () N M 22 N 2mtl M 1

where h(2) is a polynomial with degree not exceeding (k — 1).
It is easy to see, that the polynomial

g(2) = 2"*h(2)

fulfils the identities (2.1) and we have to prove only the inequality (2.2).
For this aim from (2.3) we get

g(Z) = Zm+1h(z) = l—(a12'"+...+am+1)(bkzk+. . -+bo)

and from this we have comparing the coefficient: in the two sides of the equality
the following systenrs
1 _boam+1 =0 .

bootp, + 010641 = 0

(24 o0t +1+ by0tm +byotn gy = 0
boot1+bla2+bgas+. .. = O
and
—lmiy = oyb,

— Q1 = o4gby 5 +aby

—ty—g = by o+ oaby 3 +oghy

'—am+1 = albl+a2b2+a3b3+...
From this we have imediatly

m+-k
> la) = (log) 4 Jog] + - . 4 Jotm+ | X[bo| + [by] + . .. +|bi]) =

vem<4-1

(2.5) -1 1+Ill’"’2 low| = 2¢ v lew.
2

j=1 p=1 v—l
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From (2.4) we determine the «’s.

1
amﬂ:bt-: 1
b 5!
oL, = — 1 = —
Jg’; 2
1
Oy — l—bl_b2 2’—_
ij ZIZ}

and by induction we get finally
am—f- > — (»=0,1,...,m-1}

1 .
+lk—»-51 2. -zf}

Ry

1120
tht is
k
lotm-—] = > 1=‘ +v
R v+ 1
and i
m-—1 1i _
T R Y e s B iR
! m—1

(m+k _ (m+k)"(e(m+k)"‘.
k!

This and (2.5) complete the proof.
Next we turn to the sketch of the proof of Theorem 1. We apply the Lemma

2.1 for the polynomial

F(z)-]Hl 1_5”1_?

and the Lemma 2.2 for the system
21,21,22,_2-2, ey znxzn'
Thus we can construct the following polynomials
2e(m+n) |2"
n

I+ =

h(2) = FRe@E1+2+... +z2"—1)z"'+1(

(26) = 2 dsl)zv’

milsvs m+m(3+ i)

2€(m+n) ' ZmHl_g(2) =

ho(2) = F)@)(1 +2+. .. +22n l)’

- 3 df?)z”.

milses m+n(s+-})
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where the d,’s are non-negativ, and

2e(m + n)

N dU) = 2y .22
- n

2n 2e(mi+n) =" de(m+n) 3
-+ ‘_(_i_)) = 4n l.__(_____)_
1 n

!
(2.7 | (G =12).

Using the properties of the polynomials F(z) and g(z) we have, replacing 2
in (2.6) by z; multiplying by b, and summing forj = 1,2, ... n

:’ ds-l)sr e b1+ PR +b“
(2.8) melses m+n(:;+;:.)
and
y d¥s, = —(by+...+b,)
m+l=rsm- n( 3+ .})
where

n
S, = D b7,
j=1
From these as the coefficients are real we get
£,dPRes, = Re(by+...-+b,)
Z,dPRes, = —Re(b, +...+b,).
Taking into account the non-negativity of the coefficients we get
: . .
maxRes, = Re(by+...+b,)

m+15v§m+n(3 %) 2,-(1«(’1)

and
1

min Re s, = - &
m+1_:_=rfz_m+n(3+3-} Erd,-
x

Re(by+...+b,).

These and (2.7) complete the proof. -

3. For the proof of the Theorem 11, we need to use a few corollaries of a
well-known theorem of FARKAS-MINKOWSKI. -
Let

(3. l) l,(x) = a,—lxl +ai2X2 + e + a,-,‘.xk = 0
(i=1...,m)

‘a system of homogenous linear inequalities. It the rank of the system (3.1) is
i(= m, k), then a solution § = (§;, ..., §,) will be called an extremal solution
if in /— 1 linear forms we have equality-sign for this &, i. e. there are indices
Jio -+ f1—2 SO that

L&) =0,..., L (&) =0.
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If the rank of the system is /, and solvable, further & = s, then there is at
most m extremal solutions such that each solution of (3.1) can be represented
as positive linear combination® of these solutions. It is evident that a positive
combination of some solutions of (3.1} are also solution. If we can find m linearly
independent extremal solutions, then — geometricaly saying — the set of the
positive combinations of these solutions represents the polyhedral-cone deter-
mined by the system (3.1).

Next we turn to the proof of the Theorem H. We need to find all the poly-
nomials with minimal degree for which the polynomial
(3.2) (x® — 2 cos eex + 1)f(x)
has non-negativ coefficients.

Here f(x) = a, +a;x + ... + 4,x", where owing to the minimality of the
degree we may suppose 4,= 1 and also g, = 0; the degree r will be determined
later,

(3.2) results the following system of inequalities (putting for the sake of
symmetry)

{3.3) A, =0,4,=0, g=1 and 4,>0
a_,—2coSatyta, =0
dy—2¢0s atty +a, = 0

@y — 200808, +a, =0

By — 200808, + Ay pq = 0.
According to the quoted theorem we shall investigate the extremal solutions
of the system (3.4) which fulfil the conditions (3.3).
Since the rank of the (3.3) system is (n + 1), so in the case of an extremal
solution there are equalities in (3.4) except in one — say in the j’th inequality.
That is (3.4) will assume the form — putting al? instead of a, —

oo~ 2cos et +a = 0

(3.5) l=i=np+l i=j

and
a,_g zcosw, 1+a,« —dj}O

We solve the system (3.5} as difference equations at fixed j. The characteristicat
polynemial is
H-2c08wi+1 =0

i e h=ett and 1, =e ™,

* We cait a linear combination to be positive if it has non-negativ coefficients.
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Hence )

@) = xli+ %k, (~1=v=j-1)
and
(3.6) @ = x, M + x4+ d;

where x, and x, dan be determined from the initial conditions a¥; =0, a@=1.
Further

(3.7) aP =y X 4yds, (Hl=v=n+l)

where v, and y, can be determined from the initial conditions

a2 = X+ XAt

(3.8) a? = x M + x4 + dj.

Using from (3.3) that a¥, ~= 0 is, from the equality

0=y byl

We can determine d; explicitely as y; and y, according to (3.6), (3.7) and (3.8)
contain d; implicit ly.
We get form (3.5)

n .
(Z‘ aﬁ”x’(x2-—2cosax+ D) = T+dpd+afx+e.

py=0

We have by calculation from the above

d = sin (n+ 2)o
(3.9) ’ sin(n—i+2)o
o - sinje
" sin (n — j+ 2)a
generally

l Sin o T

i =

sin(w+ Do sin(n+2)asin(@—j+ o i

: - . - vo= ..,
Sin & sin aesin{n — j + 2)x

From (3.9) follows inmediately that it is enough to deal with 0 < a < —Z— n

-

this case from the inequality d, = O follows

it n+2oaz=axn
at 1§

n+2 = T,
lod
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It is easy to see that if

then d; = 0 and a¥’ > O are, that is the value of the minimal degree is the mini-
mal integer number for which

n+2=-"
(3.10) o |
From (3.9) we get the extremal solutions with the degree (3.10) and by the

mentioned theorem each solution of (3.4) is positiv combination of the “extre-
mal” polynomials

(x) = 3 aix (¢ = 1)
) Qu.e.d.
References

[1] P. TurAN, On an improvement of some new one — sided theorems of the theory of diophan-
tine approximations, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 11 (1960), 299 - 316.

[2] P. TurAN, On some further one —sided theorems of new type in the theory of diophan-
tine approximations, Acfa Math. Acad. Sci. Hung., 12 (1961), 455 —468.

[3]1 P. TurAN, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen, (Akadémiai Kiado
Budapest, 1953).






ON COMPLETE TOPOLOGICAL SUBGRAPHS OF CERTAIN
GRAPHS

By
P. ERDGOS and A. HAJNAL

Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sciences and
Department of Analysis 1. of the Edtv0s Lorand University, Budapest

(Received September 6, 1963)

Let G be a graph. We say that ¢ contains a complete k-gon if there are k
vertices of G any two of which are connected by an edge, we say that it contains
a complete topological k-gon if it contains & vertices any two of which are con-
nected by paths no two of which have a common vertex (except endpoints).
Following G. Dirac we will denote complete k-gons by <k= and complete
topological k-gons by «<k=>, Gk, I) denotes a graph of k vertices and ! edges

Fhe coniplete k-gon is thus G[k, ‘;”! P. TurAN {1] proved that every

|

®» Gln k-2 (nﬁ—-rz)+|;,

k- 1)

., A=T (modk—l),_ O=r- k-1

contains a <k= and showed that this result is best possible. Trivially every
G(n, n) contains a <3=, and G. Dirac [2] proved that every G(n, 2n—2)
contains a <4=, and gave a G(n, 2n—3) which does not contain a <4=>,.
It has been conjectured that every G(n, 3n—35) contains a <5=, but this has
never been proved and in fact it is not known if there exists a ¢ so that every
G(n, fen]) contains a <5= . Denote by Ak, n) the smallest integer so that every
G(n, h{k, n), contains a <k=, It-is easy to see that

(1 hik, n) = e k*n.

&, €5, ... denote positive absolute constants (not necessarily the same if there
is no danger of misunderstanding).
To show (1) it will clearly suffice to show that the complete pair graph

< - YIN n
(L, 1 does not contain a complete [4!1’ ]/,, for then if we consider T] disjoint

copies of our (I, I) we obtain agrap_. of =2n vertices,)i I* edges which contains
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ST LN 1
no \[4[3_.’/,. Choosing now [ to be the greatest integer for which [4!2]§k
we clearly obtain a proof of (1).

Let x;, ..., X, ¥, ..., ¥, be the verticels of our (I, /). If it would contain

1
an \'téll2 ]/, we can assume that at least [21?]0f its vertices are x,’s. To connect
' any two with disjoint paths we clearly need more than ly,’s but there are only
l of them, hence (1) is proved.
Perhaps

(2) h(k, n) < cok*n

holds uniformly in k and n. Thus in particular any G(n, ¢;n?) perhaps contains
1

a \[cl,n?,!/,. We can prove this only if ¢; > -é- In fact we shall prove

AN

’ L
THEOREM 1. Lef r=2,¢5 > . Then every G(n, ¢;n?) contains \ c¢,n’ ]/z

2r+2
where ¢, depends on c,.
We postpone the proof, but deduce the following
CoroLLARY. Split the edges of a graph <n=> into two classes, then at least
1

one of thein contains a \[csnE /1.
The corollary follows immediately from Theorem 1 since at least one of

([ 2 2
the classes contains i’ n, L edges.
212 5 6
Denote by f(k, [) the smallest integer so that if we split the edges of an
<f(k, I)> into two classes in an arbitrary way, either the first contains a <k=>
or the second an <I=>. Trivially f(k, 2) = k, f(2, [) = I. Further it is known
[3] that

k

2% < f(k, ) < ~'2"j

- 216 Kl —
) al oy ) =M l)-‘ k-1 ]
cok? (log k)2 < f(k, 3) = ("“

The exact determination or sharper estimation of f(k,l) seems a difficult
problem.

Denote further by f(k,, [;) the smallest integer for which if we split the edges
of an <f(k, ,)> into two classes in-an arbitrary way either the first class con-
tains a <k=, or the second class an <!>,. Finally f(k, [,) denotes the smallest
integer for which if we split the edges of an <f(k, ) into two classes in an ar-
bitrary way, then either the first class contains a <k= or the second class
contains a <[>, Trivially
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flk, <3>) = |k—+—1!

2

since unless G is a tree it contains a <3>, and the vertices of every tree can
be split into two sets none of which contains an edge. It seems likely that

4) f(k;, l)<ck and perhaps even f(k, |)<cik

but we can not prove (4) if [>4. For I = 4 both inequalities of (4) easily fol-
low from Dirac’s result according to which every G(n, 2n—2) contains a <4=>,."
(2), or the weaker conjecture: h(k, n)<c/n would easily imply (4).

We shall prove

THEOREM 2.
o ek < ke, ) < o0k
(i) eulT(log 1) < 3,1 = {”2'1 ;
(i) 1o (log k)~ < f(k, ky).

In a paper of P. Erpdés and R. Rapo [4] the following partition symbol is
introduced:

m—(m, m)* denotes the statement that if we split the edges of a complete
graph of power m into two classes in an arbitrary way then there exists a comp-
lete subgraph of power m all whose edges belong to the same class. m-(m,m)?
denotes the negation of this statement.

We introduce the symbols m— (i, m)?% m-(m, m;)®* which have a self
explanatory meaning. (Similarly as the notations f(k, 1), f(k, 1).)

THEOREm 3. Let m be any infinite cardinal. Then
m - (m,, m)>.
REMARK. W. SIERPINSKI [5] proved 2ot (x,, ®))%

Very likely m—(m, m,)? also holds for every m=x,. We can prove this only
in case m is singular and is the sum of &, cardinals less than m; using a theo-
rem of a forthcoming triple paper with Rapo [6]. We will not give the details.

Now we turn to the proofs of our Thenrems.

Proor oF THEOREM 1. We need the following

. 1
LEMMA. Let s be an integer, u > -— and let A,, ..., A, be subsets of a sct
s

S satisfying
ISl=n JA}=>un (=1...,9).
;S| denotes the number of elements of the set S). Then for some 1=i<j=s

-1
IANA) = n(su~1)‘ Z) .

10 ANNALES ~- Sectio Mathematica VII.
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The proof follows immediately from the obvious inequality

5
sun= NidAs=nt+ N JANA;

i1 1<i-:j=s5

Let now¢g > P and let there be given a G(n, cgn?) = U, A simple areu-
r+

ment shows that our G contains at least c¢gn vertices of valency = ¢n where

. . I 1 . ,
¢y I8 an arbitrary number sat:sfylng-——i “ €4 = 2¢,5 and ¢y could easily be de-

T+
termined ew{pliuitely as a function of ¢,,). Denote these vertices of our G by
X, +--. X, (p = [en]). To each x; 1=i=p we make correspond the set A,

which commts of the vertices connected to x; by an edge, |Aiz¢,n. Thus
by eur lennna among any r+1 Ajs say AL, ..., A, there are two say Ai,
and Ai, for which

(5) iAijl i ‘4!‘hi = ;0.

Define now a graph G* spanned by the vertices x,, ..., x, as follows:
Two vertices x, and x; are connected in G* by an edge if A, and A; satisfy
(5). By (5) the maximum number of independent vertices of G* is at most r,
Hence by the second mequahty of (3) G* ertalm a camtplete graph of at least

g vertices ¥, ..., ¥, 4 = cyit" Let now s = [c n' ] €, < &g sufficiently snall.
A simple argument shows that the vertices 3, ..., y, form a <s=, in fact
any two vertices y, and y;, can be connected by disjoint paths of lenght 2.
To see this observe that if we want to connect y; 1o y; f>1i by a path of length
two, by (5) there are ¢;;n possible vertices we can use for this purpose and at

most

i ’ < ( z I <5t (if ¢, is sufficiently simalt) have been used up — this proves

that y;, ... Jsis an <&=>,in G and hence completes the proof of Theorem 1.

Proor oF THEOREM 2. The upper bound of the first inequality of Theorem 2
is just a restatement of the CoroHary of Theorem V. We only outline the proof
of the lower bound. 1t is well known and can he shown by simple probabilistic
arguments [8] that the edges of the graphs <k= can be split into two classes
in such a way that if A, .(log k)~'-- then every subgraph of <k= of A,

] ]
vertices containg ’4 +r;(])| A edgres of both classes. Let new ¢, < A and congi-

der-such a splitting of the edges of a complete graph of [e/?] vertices. We
show that neither class contama a «<f>, Forifsay the first class would con-

tain a <k=, say x,...,%, then I-I +o(l)|k2 of the edges (x,, x)) lﬂi«:;Sk

is in the second class. Thus these (—; +o(l)’k3 pairs of vertices (x,x;} have to

be connected by disjoint paths of length at least two (using edges of the first
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. 1 . .
class). But for this purpose we need at least " +o(l)'k3> ok vertices (if £ -

= ky(Co) is sufficiently large). Thus the first inequality of Theorem, 2 is proved.
The upper bound of the second inequality of Theorem 2 is the upper bound
in the third inequality of (3). The lower bound follows easily from the lower
bound of the third inequality of (3). From this inequality it follows that we
can split the edges of an <n> into two classes so that the first class does not
1 N
contain a triangle and the second class does not contain a \[cuu‘-' loguls.
Thus it follows from (1) by a simple computation that for sufficiently largc
/ 5 1
N et (log n)? ]/ contains more than n edges of the first class. Thus
3 1
if the second class would contain a \[cmn'*_ (log n)-’f]/, we would need more
than n vertices for the necessary disjoint paths — this completes the proof of
the second inequality.
Now we outline the proof of the third inequality of Theorem 2.

1 2

Split the vertices of a complete graph of u vertices into [n 3 (log n)”] = p
classes C,, each having nearly the same number of vertices (i. e. each C, 1~ i=p
contains [n_f’- {log n)“] or [u“ (tog n)"‘] +1 vertices). Two vertices which are
in different C/’s are connected by an edge of the first class. The edges of each
€, we divide amongst the two classes in such a way that every complete sub-
graph of fi(n) vertices of C, satisfying h(a)logn—1-~= contains [113 (log n)*
edges of both classes. See p. 146 of this paper. A simple argument (used
already in the proof of Theorem 2) gives that the first class does uont

LS LIN

contain i \[cmn“ (log :1)3]/ and the second class does net contain a

e L X
\[cwn:‘ (log n)3]>, if ¢ is sufficiently large.
We do not know how far the third inequality of Theorem 2 is from being

hest possible, since we have no satisfactory upper bound for f(k, k), we can
1

only show lim f(k, k)Y =<1 and we do not give the details since probably this
= e

i

estimation is very poor. it seems possible that every G(n_. L_”.__,_]) contains 4
- [C€ |>, any two vertex of which are connected by disjoint paths of length
one or two. This result.if true would be very useful in deducing good upper
hounds for our function f(k, &) but we have not been successful in decidine it.

Proor oF Tueorem 3. Consider a set S of power m and assume that the
edges of the complete graph spanned by S are split into two classes | and (1.
Define a two valued measure on the subsets of S so that all sets of power <m
have measure 0. Without loss of generality we can assume that there {s a sub-
set & of measure 1 so that if x€ 8" the set of vertices connected with x in class
| is of measure I. But then a simple argument by transfinite induction shows
that any two vertices of §’ can be connected by disjoint paths of length two,
whose edges belong to class I (sinceif xe€ &', y€ S’ the set of vertices 7 for which

1] ANNALES — Sectlo Mathemalica VII.
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the edges (x, z) and (y, 2} both belong to class I is of measure I and therefore
of power m). This completes the proof of Theorem 3.

+ . In connection with Theorem I we can put the foillowing problem: Let
< I, €y <€ D€ two constants r=2 and let there be given n sets of measure
z¢, in (0, 1) and determine the largest integer f(n, r, ¢, ¢p) = f 50 that there
are always at least f sets any r of them have an intersection of measure =g¢,,?
One can easily obtain lower bounds for f(n, r, ¢y, ¢,,) by Ramsay’s theorem which
are not too bad for r = 2, in fact as in the proof of Theorem | we obtain from
the second inequality of (3) that

(6) f(n, 2, cag, o) = s17(ea1, £22)

where {6y, ¢,,) depends only on ¢,, and ¢,,. For r=> 2 the lower bounds obtained
for f(n, r, ¢,, €») by Ramsay’s theorem are probably very poor, quite possibly

f(n, T, 6'21, ng) = ppein Cars Co2) |

Finally we show that (6) is not very far from being best possible, We shal}
show that
(N I(n, 2,%, c] = & for ¢ *:%
where f(c) is a function which we could easily determine explicitely.

Recently G. Karona proved the following conjecture of Cxao-Ko, R
Rapo and P. Erpds. {7] (Katona’s result is net yet published.) Let [S] = 2m
and {A} zi=q De a family of subsets of S so that for every 1=i<j=uyu
AN Al=2k Then

Pm o 2m
8 maxu = { )
@ i 2 m-r
(8) will easily imply (7). We define a graph as follows: Let |S| = 2m and let
the vertices of our graph be the subsets of S containing m or more elements.
We connect two vertices by an edge if the corresponding sets have fewer than

I
Zem elements in commeon ic - Tl By the theorem of KATONA stated above the

maximum number of independent vertices is

2m m
g) ) e (22 )1-—:
( r gm m+r
where « depends only on ¢ (the inequality in (9) is well known and follows by
a simple computation). Our graph has = 2*m-2 ver{ices. Now make correspond

io the [-th element of S the interval t——- 1—

2m
the intervals corresponding to the elements. An independent set of vertices
gives a collection of sets any two of which have an intersection of measure
=¢, but if two vertices are connected their intersection has measure <¢, hence
(9) implies (7).

and to a subsef the union of

YA well-known rtesult of [4] states thet fln, r, ¢y, tw)=1 if n= M{r, o, Cs)-
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It is easy to see that if C<-é~ then our graph contains no triangles, hence

our construction gives a simple example of a graph of n vertices which contains
no triangle and for which the maximum number of independent vertices is
less than n!-=.

It is well known that f(8,, r, ¢, Cp) = R, and it is not hard to prove that
if there are given m sets of measure >¢,, there are always m of them so that
the intersection of any &, of them has measure = ¢,.
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§ 3.

The following statement is also well-known: the set of the strict (local)
extremal value places of an arbitrary real valued function in a separable met-
ric space is enumerable ([1] 363; [2]%, 158—159.)

Similarly as in § I, we introduce the following notations. Let R be a topo-
logical space and f a mapping of R (see §1). A point of R will be a strict extre-
mal value place if it has a neighbourhood U such that for any yc U, y = x we
have either f(y)> f(x) or f(y)=<f(x). We call x a strict minimum or strict maxi-

mum place respectively.
We shall say that a topological space R has the charasteristic (k) — or

shortly that R is a #(k) space — if the set of the strict extremal value places
has a power =k, when mapping it to any partial ordered set. (Here & is an
infinite cardinal number.) R

1t is easy to see that for #(k) spaces the following statements hold (these
are quite similar to the results of §2): (R denotes always a topological space.)

TueoreEM I A, ff Bg(R) = k, then R is a 3(k) space.

TreoREM L1 A. If R is a #(k) space, then Sg(R)=k.

LEmMA A. If there is a transfinite sequence of points in R with the power
L such that every point of this sequence has a neighbourhood which does not
contain any previous points of the sequence, then there exists a mapping of
R (actually into a well ordered set) such that the power of the set of the strict
extremal value places is at least k.

CoroLLaRY 1 a. A pscudometric space R is a #(k) space if and only if
Bg(R)=1k; if R is a pseudometric space for which Bg(R)=&,, then there exists
a uniform continuous real function on R such that by this function the set of
the strict extremal value places is not enumerable,

! The first part of this paper was published in the previous volume of this journal

Annales Univ. Sci. Budapest, Sectioc Math., §(1963), 3942,
* In [2] only the case of continueus real-valued functions of vne variable is discussed.
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CoroLLaRY 2 a. If R is a completely regular space with the property #(k),
then Bg(R)=2¢3

To prove these statements, we can use the proofs of the corresponding
statements in § 2, only we must write #(k) instead of (k) and the set of the
strict extremal places instead of the set of the values of a mapping (function)
on its local extremal places.

Also holds the

Tueorem 111 a, Let m=k be two arbifrary infinite ¢ ‘rdinal numbers. Then
there exists a Tysspace R which is a #(k) space and yet Bg{R)=m, indeed Rg(py=m
for any peR.

Proor. We shall prove that the space R in the proof of Theorem {11 of
§2 is a #(k) space. In fact, assume R is not a #(k) space. Then there exists a
set H of points in R such that every point x¢H is a strict minimum place of

a mapping f of R, and H> k. But according to Theorem 111 f(H)=k, thus there

is a set KCH, K=k so that for every x,y€ K f(x) = f(y). However, if x¢ K
then it has a neighbourhood U such that f(x) is greater than any other value

taken on in UJ, which is a contradiction, as R~ U<k and K=k

The cause of the complete analogy between the results of §2 and §3 is
cleared by the following

THeEOREM 1V. The properties o(k} and #(k) are equivaient.

Proor. (i) Assume that R is not a o-(k) space, Then there exists a mapping

f of R and a set HCR, H=k, such that x, y¢ H, x>y implies f(x)= f(y) and
every point x¢H is a focal minimum place. Let us denote by M the set f(H)U{£}
where M is partial ordered in such a manner that £ is greater than any element
of f(H) and if f,, fye M—~{€}, f<f, if and only if f;<f, in f(H).

Let us map R on M in the following way:

If x¢ H then g(x)=f(x), if x¢ R~ H, then g{x) = £. It is obvious that every
point x¢ A is a strict minimum piace for g, thus R is not a #(k) space.

(ii) Assume that R is not a #(k) space, but it is a o (k) space. Then there

exists a set HCR, H= & such that every point x¢ f is a strict minimum place

for a mapping f of R and there exists a set K< H, K> ksuch that x,y ¢ K imp-
lies f(x) = f(¥). Thus if x, y¢ K, x=y and U,, U, are two neighbourhoods of
x and y respectively so that f(x) and f(y) are greater than any other values ta-
ken on in U, and U, respectively then xq U, and y¢ U,. According to this, if
we well order the set’ K then we get a transfinite sequence of points in R with
the power larger than k, every point of which has a neighbourhood no contain-
ing any (previous) point of the sequence. But then, according to the Lemma
of Theorem 11 in §2, R is not a (k) space which is a contradiction. Thus if
R is not a 9(k) space, then it i3 not a (k) space.

By his, Theorem 1V is proved.

Theoremn 1V enables us to use in the following only the notation o(k),

* This statement is vailid not oniy for completely regular spaces, but also for regular
spaces, since the inequality Bg{R}=25¢(R) — as Mr. R. ENGELKING was kind to inform me

— holds for regular spaces too.
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but, without mentioning it every times, we shall deal with the property #(k)
instead of &(k) whenever this will be convenient.

§ 4.

According to the preceding the question arises quite naturally that if we
define the o (k) property by using linearly ordered or even well-ordered sets
instead of partially ordered sets, would it mean any change at all, and if so,
what is the *‘degree” ot this change.

It is easy to see, that all the results of the first three sections remain true
for mappings into linearly ordered sets, and the same will happen if we consi-
der only mappings into well ordered sets. To see this, it i+ enough to note on
one hand that during the considerations en the conversals of Theorem I we appli-
ed always Theorem II, which guarantees a mapping into a well-ordered sef, on
the other hand that in those proofs where we censidered only minimum places,
the maximum places are to be examined on the analogy of the formers. This
latter remark is essential only in the case of well-ordered sets; in fact, as we
shall sec later, ¢here is a certain topological space the mappings of which into
an arbitrary well-ordered set have maximum and minimum places with diffe-
rent cardinality properties.

Of course, the similarit of these resuits does not mean, in general, the
equivalence of the altered definitions to the original one:. However, in the
“weaker” case, i. e. by considering mappings into linearly ordered sets, this
egivalence is yet valid. It is easy to see this with the help of a theorem of
E. SzriLran ([3], 386 —2389), according to which every partially ordered set
can be embedded into a linearly ordered set and taking inte account the defi-
nition of a local extremum place in which we postulated that the corresponding
value should be comparable with the values attained on sufficiently near

oints.
P We shall show that the analogon of the preceding statement does not hold
in the case of mappings into well ordered sets.

Before discussing this we introduce a useful netation. Let R be a topolo-
gical space. We shall denote by o(R) the least infinite cardinal number % for
which R has the property o(k) and we shall call it the o-weight of R. In the
case of mappings into well-ordered sets we shall denote by o*(R) the corres-
ponding cardinal number.

It is obvious from the definitions that

Sg(R) = a*(R) = o(R) = Bg(R).

From this we can see that, for spaces R satisfying Sg(R) = Bg(R) — so
in particular for pseudometric spaces -~ we have

o(R) = o*(R),

so that in this case we can take in the definiton of o(k) instead of partially or-
dered sets not only linearly ordered but well-ordered sets as well.

In the following we shalt give-an example which shows that this statement
is not true for all topological spaces.
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THEOREM V. There exists a compleiely normal space R for which

oHR) = 8, and o(R) =c=2".

Proor. Let us choose as R the set of all real numbers, provided with the
so-called topology of right-side convergence, a base of which is formed by
the intervals [x, y) half closed to the left. It is easy to control that R is comple-
tely normal indeed.

It is obvious that at the mapping f(x) = x, considering as range the set
of real numbers in the natural ordering, every x€ R is a local minimum place,
so that '

o(R) = c.

To prove the first equality, we can use the analogon of Theoremn 1V for
mappings into well-ordered sets and assume, for example, that there exists
a mapping f of R into a well ordered set H by which there is a non-enumerable
infinity of strict (local) minimum places. The case of maximum places may
be discussed in the same manner.

Denote by S the set of these places. Then every x€ S is thg left end-point
of an interval, say /,, such that

yvel.~{x} implies f(x) < f(¥).

As S=>x,, there exists a TCS such that Ty, and for x¢ T the length of 1,
is greater than a fixed positive rational number r.
Now represent R as union of enumerable many intervals shorter than r.

There is at least one among them, say [/, for which INT=>§,.

Now x,ye INT, x<y imply f(x)<f(y). That means in other words that f
is an order preserving and hence one-to~-one mapping of /NT into H, so that
the natural ordering of INT is a well-ordering. This is a contradiction, as it
is known that every subset of the real line which is well-ordered in the natural
ordering is enumerable. This completes the proof.

Some other questions arise here quite naturally: How important was the
role of the above mentioned property of real numbers in this example; is it
possible to give for o(R) an upper bound which depends only on o*(R); or,
at least, is it true that for every infinite cardinal number k there exist an R
for which

c¥R) =k and o(R)= 2¢?

§ 5.

Now we shall prove a theorem which is analogous to Theorem 1II.
THeoREM VL. If &, = m>k = 8 and cf(f) = 3, then there exists a Ty
space R for which
Sg(R) = k and o*(R) = o(R)=m.

Proor. It is known that there exist an &, = &, for which cf(y) = g.
Put R = W(e,), i. e. R denotes the set of those ordinal numbers « for which
o< @,
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Let us introduce into R 2 topology taking as open sets all subsets hav-
ing the form R~ W(q), i. e. every “half line” closed to the left. It is easy to
see that R is a T, — space.

Clearly Sg(R) = k, and it is also obvious, considering the mapping f(a) = o,
that

o*R) = (R) = R = m.

Comparing this theorem to Theorem I1I we can see that, in general, in a topo-
logical space R we can conclude neither from the topological weight of the
space Bg(R) nor from the degree of separability Sg(R) to the o- or o*-weigt
of the space.

Let us note that in a T, — space clearly holds the inequality

ﬁ = ZQSE(R)
This implies
Sg(R) = o*(R) = o(R) = 22°¢®

in the case of T, — spaces.

The example examined in the preceding proof is also interesting from an
other point of view, viz. it has the property mentioned in the preceding sec-
tion: by mapping it into well-ordered sets the powers of strict maximum and
minimum places will be very different. We have seen in fact that the power

of strict minimum places may be equal to R which can be chosen arbitrarily
large, and, at the same time, as it is easy to see, there can be, by any mapping
into a well-ordered set, only a finite number of strict maximum places in R.

§ 6.

In the following we shall examine some general properties of o-(R) respec-
tively o*(R). As first we prove the following
THEOREM VII. If ¢:R—~T is a continuous mapping of the space R into

T then
a(R) = o(T) [o*(R) = o*(T)}.

Proor. Let us consider an arbitrary mapping f of T into a (well-) ordered
set H. Consider now a subset S of T which contains only local minimum pla-
ces, x, Y€S, x = y imply f(x) # f(¥) and f(S) contains all values attained at
the minimum places of f in T.

The case of the maximum places can be discussed on a similar way.

Let us assign to every x¢ S an x’ € R for which ¢(x’) = x. Now we construct
a mapping of R as follows:

If x"€R corresponds to some x¢€ 8§, put

g(x) = fle(x)] = f(x).
In the opposite case, put g(x") = £, where we add § to the set H, as an

element greater than all elements of H.
It is clear that at this mapping g-of R into the well-ordered set HU{§},
the power of the values attained on the local minimum places is at least equal
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to the corresponding power corresponding to f, from which it follows immedia-
tely the statement of our Theorem.
CoroLrLARrY. If R is the topological product of the spaces R, then for

every o
o(R) = o(R) and  o*(R) = o*(R.).

Here we mention another problem connected with the o-weight of product
spaces. It is easy to see that for such spaces R, for which

SgR.) = Bg(R) =k (x€ A)

with a fixed cardinal k, II R, = R will be a o(k) space, if A=k
x€ A
As this remains true for the product of spaces of some other kinds, the

question arises whether it is true in general that the product of k o (k) spaces
will be a o(k) space too.

We mention finally the following very simple

THeoreEM VIIIL. If TCS, than o(T)=0o(S) (and c*(T)=o*(S)), i. e. the
a-weight (o*-weight) of a subspace is not greater than the o-weight (o*-weight) of
the original space.

ProoF. We shall give only a short sketch of the proof, as it goes on the
anology of the method, used several times in this paper (e. g. at the proof of
Theorem VII)

Consider only minimum places, and a mapping of 7" into H, for which the
power of the set of the strict minimum places is k; extend this mapping to a
mapping of S into HU{&} (where £ is greater than any element of H) in such
a way that the image of every element of S~ T be £. It is clear that at this
mapping the power of the set of strict minimum places in § is also k. From
this we get immediately our statement.

Theorem VIII and the analogon of Theorem IV for mappings into well-
ordered set give the following

CoroLLARY. If R is a topological space for which Sg(R)=o*(R), and
TCR then Sg(T)=Sg(R).

So e. g. the space R in Theorem V is hereditarely separable.
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TAUBERIAN CONSTANTS FOR LAURENT SERIES
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1. Originating in a paper by HADWIGER (1944) the determination of Tau-
berian Constants, for a given method of summability, has been dealt with, to
mention only a few, by AGNEw (1949, 1954, 1957), DELANGE (1950), GARTEN
(1951), and recently by Jakimovsky (1963), ANJANEYULU [5]. A large num-
ber of further references will be found in AGNEW’s work (1954). Here we con-
sider the Laurent Series continuation matrix method, defined independently
by MEYER-- KoNI1G [12] and VERMEs [I13]. For O<x<1, it is defined as a
sequence to sequence transformation matrix, by

(1.1 L(x):(n:k,(l-—x)"“x" mk=012...
Let U denote the class of series Zu, which satisfy the Tauberian condition
L
(1.2) limsup[n2u,,§ =L < =,
n— oo
Let
n
(1.3) Sp= 2 Uy, n=2012...
k=0
(1.4) =3 (m+k)(l—--x)'"+‘x"sk, m=0,12,...
k=0 :

denote respectively the partial sums and the sequence to sequence transform
by L(x) of a series Zu, belonging to 1. Generally we suppose that m = m(«),
n = n(e) are functions of a parameter o>0, taking positive integral values

only and such that m(o)—>oe, n(a)—+e as «->o.
The series for £,, in (1.4), because of the Tauberian condition (1.2), con-

verges for each fixed m and hence
oo ; bi
t = 2 ("1"{"/’(1 — x)m+1xJ 2 uy
j=0l ] k=0

* The contents of this paper from part of a Thesis accepted for the Ph. D. degree
of London University.
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-l Lk(”’“'(l x)m+1x1]u,

k=0
so that
n ot - .
ty—8p = — 3 |1- 2 (mﬂ’(l—xy"“xf u+
k=0 =
v 33" fo-omae]u
k=n+1 Lj=k
n l 'm+]j(l x)m+1ijuk+ i [2(m+l’(l_x)m+1x,]u
k=1 k=n+1 Lj=k
which can be written as
(1'5) tn—8, = 2 Ik(a)vk
k=1
by putting
1
(1.5]) Vk = k-é_uk
1 )
-k ‘m+1J —x)"+1ixi for 1 = k=n
_]=-0

(1.52) fa) =
+k 2 lm+"(l —x)"+ix/ for k= n.
j=k

Now, as we shall show in Section 2
(1.6) limsup > |f(a)l = A
E—o0 kel

where A is finite and

1

3 __l. 2 g -1 ut - ?
(1.61) A=( 2 ) [e 2"”+a9fe 2° au], PR

f la(l—x)/ | g X
(1.7) imsup A 0 <oy 2= X
& — oo _;_ ]_x
m
and A is infinite if
(1.71) lim sup In_'imi =
oq — 00 m_2_

Since, clearly
(1.8) lim fi(c) = 0 (k=123,:.)

x— 0o
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and v, is bounded because of the Tauberian condition (1.2), it follows, from

Lemma 3.1 of AGNEW (1949) and Theorem 7.5, Section 10 of AGNEW (1939),
that

(1.9) limsup ft,—s, = AL

whenever the condition (1.2) holds. Moreover, when A is finite, it is the best
possible constant in the sense that there is a series 2u, belonging to the class

11 for which (1.2) holds with 0<L <- and the members of (1.9) are equal.
Further, A attains the minimum value

1
' 2
(1.62) A= .,L_)
(1 —x)
if and only if @ = 0 in (1.7) and we obtain in particular, the following two
theorems:

THEOREM 1. A sequence {n,}, n, - is such that the inequality

: 2 3 1
(1.92) lim sup |t,, — Sn,| = (—————) lim suplmzuml
holds for every Zu, belonging to W, if and only if

lim n,,,—llm = 0.

m2

There is no sequence {n,}, n,—-< such that the strict' inequality
1

(1.93) lim sup |t,,— sn, | < (

holds for every ZXu, belonging to .
THEOREM 2. A sequence {m,}, m,- is such that the inequality
1
) 2 z J
lim sup |tm— sn,,| é‘———J lim sup [n%u,
oo a(l —x)
holds for every ZXu, belonging to W if and only if

z 1 I
J limsup’mzu,,,,

m—oo

(1l —x)

n-ooo

lim

n—oo

=0.

Am,—n
1

=)

n

There is no sequence {m,}, m, <> such that the inequality

1
1 |

nZu,|

£
lim sup

1.95 limsup |t, —s,| <
(1.95) m SUp oy =] = [ | lim s

holds for every Zu, belonging to 1.
12%
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It is interesting to note that, if we are looking for a ¢ (0<g <=) such that

ﬂ—»q and the inequality
m

}
{

12
lim sup t,, —s,| = '—(—142—)’ lim sup|m Uy,
71 —X) |

nm — oo m—oo

n
r_n—ﬁq
holds for every Zu, belonging to U, as in the works of AGNEW [2], JAKIMOVSKY
[10] and AnjaNEYULU [5], then the only value of ¢ for which a finite Tauberian
1

2
constant, namely '———’ for the method L(x) exists is ¢ = A = IL
X —X

2. In this section we shall determine the constant A in (1.6). We begin
with the following anology, except for clause 7, of Theorem 139 of HarDY
[9]. Perhaps it should be pointed out that clause 7 supplements the conclusions
of clause 6 with respect to (2. 16). Since the proof of clauses 1 to 6 is substan-
tially the same as that in the Theorem referred to above, we give the proof of
clause 7 only.

THEOREM 3. Suppose that O0<x<1 and

2.1) a, = aq,(m) =

= ‘m:k)(l—x)’"“-x", kKm=0,1,2,...

so that Xa, = 1. Then

(1) the largest a, is ay, where
x

@2.11) K=[im], A=_——
—X

two terms ay—, and ay being equal when Am is an integer;
(@) if 0<é<1 and

(2.12) k=K+h

then

(2.13) > a, =0 .
, |h[> 6m

where y = y(x, 8) is some positive number;

(3) i
1 2
(2.14) - <({< 3
then
(2.15) > a, =0
Jh|> mé

where v is any number less than 20 —1;
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(4) if £=0, then
(2.16) > g <

1

Il > em?
for m>my(e), &= &o(e);
5) if (hy=m*, then

(2.17) a, = [__, - h2/1<l1+0(]hl+1J+O' th)

where ¢ = —;—(1 —Xx) and we may replace K by Am if we prefer to,

(6) the estimates (2.13) and (2.15) remain valid if a, is multiplied by any
fixed power of k;
(7 if £=0 and
1
(2.18) n = im+wm?
where w is some fixed number, then
(2.19) >

1
|hi > &m?2

1 1

k2 —n?

a,‘_<F

for m=my(e), &> Eo(e)-
To prove clause 7 we suppose, as we may, that m=1 and write the left
hand side of (2.19) as

o) + ]

( /: +k}(l—x)”‘x“

4] >$m-

and, since h = k—[Am], it is enough to consider

1 19
(2.2) F,= ¥ lk?—» nil ’m_lchrk’(l —X)mxk.
1 \
;k-zm|>ém.§.
1 1 ’
Now k% —n® e—n _lk—n
11 1
k% 4+ n? n?
and hence

1 .
Fi=n?® 3 |k—n| ‘m_;-*_k)(l—x)mx":
1

" |k—am|>gm?2
1

> 1[(k-n)zl 1Jrk,(l— )"'x"] [[’" 1+k,(1— )mxk]

|k—2m]| > &m?2

1|

f
=
ro| =
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which, by Schwarz’s inequality, gives
1
- . _ N -2“
P=ail 3 e ‘*"j(l—x)'"x*]-
1 k
.-lk—mz|>em2

1

(2.21) I b 1’ H'k'(l_x)m k]

- |k —am} > &m 2

From the formulae

(2.22) 3‘ 1+"'(1 Ok (m=1,2..)
k=0
(2.221) Z‘k(”’“”"](l omxk X am
1—-x
(2.222) Z‘k(k—l)‘ '“‘]1 xymxk = Mt Dx?
: (1-x)?
we obtain, for any ¢, the formula
ofm—1+k mek e mx
(2.223) Z(k—-t)[ ) ](1 R (s
and, in particular,
(2.224) 5 (k—t)zl’" l+k‘(l—x)"‘x“5(lm—t)2+ mx
(1-x)?
[k—im| > em?2
2.225 e—amye| ™ TR (1 gk = X
(2.225) S —amp("T (1= =
—1+k mx 1
(2.226) > " (I =2yt = oy
1l k ' (1—x) (Emf)

|k—1m|>£m§
making use of (2.18), (2.224), (2.226) we see from (2.21) that (2.227)

1 1 1
‘ 201 (%1

Ey

(2.227) F,= ‘ENH’ “[w'~’+ i fx)2

which, for sufficiently large m and § gives
Fi<e

This completes the proof of clause (7).
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Next we need another result given as Theorem 4 since it may be of interest
independently. Let a function w = w(x) be defined by

n—am

1

(2.3) We) = —— or n=Aim+wm?
me
. X
where A = —, and let
I-x

w | L

(2.31) F@)= 3 lkz—nzlf"’ l+k’(l—x)’"x".
K=0 k

THEOREM 4. If
(2.4) lim sup w(e)| < =

then
jw} 1

(2.41) F(a)—o(l)+l2n(l_ )] [ 2" +a|wlf du,

—y)e
where a = (-1——’5)— If
x
(2.42) lim sup [w(o)| = o=
then
(2.43) . lim sup F(a) = oo.

% — oo

To prove the first part, we split up F(c) into two parts, the first of which is

(2.3) Fye) = 2

tk—~Am} > o

~1 +kj(l _

where ¢ is positive and arbitrary. Since, given >0, the hypothesis (2.4) implies
that, for sufficiently large m, and §>O

KOID—

lim (Tn_’ =1, limsup[ J
m

He

o — oo & — oo, (l -_— x)2 f

by choosing the ¢ in (2.5) in the form Em we see, from inequality (2.227) of
Theorem 3, that

(2.31) lim sup Fy(a) < ¢

« 200

Now equations (2.31) and (2.5) give
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P
(2.6) Flo) = Fy()+ X k2 —

—aml < &

Since

1
1 1 1 - 5
P N e R l
1 N 2 1

1
2

n

( l+k}(l—x)’"x".

1
k% +n?

and the factor in the curly brackets for the range of values of k in the second

1

sum of (2.6) converges uniformly to | as a—--e, and ¢ is of the form Em?

we obtain
] 1 L 1+k -
(2.61) F(o) = F@+o()+—0m) = 3 |k—n |{ ’( Xy,
2 ik—im| < o ‘
Putting
1
(2.62) Fye) = ~0m) T 3 ;k—n|("'”‘+"’(1—x)mxk
2 Jk—im} < & k

we see, as in the case of Fj(a), that
(2.621)
Moreover,

o~ 0o

lim sup Fa(a) < e.

Fle) = F (o) — F2(a)+0(1)+—(lm) X > []k— - Ilc+k,(l-x)"'x" !

k 0

and, because of (2.51), (2.621) we conclude that

(2.64)
where

(2.641) G(c)

=_;-(Am)_zi’|k— |' Hk

F(o) = o(1)+G(cr)

— x)ymxk,

We again split the sum in (2.641) into parts for which O=k=n and k> n and

make use of (2.3) to obtain

1

(2.642) G(e) = Gy(cr) + Go(er) — _rl)_wz 2

where

. m+n

(2.643) Giyfo0) = (Am)z ’ ,(1 — Xy,

(2.644) Gyle) = wiTE i[ m- l+kJ(l —x)mxk.
K=0 k
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Now, for each fixed value of «, clause 5 of Theorem 3 gives

-—--—ﬂW2

(2.645) Gy(e)) = o(1)+ ( 27:(1]— 5

where @ = Y= and for Gy(c) we have

x
R T
GJ((X) =wi ¥ m—1 +k'(] —x)mxk _0(1)+
K=0 '

_1 ‘m4k 1 1
Y by 1 — xyn+iyxk | 2 L
+ W) R '( x)m+ly 0(1)_'_'_1___’ o (e T

z 2n(1 —x)

k < im4wm
1 1]

V2 _la 2
= [——l—, aw fe 2 "du,
2n(1 - x), o

1

2

Further, since —; WA

we obtain

. 1 —‘, 2
(2.646) Gz(o)——z-wl = o(1 )+(2 0—x )’ alwlfe du

Equations (2.64), (2.642), (2.645) and (2.646) together give equation (2 41)

of the theorem.
1

2
be a constant. We

To prove the second part of the Theorem let n > 1
—X

have, for sufficiently large o,

F(a) > > k% —n?

1 1
L 'm— 1 +k)(l x)mxk =
1 k
lk—im| < r]m-z_
< |k —n| [m—l+k,(

-

A 1 1

1 —x)mxk >

= k2 z
|k —am]| <_1]"‘l2 k +n

1-
oo T ¥ Ik-(2m+wm—2—)'(m_;+kj(l —X)"xk >
(an_m?)? |k—am} < p;m%
1
—\n2 —
- (le 77)’"__ E ‘m 1+k ’(l — x)mxk,

Ve, 2
Am — nm [k—im| < ym2

-
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Now the formulae (2.22) and (2.226) give

"m— 1 +kj(1 Yk = 1 —

mx _l_ _‘ _ X
1 (I=xp 7 (I —xyr?
jk—am| < qm?2

and hence

: (wi—m) ( X
Flo) = 14,1 - —x)ere |
A— nm"f)? (=% ,

it follows from the hypothesis (2.42) that
lim sup F(o) = <.

Thus the proof of Theorem 4 is now complete.
Now, turning to the determination of the constant A in (1.6), we have,
from (1.52),

Z‘lfk(a)l—Z‘l T Z,‘

k=1 k=0

—x)mHixk+ > ji®
J=n+1 k=-]

m+k’ 1 — xym+ixk

'm+k;(

which, after changing the order of summation, gives

SR e B
k=0 1=k+1
("ol £

=’"+1 j= n+l

Since, for O0=p<y,

SN L1
i szx de—.e,,,q=2(q2—p2)—e,,_q

b~ ]

where 0 < ¢,, <p % for p>0;0 < ¢,, <2 for p = 0; It follows that

Z|fk(a)| = o(1)+2 Z‘ (n2 )(m"'kj(] — x)ymtlxk

+2 3 (kz—nz)' +k’(l—x)’"+1x"
k=n+1 Lk
which can be written as

(2.7) ' Z,‘lfk(a)l = 0(1)+2F (=)

k=1
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where
= L Limtk

(2.71) F'(ex) = Z"k2 - n2ll J(l — x)m+1xk
k=1 k

Therefore

A =Tlimsup 3 [f(e) = 2lim sup F(a) = 21im sup F(c:)
K=1 a—eo

a —» oo & -4 00

where F(a) is defined as in (2.31). It is now clear from Theorem 4, that A is
finite and is given by (1.61) if (1.7) holds, and that A is infinite if (1.71) holds.

3. As is easly seen, there is a close éimilarity between the results obtained
above and those of AGNEW concerning Borel transforms (1957) and the argu-
ments are very much similar. That there is, indeed, such close similarity be-
tween the Laurent series continuation matrix methods and Borel method could
also be seen from the work of MEYER—KO6NIG [12]. This similarity between
the two methods becomes more clear when we consider the class 1’ of series
Zu, which satisfy the more general Tauberian condition

(2.72) limsup max |[s,—sj<é &=>0
1

p—oo

lg-pl<op?

of Schmidt type which is implied by the Tauberian condition (1.2). It can,
indeed, be proved as in the case of Borel Transforms (AGNEW [3]; Section 4).
that for the class 11,

limsup t,, —s,| < AL

2 —o0a

limsupl—n——-ﬂn—‘=9<oo

2 — 0o

m?2

where A is finite, given by (1.61), if Q is finite and A is infinite otherwise.
In conclusion, I have much pleasure in expressing my grateful thanks to
Dr. P. VErMEs for his helpful criticisms.
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