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SOME REMARKS ON THE LARGE SIEVE OF YU. V. LINNIK

By
P. ERDOS and A. RENYL
Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sciences, Budapcest

{ Recefved November 22, 1967 )

§ 1. Introduction

Yu. V. L1NNIK has discovered (see [1]) in 1941 a very powerful new method
of elementary nuniber theory, which he called the large sieve!. In his original
formulation the large sieve asserts that if we take any sequence S, consisting
of Z positive integers = N, and if Y denotes the number of those primes® p=y N
for which all the elements uf the sequence S are contained in = p(1— ¢) residue
classes mod p. where 00— s=1, then one has

20aN

11 . YV = - .
(, ) 27

" As shown by the second named author in [3], Linnik's method is capable
to prove much more, namely that tf 2 is not too small compared with N, then
the elements of the sequentce S, not only occupy “almost ali” residue classes
mod p with respect to most prinies p=F N, but are almost unifermly distributed

in the p residue classes mod p for most primes ,’J?“."N. More exactly, let us
denote by Z(a, p) (\«vhere @ = 0, 1, ..., p—1) the number of elements of the
sequence S, which are congruent to a mod p. Then one has, putting

oy \ = Zy
(1.2). rpy=p'3 (2@ p-2].

P p)
the inequatity®

' As regards important applications of the large sieve in number theory, see e.g, [2]
31, [4], (5}. [6); [3] and [6] contain many further references.
In this paper p always denotes a prime number.
4 Here and in what follows all the constants of the O-estimates are ahsolule, i.e. do not
depend on N, nor on the sequence Sy nor on £,

1*



4 I’ ERIM35 AND A. RENYI

(1.3) 2 B(p) = O(Z23NE3QL3)
n=Q

for Q= N353, Later, the second named author has found (see [7]), a new probha-

bifistic method for proving theorems of the type of the large sieve. This methosl

(developed further and generalized in the papers [8]. (9], [10]. [L1], [12]) gave

the resulf

(1.4) > (p) = O(LQ + \))
=6
for Q_é‘ ¥ N. This estimate is better than (1.3) for Q= N3'8, but weaker if N38 = Q=
=}N.
Especially for @ = N/* this result gives
{1.5) > Ay = O(N).

ﬁéN”'
The estimate (1.3) is essentialiy best possible, hecause if for instance S, is

. . AL
the sequence of odd numbers = N, one has Z(0, 2)=0and thus 2 {é({}"_’)—?] =

(&)

= % i.e. this single term is already of order NZ.

The probabilistic approach, besides leading 1o a very sharp estimate for
Q=N13, has thrown light on the reasons why an arbitrary sufficieatly dense
subsequence of the sequence 1, 2, ..., N has to be almost uniformiy distributed
among the residue classes mod p for most p = N'3; it became obvious that
this is due to the statisticai independence (more exactly: almost independerce)
of the distribution mod p and mod ¢ of the numbers #=N for any two primes
P, q=NBp =g,

In the last two ycars important progress was made on the large sieve. The
tirst essential improvement was obtained by K. F. Rota [13]. His result was
sharpened by BoMBIERI [14] who has shown that (1.5) holds also for Q@ = I'N.,
More exactly Bombieri proved

(1.6) 3 () = O(Z@QN)).

Clearly (1.6) is superior to both (1.3) and (1.4) for the full ranges Q= N3/

resp. Q=VN.

An important generalization of Bombieri's theorem has been obtained by
H. DavenpPoRT and H. HALBERSTAM [153]. To make this advance clear one has
to netice that putting

(]7) S(x) = 2 g2inx

HES"\:

one has

(1.8) A(p) = gi | S'%L .
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. Now DaAVENPORT and HALBERSTAM have proved that if =z, wy, ..., 2p
are arbitrary real numbers in the interval (0, 1) such that |¢;—o)l = §=0
for { # j, one has

D
(1.9) > S) =0 (/(%—J-N)’
i=1 :
Clearly, if the numherx— (¢ = 1.2, ..., p—1; p=0Q) are taken as the mumbers
i
!
ay ey up (D= 3 (1)) then & = — and thus (in view of (L&)} (1.9) inplies
p=t i
{1.6).

Note that from (1.9) one obtains even more than (1.6), namely that

s % .Sl_l = )!Z(%+N‘)‘j

L?;Q ﬂnl
(a, g}-1
because if (¢, ¢) = 1, (¢, ¢°) = | (here (a, ) denotes the greatest common di-
. , p a’
visor of ¢ and ¢} one bas for g.¢" = Q and — = —
q
e a1
T T A
- | e

Recently P. X, GarracgHer [16] has found a very elegant and simple
method for proving (1.9). More exactly, he proved

) | 1
(1.10) b S(a_,,)z-_--—z’?+m\'}

r=1

which implies by (1.8)
(1.1H) 2 PPy =2(Q aN).
LA

ps
Thus we have for @ = I'N

(1.12) _l (p} £ (x4 AN,
p
In the paper [17] of the first named author it has been mentioned (without
giving the proof in detail) that by a probabilistic argument it can be shown
that (1.1Z) cannot hold if Q is of lasger order of magnitude than ¥Nlog N,
The aim of the present paper is to prove this statement in detail, and to get
some related results concerning the behaviour of 3 . 1%(p), when 8. is a random

p=Q
subset of the set {1,2, ..., N).
The results obtamcd throw sorie light on certain open problems connected
with the large sieve.
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§ 2. Equidistribution of random sequences in arithmetic progressions

Ina this § let §; denote a random subsequence of the sequence {1, 2, ..., N}
obtained as foilows: let g, &, ..., £y bhe independent random variables, each

. . I |
of which takes on the values |1 and 0 \Vlt]‘lpl‘()hﬂbl]lty7; et § denete the set
of those n=N for whichi ¢, = L. (It is easy to see thal under these suppuositions

each of the 2% subsets of the set {I, 2, ..., N} has the same probability to he
chosen.) [n this case

N
(2.1) L= 3¢,
n=1
N a
[
2.2) - Zap) = 5 e
R0

and consequentiy

(2.3) Hpy = pe !/(a p)_—‘
i =10
are all randoinn variables. One obtains easily
p1
(2.4) Hpy = p- 5 2 py- 22

and thus, putting!

(2.3) Q=2 p (r=0,12 ...)
pEQ
we have
N N
(26) R(Q) = Z I_’(p} = 2 Z I‘A‘(.?(”_””_'_-Tn(Q)knsm?
p=R n=1m=1
where
(2.7) Aoty = 2 p
Pk
poifd

and thus Ag(—k&) = Ag(k) and especially
{2.8) Ay(0y = 1,(Q).
Let us determine first the expectation® of R(Q). As

1
— if n=m

i l 4

(2.9) FEfe,) = = and Fe,r,) = |
. |—; if =m

* Thus z,(Q) denotes the number of prums = (.
* The expectation of a random variable 5 will be dennted by ().
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we gbtain

(2.10) E(RQ) = — 2 z (Agln —nt)— ’In(Q))+_"1(Q)
=1 m-=1
Now clearly

2.1 E‘ E'[Ao(u—m)—nﬂ(QN >p Z[”V aJ l] N2].

n=1m=1 P=q u i

Let us suppose that Nzr mod p, where 0=r<p. Then we have

l"l

(2.12)

N—
”1 a - l] ]] IN+r(p—r)+p-"2r.
Thus it follows that

(2.13}) Z Z [Ag(it —m)— mo(Q) = 2N (Q} + O{Q*1,(Q))

n=1 m=

Q

and thus, taking into account that =,(Q) = +0( l and
log @ log? @
2 2
(2.14) @ =L so0f Y
2l0gQ log? ()
it follows
NQ- QN
(213) ER@Q) = VD 1 o(@i@)) + 0f L
8 t log= }
Thus the expectation of R(¢) is smaller b'y a factor of order I—Q as NQ2
log
Note that the expectation of R(Q) can be interpreted as its average over ail 2N

subsequences of the sequence {1, 2, ..., N}. Thus the average of R(Q) is of order
O(N?) even for Q= O (YN log N} whiie for its maximum according to (1.6) this
is known only for @ = O(¥ N). It is an open question whether the estimate

(2.16) R{Q) = O(N?)

holds for all sequences Sy if Q~¥ Np(N) for some function »(N) such that
(N}~ e for N~ o, Qur method is not capable of giving such a result; however
by evaluating the variance of the random variable R(Q) we can show by Ce-
bishev’s inequality that the estimate (2.16) is valid at least for most subsequen-
ces Sy

To evaluate the variance® of R(Q) note that though the random variables
are not independeut, they are pairwise uncorrelated and thus the variance

J'i f”

£ The variance of a random variable I will be denoted by D).
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of the sum on the right hand side of (2.6) is equal to the sum of the variances

of the single terms. As D?(r,2,,) = 6 if 7 m and D%(e?) = ]jé

J N N N
(2.17)  DARQ) = 16 ;’ b (Ao(n—m)~-‘fo(Q))2+E(ﬂx(Q)—fra(Q))”-

1m=1
Now clearly
N N
(218) 3 3 Ajn—m) = NH{ay(Q) + 7 (Q) — 7o Q) + 2NaHQ) + =3(Q)-
n=1 m=1

As further from (2.11) we have

g' g’ Agln—m) = N2rg(Q)— 2Nny(Q) + =,{Q)
n=1 m=1

it follows

(2.19) DAR(Q) = — N¥my(@— (@) +

+ 2 1@y + 2@y + D=, 3 gy Y om@),

In view of (2.14), it follows

(220 DAR(Q) =0 [% e :; f;‘

ie.

(2.21) D_(&Q)l =0 ‘L@ i_l_o '_I:} .
E(RQ) VN

It follows from Cebishev’s inequality that for 2= 1 with probability = 1 _EI;

R{Q) is contained in an interval
[E(R(Q) - 2D(R(Q)), E(R@)}+2D(R(Q)}.

N

(log Q)™= log Q.

Choosing for 7 the value 7=min it follows that for all but

2N .

m possible exceptions for all other sequences, i.e. for the large majority of all
NQ2 ] 2

sequences, R(Q} is of order ——Q— +0 e
8logQ llog?Q 1

Thus we have proved the foliowmq
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THEOREM 1. Lef us consider all 2> subsequences Sy, of the sequence {1,2, ...
’ N

., NY. We hiave for all these subsequences with the possible exception of —?; such

sequences

(2.22) RQ = N 10|22
3log @ Tog* Q:

where Q=N and

(2.23) A = INin [ S, N I
(log Q° %' logQ

Thus, if Q=¥ N log N, (2.22) holds except for ul mosf Qg q sequenices, white

—- bhY 4
for Q=¥ N ioqN 2.22) holds, excepd for af most w sequetces.

]

CoroLLary, If Q= FANIlog N (A=1) then R(Q) ~ el

except for at

2V logt N
most —————— sequences.

N
f.et us now consider the quantity

Max Max |/(a p)____
p=l) |0=sas=p-- 1 |J

[t is easy to show [using the central limit lheorcm and the fact that for
any given p the quantities Z{a, p) (a = 0,1, ..., p—1) are independent], that

(2.24) Pl Max |7, p)— VN log pQ) o[_'. !
|[)-‘a*‘p 1i )p Q ‘

J‘J\
and thus except for at most O I_E exceptional sequences we have

L VN log pQ
=~ 20

' Z(a_.p) _ 4 5

. 7
for alf ¢ and p O=a=p—1, p=Q).
On the other hand, using again the independence of the random variables

Zla, (e = 0,1, ..., p— 1) and the centrat limit theorem it follows that for
N _
all except for at most O HWJ sequences SN, one has, for all p such that

N
Clog Nuepa ———
Vog N

I*tpy = ﬁfll-— (v )]

if Cis a sufficiently large positive number,
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§ 3. The values of a random trigonometrical polynomial at well spaced points
In this § we shall consider the sum
(3.1) T(e, 8) = 2 i S(e,) *
r=1

where «,, #,, ..., zp are real numbers “well spaced” in the sense of Davenport
and Halberstam, satisfying

Owoy=ay=<...<op=<{ and
(3.2) oo —x,zd=0 forv=12 .., D~1
and S8(e) is the random frigonometric polynomial
B
3.3) Sy = 3 g, et
n—=1I

where ¢, ..., &y are independent random variables, each taking on the values
. ey 1
1 and O with probability re

We first evaluate the expectation of T(x, 8). We have clearly
(34) T(t‘t, 5) - Z Z‘ £ Em Z et —ntyx,

H=1 =1

and thus

_ I PN Nl N
(3.3) E(T(ss, S)) = —2— > ,\; + Z’ (N —Dcos 2xle,. ]+£—4£-}
v=11 2

Now it is well known that
. N N s5in? Nz,
3.6 — + N—=Dcos 2xfe, = — ———.
-5) 2 ;Z; { ) 2sin? e,

As a matter of fact the formula (3.6) is well known as a formula for Fejér's
kernel of the arithmetic means of Fourier series,
[t follows from (3.5) and (3.6) that

D TiEhY !
3.7 E(T(w, $)) = — Z SNz, (ND
y—=1 Sll’l2 :'!0!,, 4
Let us now consider the special case when o = (af, ..., «}}) is the set of

o . .
altnumbers — with (a,¢) = 1, i=a=¢q, | <=¢=Q=N, 1t is easy to se¢ that
q

. a
sin? Nx-—

38 3 3 —L -ow
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thus, deneting by ¢(g) the number of numbers a<gq relatively ptime to ¢, we
have

., N 8
(3.9) E(T(e ) = 5 3 9(0)+0(@Y-
As however ”~
Q 3Q
(3.10) > olg) +0(Q|0gQ)
g=1

it follows that

@3.11) E(T(a, 5)) = “Q SN (NG log Q) +0(@2).

It follows that for @ = o(N) there exists for each e>0 a sequence S, for which

32N (1 —c)
442 ’

(3.12) T(af Sn) =
Thus the estimate

q
(3.13) -

which according to the theorem of Davenport and Halberstam is valid for

Q=¥ N cannot be vaiid if Q is of larger order of magnitude than ¥ N. By evaluat-
ing the variance of T(«, §) one can prove even more, namely that T(af,Sy)~

L 3Q°N
:.52.
ticular one can prove that

(3.14) | > Z s( )l—o(wu)

4ﬂer

for ali except o(2V) sequences Sy, if —é = ofl) and o =0(l). In pai-
]

"?)—1

exceptional sequences

. _
which implies that except for at most O 2 lj‘\’,rg N,

a
q

23N

(3.15) > Z!( Bes

-
=IN et

Let us sunmmarize now our results: Theorem 1 shows that the estimate
(3.16) R(Q) = O(N?) .
cannot hold if Q is of larger order of magnitude than YN log N. It remains an

open question whether (3.16) holds it YN=Q=VN log N. However, (3.11)

shows that even if (3.16) is true for the range Y N=Q=VNlogN it cannot be
proved by the methods used up to now, as all these methods gave estimates
for R(Q) through estimating 7(«§, S).
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§ 4. Some open problems

Let §); denote a subsequence of the sequence {1, 2, ..., N} which contains
at least cN elements (O<c<1). Let Y{x, &) where 0= eal and 1f2=a<1 de-
note the number of those primes p=N=* for which at least pe residue classes
mod p do not contain any element of S... It fnllows already from Linnik’s

1 .
result (1.1) that YV {,{}_, s] is hounded. namely that

1 20;
(4.1) ‘l'{——,e w 2T
2 ce’
From (1.12) one obtains the slightly better estimate
] a+1
.2) Y '—.s] =TI
2 et
As regards Y(o, &) with 1/2.=e-< | we get from (1.11) the estintate
\21—1 -
+.3) Ve, e) = —— + X,
& &C

1t seems probable that (4.3) is far from being best possible; it is an open problent

. o, ]
whether ¥Y(w, &) is bounded for every e with - <a-=1, or not. Of course,

¥(1, ¢) is not bounded: as a matter of fact if S, is the sequence of numbers

N
= Ne ‘0 =< })) and Q=g —})— then for all primes p owith ; <=p-=N at
2 2 —z

least pe residue classes mod p do net confain any element of S... and thus

V(l, g} =

|1 —----——] *Ol

10;1 1 —¢ log> N

Anotiher related plohlem is the following: if O=<e=<1 let S, be a subse-
quence of the sequence {1, 2. ..., N} such that for every p with A, ~p=N=
where A,=0, D=g-=1 thure, are at least #p residue classes mod p which do
1ot contain any element of S... What is the maximum M. (e, z) of the number
of terms of such a sequence S,.? [t is easy to show that for each e with Q=g =1/2
Myle, D=[¥N]. As a matter of fact let S, denote the sequence of squares
= N. Clearly if & is a quadratic nen-residue mod p, then there is no element of
the sequence 12,27, ..., k%, ... which is congruent to & mod p; thus for each

P=1 i pes,

p the number of empty residue classes is at least
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ON AN INEQUALITY OF CEBYSEV

By
P. TURAN
Department of Algehra and Theory of Numbers, Eiitvas Lorand University, Budapest
fReceived February 14, 1967 )

1. The following classical inequality is due to P. L, CenvSev!.
For all pelynomials

(1.1) 1) = X et L
the inequality

[.2 max ., (x) =

( ) _|§x:111' H'( J’I 2”"
holds.

The wide applicabitity of this theorem, even in number theory? is welil-
known. Therefore I got interested in a conjecture of K. MAHLER® according
to which instead of (1.2) also the stronger inequality"

(1.3) max  x,(x}H = ,)l

lzx=4l

e\p flug 17, ) ch}

holds. Owing to the well-known integral formula

1 7 y 0 for |£] =
(1.4) - [ logje —sjdx =
=T % log |Z] for [z =1
the value of the integral on the right of (1.3) is
(1.5) - )
if all zeros of 7,(2) lie on the unit disk |z| = | resp.

1 Sur les questions de niinima qui se rattachent a la representation approximative de

fuuctmns Ocnvres 1., 295~ 301.
¢ See the papers E. Lanpau, Neuer Bewels eines Salzes von Herrn Valiron, falresber.

der Deutsch, Math. Ver.,29(1920), p. 239 and VEra T. 868 and P. TurAN, On some new theo-
rems in the theory of diophantine approximations, Acfa Math. Acad. Sci. Hung., 6 {1935),
241 — 257,

3 Oral communication. He stated it in a number of his lectures,

1 Exp x stands for &%, -
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(1.6) 2z 3 log |2
i=1
if the zeros of 7,(z) are such that

(1.7 lZl=lni=. . o=lni=1=1z 1= =2,
Hence (1.3) assumes the form?
(1.8) Jmax |zt (X} = - o 2!
~l=xz=+1 |~,1

and this is not weaker than (1.2) indeed. We shall prove (1.3) in this form.

2. We remark first that for all |z;|’s outside the unit disk we have for

|z] =1 .
|2 | =1
-2z
and hence .
(2.1) min = 1.

- I-_f-.‘.":“'_‘-‘1':|:l l—ij )
Secondly we remark that Cehy:".ev‘s original inequality (1.}) reads for ar-
bitrary polynomials
Tul2) = b4+ b, 24+ ...+ b,2"
(i.e. without noralisation} as

2.2 max g, (x), =
(2.2) —}éx_ﬂ'—llq—”()' P

Now for the proof of (1.8) we consider the auxiliary function

pdz) = T n(z)

Let us observe that this is a po]ynomial of n”‘ degree too and has the form

(2.3) w.(2) _l o (- zj)lz”

lizj1>1
Further owing to (2.1) we have on —~I=x=+1

[pa(x)] = [, (X)L
Hence applying (2.2) to p,{x) we get

max a0 = ma\ (X} = ]]U,ﬁz

—l=x=+1 =x=s +1 2 '{lf’“

indeed.

= Empty product on the right as usual means 1.



REMARKS ON A PAPER OF A. A. GONCAR AND SOME CONNECTED
PROBLEMS IN THE THEORY OF RATIONAL APPROXIMATION

By
J. SZABADOS
Department of Geametry of the Eitvis Lorand University, Budapest

{Received April 26, 1967 )

Let f(x) be a continuous function in a finite intervat 4, p,(x) and r,(x) its
best approximating polynomial and rational function of degree at most n, re-
spectively; '

En(f’ l) = l;]’d;\ if(x)_pn(x”! Rn(f’ 1) = ]]:’?‘} |f(.\')—1'n(.Y)].

If A4=[-1. +1] we use the shorter symbols K {f} and R,(f) instead of
E f; [— 1, +1])and R (f; [—1, +1]), respectively.

In his paper [1] A. A. Gonc¢ak gives among cthers lower and upper esti-
mations for R,(f} when j(x) is some special function, or it belongs to certain
classes of functions. In this paper we add some remarks and theoreins to this
topic.

1. Let

-l =f ==, =<5 = 41, A= 15,5 ] (E=01,....0=1),
(1.1 = omin (5., —F).
N=i=i—1
Asswme that the continuous function f(x) (defined in [—1, +1]) is infinitely
many times differentiable in every .1, and

n

def . ) ;
(1.2) a,= —SIEL XN =Qu' (=12 ...)
f

where Q=0 is a constant and »=1. GonEag proves that in this case

(1.3) Rul) <e " !-'“ - mm(%’ %)’

holds with a constant ¢=0 depending only on f(x).

2 ANNALES Sectio Muthemaltica, Tomus X[
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Now, using the previous notations, we prove the following more general
(but in the GoONCAR’s case a little weaker)

Tueeorem L. If
(1.4) a, = o{a")
or every a=1 then
(1.5) Rf) = Ole=™)
where m Is the greatest integer satisfying the inequality
(1.6) 200Hm*a,, = n.

REMARKS. As regards to E (f), generally there does not exist better esti-

mation than E,,(f):O[iJ. If the Goncar’s condition (1.2) holds then
n

(1.4) is valid and by (1.6) we have m -~

n o)L .
»+1, thug (1.3) gives
; .(] (13) g

(zong)ﬁ.l-J

which is hardly worse than the (GoncAr's result. An other example — whicht is
not yet the GoNCAR’s case — can be a,, = 798" when

Rulf) = O [exp| -

R(f) = O(exp [ —¢, exp (. Vlog m]).

Proor oF THEOREM 1. We may suppose lim a,, = 4+, because if g, = O(1)

=

(i.e. when f(x) is analytic in every .1;) was treated by P, TurAN in [2]. Divide

every 4; (i = 0,1, ...,t—1) into [3ea,,,,] equal part and denote by A (j =
=1 ..., 1[382am“}) the appearing intervals. Considering the Taylor-poiynom;al

of f(x) in AU we have by (1.2)

max | (x)]
xe g 2 J“Hl = g

(m+ 1) [3e%a,,.,]

(1.7) E(f, /-i}m)) =

(j=1, ...,13ea,, .,]).
Now we use the following theorem (see |3]): Lef f{x) be continuons in [—1, + 1]

s(m) - -
and max |f(x)|=M. Further lef [-1, +1]= { A7 (AnA=0 if i=])
i=1

1=yl

where the minimeal length of the fntervals _;if,-”” is = 0,. Then

(].8) n(i} = 0( ll'ld} Em{f ]jm)})

Laj=rg
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where m is the greatest infeger safisfving the inequality

’ 252
(1.9 s(nr) | 3ni + log? STMn s(m)& = n.
15 f= 5 '
In our case (by (I.1} and (1.7))
s{my = H3e?a,}, &, = 2 max E_({, jf,’"’) = g,

13e%,,)  1=isstm
Thus condition (1.9) gives for sufficiently large n's
3eta,, max (Yn?, 4 log® a,,) = 200tna,, = n

by (1.4). Consequently, (1.3) holds by (1.8), qu.e.d.
If we do not restrict the growth of g, then we get the following weaker result:

THEOREM 2. Assume that f(x) is confinuwons in [—1, + 1) and is infinitely
many times differentiable in cverv 1. Then

(1.10) lim iR () =0 ({=12...).

o=

Remark. 11 is worthwile to compare (1.10) with the order of I, (f) which

1
)

is generally not better than O

Proor or THEOREM 2. We use a theorem of G. FrReuD |3] which can be
formulated as follows: ff f(x) is comtinueus in [—1, 4 1] then

) J— :
- L) ' n

1. = ax . ’ ._l k 2 =21—1].

(11D) Ry = 0| max Enos y+te =™ | fuy = 2| ]

Being f{x) infinitely many times differentiable in every 2, we have
lin ! 111a;§_15,,(,)(_f, 45 : 0 (=12 ..

A -=an ==

and evidently

1, ——
) ez D
lim nfe * =

H =oo

Thus (1.11) impiies (F.10). Qu.e.d.

2. 1n cornection with the probiem of the lower and upper estimation 0f
R.(x]), GonEar investigates the lower estimation of R (f) in the following special
cases:

Let

0 (=12 ...).

A 19 it xe[-1,0)
fel) = ¢(x) i xe[0, +1]

2#
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wiere g(x) is one of the following five types:
19 g4(x) = x,
2 () = ¥ (a>0),
3 ga(x) = j (—mx)~ if OQ=x=1f,
| n2)=# if =y
45 gu(x) = exp [—(~Inx)] @<y,
59 ¢3(X) = exp (-x7%) (8=0).
He proves that
1° Ry(fr)=¢ @it
2 R(fy y=e el
3% R (1) = catt =7,

{',‘?}0),

4° R (1, )=exp ( — c,.n‘-:"'_‘).

. Coll |

¥ Rl exp | =0

log 1!
for =2, with absolute constants ¢, ¢,, ..., ¢y (see [1]).

I believe GoNEar investigates these special functions because they are the
simpiest types of such elementary functions for which the rational approxima-
tion iy essentially better than the polynomial one. But he does not give upper
bounds for these R, (f,)'s.* Our following theorem deals with this problem (for the
sake of comparison we give the order of E,(f,) in brackets).

Tuneorem 3. We harve

5 R(f,) Eﬁ”—g— (L2,4f,) = O(logmy #)),
4 Ry(fy) = expl=zn) (Ealfo) = Ofesp (—tlog )
D9 Ry(fy) = exp (- Em';*[:-;) WEf, ) =oth (=12 ...1)

with absolute positive constanis ¢,, ..., 0%

* Added in proof ( July 30, 1965): 1n a recent paper A, Ao GONCak gives stronger uppet
bounds than our Theorem 3, using different methods (On the degree of rational approxima-
tion of continuous functions with characteristic singularity (Russian), Math. Shorailk, 73(115)
(1967}, pp. 630-638).

v
#* W remark that in the case (< g -2 | the stronger resuwdt R, (fy ) = can A2 Nolds hesi-
des 3° (see Go Freun [3]).



REMARKS ON A PAPEER OF A. A, GONCAR 21

ProoF. 1° is a special case of the TurRAN’s theorem in {2].
22 was proved by G. FrReup and the author in [4].
3° Using the notation (1.1}, let

Aley =[S+, 50— €] (i =0, 0, =1 U-:s-:%}.

We shall use the following theorem (see dP): Suppose that for the continuous
_functfou Sy in [— 1, 4 1] /(%) (n=1, 2, ...) exists when x¢/; (i = 0, 1,
= 1). Moreover
B o Ly
f max max |f(x).
eimtol xE. EL1Re) [

(2.1) lim sup —== Cem '043«:%)

o= i &

with @ constan! ¢=0 depending ontv on f{x). Then

(2.2) RAfH =0 (m [j; exp (- ];;”-w )])

where o f, 1y is the module of cotinnity of f(x) in | —1, + 1] and

Ve2e? + dec — ce
- .

(2.3) g =

In our case let &=0, &="4,, [=3. It is easy to verify that

n—l G ) )
3 ay(Inx) :
(2.4) Fox) = |W' O=x=1; n=1,2,...)
where b I
== B, alh = s ey, afhy = (i—i+p)e®? + naY
(.!' = l, . l} an_l = ”[If:] ”.
Thus
max e = 290 | )
N=j=pn .1
hertce and by (2.4)
an - 1
max [/'(”)(ln - (”J’_[ﬁ]) -__,
emx Ly £'{—log £)f+!

i.e. (2.1) holds with ¢= ==, Thus by (2.3) g=F3 -1, and by (2.2) (being
e’ _
@(fe,, i) = (—Tog ="} 3° holds.
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1
4° let & =0, & = —, | = 3. Easy to sce that

e
Z a(" —lt}ﬁ ‘() E:) .
[f{nj(l)l —_‘ i-1 el xi (O<x=<1;n=1, 2 )
Ty x"(log x)n ] y '
where
k, =37, 0= <. bl =p a2 (=01, ..., k)
Thus
. 6p! - ol e 12¢)74!
max (/800! = -, nax f%%x) = - (12¢)
FSX S— eﬂ -:—-5x=‘1-,€ (—]00(1 —'S))n 8”
£

i.c. (2.1) lholds with ¢ = 12¢% and being w(f; , 1) = exp (—(—log AY), we
have the statement by {2.2).
5° Let & = 0, f = 2. Then

f(u} (x) dp—¥ 2 V an (ﬂ- l)‘__l_
f= Y ‘:MLH
where
a?=1, afl, =(= 1)@+ ma’, ait (=sai "V +(i6+ ma?
((=2, ... al™3" = sl
Thus max aﬁ’£(2a+2)”n! and
1=i=n
n
f ") ) & _
J i 170, -
s 2042 1o e"‘ &4 1yt
q, = —2=x51 = -V — max ﬂ(26 -'-2)‘n
n e Y2an 0=x=1 X0
= Qut+l,

Consequently, we may apply the above mentioned GoONCAR’s theorem with
v=4§+2, and we obtain (see (1.2) and (1.3)

1

)

Rﬂ(fw_r,)‘: CxXp ( — Calt®
3. Let f(x) be infinitely many times differentiable in [—1, + 1], and suppose

”k
max{fim(x)
lim sup ——=2=7 < »
K= ”".‘
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with a certain sequence of mteqels n<n,<.... Then we call f(x) quasianalytic
in —1, +1]. This definition is due to S. BERNSTEIN [9]. An important pro-
perty of the quasianalytic functions is that

3.1) f(X) =0 (—1=a=x=b=41) implies f(x) = 0 (—1=x=+1).

This property can be deduced aiso from the approximability of f(x). The problem
has been totally elaborated in connection with the polynomial approximation.
GoNCAR proved (see [5]) that

fl
3.2 Hm sup yp () <-
(3.2 int Sup YR (7) =
implies (3.1). He states in [1] (without proof) that (3.2) can be replaced by

lim inf ;IT(/%: 1.

H-vaa

| can not reconstruct his proof, but | prove the weaker

THEOREM 4. Lef f(x) be continuous in [— 1, + 1} and assume that there exists
a sequence of integers my<tiy<...,a O0=q=<1 and rational functions rp (x) of de-
oree af most n, (kK = 1,2, ...) such that

Mg

(3.3) ]/ max 'f(x)—r,,k(x)! =g (k=12 ...)

—1=x=4

wid the poles of the rp, (xY's do not accumulate to [— 1, +1]. Then (3.1) holds.

Proor. We shall foliow a similar way as in [7], p. 386. Denote by
LR, =, B} the closed cllipse-domain in the complex plane with focuses « and g,

B

and for which the sum of the half-axis is m;li R{R=1). By assumption, we can

find to every —I=a-<f=41 an R(e, £) =1 such that E(Rix, ), «, ) does
not contain poles of the ry, (x)’s. Let

F= inf R 4).

=)=z ]

By assumption, R>1. Evidently, E(R, z, ) does not contain poles of the
Pad)s, if —l=a<f=+1.
We have by (3.1) and (3.3)

!f‘;:;((x)l';'%q"ff (a=x=b; k=1,2, ...).
Applying Lemima 2 from [8]. we get

max  |r, () =
ZE Ffo, a, b}

g, R_qull ) (I':Q-:IQ)
R—p !
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Choosing

we obfain
max  ra2) = (fgyn (k=1.2... ).

20 E(, i, 1)

Thus
(3.4) Lim X)) =0 {(xg]a, b IN[—1. = 1]
where

1 l
i Q +— l: o + =
= Y —0
ﬂ‘ = .:I — .._g_ — ., hl == 14 _____E_ 9 —11
2 2 2\ 2

By (3.3) {J{x)| = |rn (x)] + ¢, hence and by (3.4)
Sy =0 (x€la.bN[=1, +1])

If fa, 6,121 - 1, 1] then our theorem is proved. If at least one of a; and b,
is in the interior of [— 1, + 1] then we may establish that the interval in which
f(x} = 0. lengthened with

(7%
(3.5} b—a — 2 =0

at least., Repeating the above procedure with |a,, b} instead of [a, #] cte., we
get a sequence of intervals

la. bl fay, & ]C ...

in which f(xy = 0. Because every interval lengthens with (3.3) at least, after
finitely many steps we reach [— I, + 1], qu.e.d.

4. Finally, we seek upper estimation for R, (f} if f{x) is continnous and
piecewise quasianalytic in [— 1, +I]. This problem was raised by P. Turin {2].

Let my=n,~ ... be a sequence of integers for which (see (1.2}
4.1 (g, =@+ = (k=12 .
holds. We intay asswine
(4.2) fim P

fivea ”;\

because in the contrary case f(x) is piecewise analytic (see e.g. [T], p. 163). We
adapt a continuous, strictly increasing funetion p(x) in the interval [, + =)
to the sequence {n.} such that

(4.3) lim P& _

X ria X
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as follows. Let p(n) = n, (k= 1,2, ...}, and let p(x) be linear in every inter-
val [ng, i ) (k= 1,2, ...). Then (4.3) holds because of (4.2).

Conversely, if p{x) is an arbitrary continuous, strictly increasing function
in jl, + =) with the property (4.3) then we may define a sequence of integers
i<, .. hy:

n, sufficiently large, n, | = {p(ny)] * =12 ..))

L

for which (4.2) holds.
Let g(x) be the inverse function of p(x). Then evidently

(4.4) M @(x) = =, 1, =q(n, ) (=12 ..

Krea

THEOREM 3. If (4.1) holds and

(4.3) i 2280
koo Hy
then
(4.6) 1@4f):=0(a“(5>+w~wV7)

where ¢ =0 and ¢,= Y depends only o a amd 1.

ReEmarks. [t is worthwile to compare (4.6) with the order of E,(f), which

1)
is generally not better than O —-J Condition (4.3) is nut necessary for (4.6}

heing hold, but if (4.3) is false then (4.6) becomes a weaker estimation than
(1.10) (wh_ich evidently holds in our case). (4.5} and {4.6) implies (1.10), namely,

if nt = q[-—f-r-}, o= ¢, p(m) then
&

( ) lo;, p(mj _plokes i
@ ) L0 nee (=12 ..

Two examples: 1. If n, = [el"?‘F] then (4.5) holds, p(x) = ef*, g(x)=
= (log x)* and (4.6) gives R (f) = O(n-1og7).
2. 1f 1., = it then R(f) = Oe- V7).

Proor or THEOREM 5. Let

_’. ' -t
==l —"—— (j=1, ..., 2{ae’| +1).
! [ae?]+1
Join the point-systems {£;} (see (1.1D) and {n}. We obtain a subdivision of
[—1, +1] into intervals 4, A, ..., A, (r=2[ae?]+14- 1), each of them is of

length not greater than —l-—
ae?
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Now let nk{n—‘nh Considering the Taylor-polynomial of f(x) of degree
at most n,—1 in every /,, we have by (4.1) and (4.4)

max | femw(x)
- |f ( E I a"ﬁ'h‘.“f:

n(f —]) En,-—](f = X€ds . ~ = —
! (e} m) (ae2)™.

— p-fp = M) = p-aln) (11> n,).
Using the above mentioned Freun’s theorem (see (1.11)) we have

(C & (g) ,g,_e—c:'l“ﬁ-)

o)

R(fy =0 (Il'ld)x Enanlf, A )_rfle 2

where f, |—” —] and ¢,, €,=0 depend only on 1, qu.e.d.
A(2[ae?)+t4 1)
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3AMEYAHHUS 0 NOPANKE CXOQUMOCTH JIATPAH)KEBA
WHTEPIT0JIMPOBAHUA

0. Kyl {0. KIS}
Kateapa veoMerpin yvansepcrrera s, Ji. Jiseiia, Byparer
fTocmyniae 9. G. 1967 )

§1. Comepxanue cTaTeH

Qfo3Haunm Yepes w(f) MOy AL UENPEPLIBHOCTI HEKOTOPOH HelpepLIBHOI Ha
orpeske [—1, + 1] dyHxuny, a yepesd C{w) MioiKecTBO oNpeeNeHblX Ha 0TPE3Ke
[—~1, +1] dynxunit f(x), MOAYIL HCMPEPLIBHOCTH KOTOPHLIX He MPEBOCXOAMT
¢,0(f}, TRE NMONOKUTENbIIOE UUCTO & (M JaNee Cy, Ly, ..., C19) 3ABHCHT JUIIL OT
dyirna f(x). Odosnauns vepea L, (f, X} UNTepHoAALMOHHBIT nHorounel Jlar-
panyKa i — 1-oif cTemenn (pyHruwK f{x), coBnapawuinit ¢ Heit B vanax Mefbiuera

2k—1

A

(1.1 X, = CO$=

T k=1,2,...,m.
2n ( )

B §2—8§4 Mbl QOoK@sCeM, UTO HMERT MeCTO CIeily 10WAast

TEOPEMA 1. Ecau f(x) € C(w), nn

- ,"1_ 2 no i
o }—}— lan+ > — w(——'
_ mn -t § In?

(1.2) ) -La(f, Dl =6

(—f=x==+1; n=234 ...

Tax kax 31ech

5 tefil=el}

i1 | n?

7o 1]
D= E 6o I— n m,
i=1 1 N

TO M3 TedpPeMbl 1 cilelyeT X0pOoL0 M3BLLTIIOE HEPABEICTBO

(1.3) .If(x)—Ln(f,x)|éc_,m[%’[nn (-1=x=1,n=2234...).




2K 0. KHLU

CIIENICTBHME. Eran

(L4) ;‘i_w{!;l = 1 (n=1%23...)
i=1 1 n= n
o
] Kl |
(15) )~ Lo(f, %)) = ;B[ { I n—-o)' ”
il

(—l=x=4+1; n= 2. 3,4, .00
3AMBEYVARHMHE 1. B
(1.6) o(fy = b (O<===1),

m. e. yurgun f(x) yoosaemeopaent yenetin sJunuume, mo vetosine (EA4) aotioai-
aremes. {Tak KaK

fl ; % "
—]— i! S -l ! csi =5
o1 f e n = nl* 1

DTo CIeACTBHE H 3aMeYaline MOKAZLIBAIOT, UTO, ¢CH MOLYIlL HelpepsBHO-
CTH L, XOpeIHii”, To TeopeMa | sinAAeTcs vesaennem Hepasenerna (1.3).

SAMEYAHHUE 2, fTyciis

—1—, ecan Jeh=-,
in— ¢
w{ll} = h
1
1, eca fr=—.
€

Toeou

@ i] 1 -
ﬂ—_m{—)?—fcsw‘—]lnn =345 ...).
i1 1 In? ")

(Tax kax

i 1 1 Eq
:_zm’— e in="2p
i 2Inn 2

g_w

o n?

;J In n.,

Taxum obpasom b cnyuae ,,MTOXHX” MOIYNel HeNPEPBIBHOCTH HEPAREHCTBO
(1.2) ue nyuwe, vem (1.3).
B §5 Mp noKa)KeM, UTO HMEeT MECTo

TEOPEMA 2. Ecan®

wfh)

{im = oo,
=40 h

® DTe YCA0BNE He BHACIHACTOH Ninb B chavuae Clw) = Lip 1, 1. e korja w(fi) = fi.



O NOPAAKE CXOQHMOCTH AAFPAHMKEBA MHTEPHOJIMPOBAHMSA

mio 8 C(w) cywecingyem maxas fyaryies f(x), ume 643 beckonessoll socae0peae. -
HOCHTH HAMY pAABHDBIX e i

L(f; 0)—f(0)

lf

1
1o [—} Inn.
1

Taxnu odpadom nepasercrso (1.3} Heb3st 3aMEHUTL HA IEPABEHCTRO

SRR :
L(fs X)—f)] = olw(—-l mu| (—l=xs+1n=234, )
n ]
B §6 mbl joraxkes, 4To HMECT MeCTo
TEOPEMA 3. Ecan®
Lim —"i@)l_ = co,
T
h

mo 8 Clo) cywecsyent manaf yaryua f(x), wiw 048 DeckoHEUHOT NOEIeONEaNE6-
HOCHI HAN PAAGHBIX Wice.T 1

L D= f)] = e l[v.:l;l

o el
Fagnz ofpazoy B wepagerctoe (1.3) uien Olml—l‘ HeSIb3S 3A3enTh
'R

il

SAMEYAHUE 3. Eear yaas Yedwititesa (1.1) saseruins Ha ya.iot

k—1 .
X, = COS b (k=12 ...,m
i1
1Lt
2k—1
X, = COS——— 7 (k=12 ...,m.
2n—1
WAt
2k—2 ;
Xy = Cos - T (k=12 ..., m,
2n—-1

1 MORCHO LA PEIYABINAMGL, GHACUTHBIE 1 PEOSIOYLIAL 5

Bonpoc o TOM MOMKHO MM vavultuTe oueHky (1.3), mocrapua I'. ®dPAHI
(G. FREUD). Emy sKe mpusiajesrr uies NPUBEACHHOTO B §4 1oKa3ATEALCTRA
Teopembl 1. §1 Gaarozapen eny 3a BHMaiue K moeit pabore.

*3ro yOI0BHE BBHIKIHSIETCS, Hadlpiivep, B cavuae (1.8) npi e = 1,
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§2. BenomoraTenbHbie NpeJIOyKeHHA
Hyers

(2.1) j—_—l-n
n

t.i_fi.-: (G=1,2,...,m), x=cost
1
JIEMMA ],

€, ecau K=},

([0 + 2ol

12
‘[5(0‘151m1+13m(1:]]c1, veau j=k=j+i=n
R n- va 1 sk=j—i<j.

(22) )~ S| =

TIOKASATEJIbCTBO, [yeTh

2k—1
2.3 f. =
(2.3) ! o

BocnonbaopaBumyck hopmynoil Taitnopa ¢ ocraToubeim ynedom Jlarpamixa, no-
avuaem:

x (k=1,2 ..., 0.

X~ X = cosf—cosl = (f—f)sin t——;— (f,—DHcos s,

rIe TOUKA § pacnonoyeHa Meway § u i, [Mooromy

(2.4) [%,— x| = |f—1] sin t+-—(f,\—t)2
Beuay (2.1) u (2.3)
(2.5) f—t= < 2,
2n n
CnenoBaTenbHo

2 9
Jx—x] = —sint+—
4] n®

Il HepaBeHCTBE (2.2) cApaBeL1MBO NMpK Kk = J.
" Ecnu

J=mnm i=412 ..., 0 k=jf4+i,

To BBUAY (2.1) 1 (2.3)
temt] = {ymt | 4 1t = 2y T 2 3 D
n  2n 2n i
OTciofa u U3 (2.4) noavuaex: ,
ai 13t
IX, x| < — sin I+__
f e

Il CHeloBaTeNbHO HEPABEHCTBY (2. Z) CNPaBefnnBo NPH K = j+i. AHANOFUYHBIM
ofpasom paceMaTpuBaeTes cnvual kK = j—i.
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JNEMMA 2. Tyeme umcem secmo (2.1). Toeda

@8 1)~ fs )1 = [o [0 1200 [ e o jek = pei<n
_ n
2.7y [fex)—fx DI 4[4(,0 ls—m—f —ki()(u[ ” o, ecan 1=k =f~i=<].

JAOKABATENLCTBO. Tlyers f < &k = j+i < n. OueBuano

2k—1 2k+1 W, R . Kkt x| km
Xy~ Xgyy ¥ LOS - —— T — LOS 7= 28§ — §itt — = — §j1 —.
2n 2n 2n n n n

o Teopesie 0 cpeanem Jlarpanzka

ke
Sith— = §in {4 -——f Cos §,
1

ka .
e TOUKA § PACNOJOMKEH MeyKAY {1l ~~, 3ieck BBUAY (2.1)

n
ke i+1 2
——f= — = —
1 n "
fToaromy
2ia® 4 20:‘
Xp—Xgyg < — Sin f+— =~ 81 f 4
n n* n nt’

Orcofa cheavet (2.6). Ananornynpim 06pazom pokaswBaerces (2.7).
O0o3anauny yepes 1,(x) pyuaamenTa bHble MHOTOUMeNE Jlarpaniera HnTep-
DOAMPOBAHNA 110 vaiam Yebuluera,
JIEMMA 3. [vene swnoargenica (2.1). Tozou
l 2, eccan Kk =j,

(2.8) [0l = \ —."’ ecall j=k = j+iE=n wu 15k = j—i=].
i

JOKABATENLCTBO, WMaBecThg, yTo

cos i sin ¢ . cosnt b=t fo+1)
2.9 Ly=(— 1y 22 nlm.__(,:t ol el
&2 S )n(cow—cow) (=1 2n 5 2 oe 2
3nech
ictg it .‘ = ! ; |ctg L! -
. 2 f

.1 l
sin — o1 ' ©osin 5 (f.+1)



32 O HHL

Tak wan

. .+ H { H
(2.10) sin st sin-£ cos --—+C(l‘~ ksin - =
2 2 2 2 2
Lk f b, . | N I .
= SI— CO8 — — CO§ = Sin = &I - {{.—11,
: 2 2 2 2 C
0
i jcos nt,
[ (x)] = "
i osin— H—1f
‘)
Ecin bk = J, 1o
, ' i— L2 ]
[cos ] = cos it — cos nif| = sin n Lsin—-L. = 2y sin - =1
. 2 2 '_3

HonoaToMyY BhineiseTes (2.8). Ecan j = & = j+." E o, T

, t.—f . 2i—1 20— | i
(2.41) sin "() = sin 7

iv
i

2 dn T i

1 TH3TOMY CHOBA BRIIOANAeTes (2.8). ANajoTnunbiM 00Pasom PAceMaTpIBaeT s
civiaii | =k = j—i = .

JEMMA 4. vems raeem ymecine (2,1), Foadu

7

(2.12) Vi) + (O = =, ecan [k =j +i=n,
P

(2.13) )+ 1 () = " coatt Nk = j—i].

JOKASATENRCTRO, [yers j < & = J+F = 1. Bsnay (2.9)

0s i fooy—t —l i H b+t
L0+ () = (= 12 et BETE et Ko et A 3,+ - ctg= |
21 2 2 2 2
[Moatony
{ rj' T t J
)41, (X)) = —[ ctg BTl gt |+ ctg ! L —ctg '
fIpsmmsast 5o snuxanse (2.11), noiyvuaen:
. a b 4
§in -~ = , ;
cte f— et foey—t _ 2n = o Zan _in
2 2 fo—t . fo,—t [ LI
sin Sin S

2 2 21
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Beuay (2.10) ananoruunoe 118paBelcTRo BLINOIHSETCH W A

tk+t

ctg —ctg t"‘Lq-H

Caeposareanto (2.12) aelicTBUTENbIO HMeeT MECTO. ANATOTHYHBIM 0Gpa3oM q0-
KaseiBaerest (2.13)

§3. IMepBoe A0KazaTeALCTBO Teopembl 1

OueB1o
@3.1) Loth =10 = 3 L) — F0l.
k=1

OueHum cnavana j-rolif wied aroif eymmbl. C noMowsto tewmsn 3 1 1 noay-
yae:

14691 1)~ 5= 4o el

Ecank = j4+6i=1,3,3, ...; 1 = in—J, 70 cyMma k-oro B k+ 1-oro uaesna
BuipayeHHA (3.1) OLlHHBAETCS ¢ NOMOUIBLIY TOMKAELCTBA

(3.2) 100 (o) = fO + b (XY LG )= f(0) =
= [+ 1 () L) = FOOTH Lo 100 Ff G0 ) — S -

HUenoaeava demMbl [ —4, BHANM, 4To A0COJI0THANA BeTUUMHA 3TOFO Bbld-
WEHHA He OPeROCX0OANT

7c1

I

5es [ + 130 | L

- ) +200) ]
2 2

L

fsint) i* ” ucl[ smi

(1

| ——

43.:, 'sim‘) l3l¢:1
i b Ir:-
AHANOrHYHBIM 0GPA30M OLEHHBALTCS CYMMA K-0r'0 0 K — |-0re unena, ecian
=j~i;i=13175, cesd = j—1.
Ecnu miscno { = 11— j HeveTHo, To nocaeanuii yien cymmsi (3.1) olleHHRaeTCH
TaKKe, KaK M j-Thiit:

isin{ smt

H, (0] - 1 (x) f(r)'*ﬂ’—_"_' f——, 13«;

= 10¢ 10) ]-%—2661&) ( : ]
i

AHAJ0THYHLIN 00pa30M OLeHUBAETCA epBLlit YiieH cymMbl (3.1}, ecu yuco
i = j—1 HedeTHO.
Pesomupya cKazaHioe ¥ NPUHUMASA BO BHUMAHHE, YTO

n
Z“I‘é tnn (n=234,...),
i

i=1

3 ANNALES Sectio Mathematica, Tomus X1,



34 Q. KK

nonyyaem npu 21 = 2 HePABEHCTRO
i
L5010 = e[S it 3 ol ]
i n*
yTo ¥ TpeboBanoch AOKAa3aTh. o
§4. Bropoe 0Ka3aTelbCTBO TeOpeMbI |

[TpuBejes ele OAHO, MeHee NIEMEHTAPHOE, ROKA3ATENLCTBC TEOpeMbl |

Ecan p(x) noGolt MHOTGYeH 11— |-0if CTeneHnu, To OUeBHIHO

olh X)= () = pa(x)—f)+ 3 L fC)~ palxe)]-
. k=1
B uutupoBaHHoil B Kouue padornt ¢tatbe C. A. TENAKOBCKUH aokazan, uro

MHOTO04Med p.(x) MOXHO BHIGPATE Tar, YTO0Ll BLITONHANOCHL HEPAREHCTBO
n=23,4,...)

169= )] = o [HE| (~1=xz 4
V1—x2
it

n

+ 3w

k=1

Ho:-)"ro \ss
l Fi—x2
o | —

@) L D) —f0 = o

1) | =

|

o o

-

=< n F—y
= cm{m V——-x_ [1 + ¥ iiﬁ.(x)|]+ > [w[‘f_ﬂﬂ -

. nodL k0 Iy < bl n
Useectho, uto
{4.2) > = g Ina (—1=x=+4+1; n1=2,34,...)

k,.
OcTaerTcs OHEHUTL CYMMY
]/1 —x2 V1—x2
* ().
fxpl<txd L

OueBuIHO
. l/l—xk-smtk, }/l—xz—smf

Ecm{ ka] < |x{, T0 sin rﬁ > sin { ¥ Mo3ToMy
' sint 5int, —sint ’

1

=

I

Tax kak
sit #,--sin f = 2 cos I;{_—i-j sin I—kz;t,

TO
|sin f,—sint] = 2 9111—21— |t = |f—1l
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B §2 mbl Buaem, uTo0
0
=, ecan k=j
| n
ho—f] =1,
the—t] =1 5, o -
—, e k=40 nam k= j—1.
.
[Tosromy

0 41 .

) ) 2 [—] ecaun ko= j,
’suuk-—smt’ 3y n?
M) —————— ] = .
1 R .

lam —|, ecan k= j.

i

-l

Ipuuiman Bo BHIIMAHNE AeMMy 3, Dojivyaen:

{4.3) >

g <k

1= F1I=x2)., . .. B 0 W
- ), £ 4o [—=|+20 5> — w|—
cu[ , ‘ r){ {x), m ng) ,_é . wln2

I '

Pesionupys (4.1)— (4.3),_noavuaest nepasenctio (1.2).

§5. JlokazaTenncTBO Teopemsl 2

livere @ o= B, rie o narypaisuoe MACAo. OnrpefleAUM GyHIIUH g,{X)
CenvIOmHM 00pasoM:

5.1} G (X) =0, ecam x = X, 1N X 2 Xopy oyl

(5.2) g () = Oy ecan ¢ = 2m b3, 2m3, ., dm =3

{3.3) g.(x) = 1, com i =2m+-2, 2m+4, ..., 4m—2;

(5.4) g,(x) umelina, ecnry, = X = X i = 2mL ), 2m42, .. ., Am—2.

INpursenem HexKoTopble CROHCTRA yukumil g,(x), KoTopsie nMovagoGaTea HaM
B JaNbHelniem,

Queruano
(5'3) [.gn('\‘)l 'i-: l'
Tax Kar
Siui-- 3 A T
Xigp—q = CO8 ——— 7 3 CO§ — T = €08 — = 0,
2n it 2

To u3 (5.1} noavuaem:
.ffn(“) = 0,
I TAK KAK

) il 2m g 1
Nopp 1 = 008 ——— 7 = COS— T 7= (OF — = —,
- 2n 1" 4 )

3#
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Te 43 (3.1) monvuaem:

(.7) (1) = 0.
Ecnu 2m+1 =i =4m-2, 10

2i—1 2+ 1 x . 2—1
X;—X;1q = COS T~ C08 T =S -—7 =
2n 2n n 2n
7 . 4m+1 T . a a 2
= — S T~ 5 — = = —
n 2n n 4 Y2 n
[Mosromy w Beuay (3.1} —(54) apu ft = 0
1h
(5:8) X+ -, ()] = 2.
Benay (5.1)—{5.3) 1 (2.9)
2m—1 1 2m-1 qindg,,
Ln(gm 0) = Z 1‘2:(0) = — =L,
i=m+1 1 i=m+1 cos tZ!
3neck
sttt fy; = 5iN by, = §in i+ 3 T o= sin— = _L
2n 4 2
H
CoS ty; = C08 di—l g sin A+ ] as 4]
2n 2n 2n
ITosromy
Vz 2m—1 1
5.9 Lgn 0)y=— | ———— =, lnn
G2 0= 2 Sa T
Henosaeavsa (1.3), (5.6) 1 (5.8), moayuaem:
(5.10) \Llg,. 0)] = ci;”\—lln N (N =234..)

a8 HCNONLE3YHR TOMIELTRO
N

(5'1 1) LN(gm x) = Z gn('\_f)"'f(x)
i=1

N Hepanencrea (4.2) u (5.3), noavyaem:

(5.12) ILa(g O} = 3 In N (N =2,.3,4, ...).
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UHPEAEHHM BO3ACTAOINYIC NMOCAeN0BATEIbHOCTL HATYPANbHBIX UHCeNd Mm;
THK,HTOGH A0A e i = 8”“ BBRIMOJAHAMHCHL HEPABEHCTBA

(.13) ol gc“,m[ P k=2,
iy -y
| k-1 1
(5.14) 1,0 (—J = e n!-w’—--) (k= 2),
-nk i=1 ﬂ;
rie
|
(5.15) 6, =1—= =1
D+ Cyy
3¢5
"
3e
5.16 £y5 = =2
( ) 16 2(,'11
IT0 BO3MOKHO, TAK KAk
limw{ft) = 0
fi= 10
UMbl IPETIOTORIIN, HTO
lim w(h) = oo,
n=+0 f
3amerny, yto BBUIY (5.13) 1 (5.15)
(5.17) }Eml-l—\ < ! w(i] (k=1).
i=k 1 —¢5 - Imy,
Ifvets
- = 1
(5.18) f=>o ;Jg,.,.(x).
=1 i

Paa cnpaea cxoautea B cuay (5.17) u (5.5).
Hcnonwsys (5.6), nonvuaem:

(5.19) f(0) = 0.
Jokarkem, ure f(x} € C(e). OyeBupno
i

(.20) |FGe+ ) — fO0)] = i wl Jfgn,.(x+h)—-gn,(x)|.

!
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Ofo3raunm uepes j HAHMEHBLWUA MHARKE, s Kotoporo 1A = 1. Beuay (5.8).
(8.5), (5.14) v 5.(17) nonyvaaen:

fit 1 : 1
fx+h)—-f(x) = d > ’— +2 3o '—, =
2 i—1 ; iej fi;
f1 2 1
:‘—E—‘I-ﬁ-—» n}-_lwl ‘T (] ——]
3 C1a n; o V=g iy
Tak Kar
] '}
m[ l l = m e ¥ e m{ft)
n; hng frng
H
1
(U[— = o).
ﬂf
TO
: ; | 2
fx+)—fx); 2 {1 +— - T —| wlft) = ¢zeih).
Cig &3
4TH Mbl M XOTeN A0Ka3aTh,
[Mowaskem Temnepp, uTH
(5.21) Ln (£, 0) = eygew |- ’m ne  (h=1,%3, ..
rae B
]
(5.22) €19 = 3 Crye

Brrgy (5.19) mb Tem cambiy 3aBepuInm 10KA3ATEILETEO TeopeMbl 2,
N3 (5.18) monyyaem:

(5.23) JI;‘ (f U) 2 o ‘”k(g"i * 0)

Bsuny (5.9)

(5.24) ® [_

L (gn,., O) = c“ml— Inn,.

Cnegcrerem HepasedcrBa (5.10), (5.14) n (3.16) apasercs opmyiaa

k-1 ( k-1
(5.25) Z [£3] l—l—‘ ; ILHJ"(g”f 3 0)! = & E‘”i >’- J'Iffl) (i’ =
i= n; ) 2 . i1 \ 1,

1A

& Inn, e ’ ]
ny, )Cls

— f—- nn,. :aclqm’ ’ln.mTf
2 M G
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HawoHen, 8 cuny (5.12), (5.17) u (5.13)

o0 o

i 1 1
(5.26) > w"'—) |Lgn, (gn;, O)j=ciglnn, > cu[;j =
T 7

i=k+l i=k+1

—lcm[lilnn
"3 14 . K

f-_?cm]nnk[ : ;llm(i
S L
Pezonnpys (5.22)—(3.26), noayuaen (5.21).

§6. [l0Ka3aTeNLETBO TEOPEMBI 3

JoKa3aTenLCTBO TeopeMsl 3 MOX05Ke Ha J0KA3aTeNbCTRO TeopeMhl 2,

Brigy (5.1)—(5.3) u (2.9)

gm—1 | 2Zm-—1 sin t.: ] 2m-1
Lfge D) = f(l) = —— e M e
(® ) r'_-%-’!-l 2] n f:§+1 I -—cosi,; R oi-ms1

3iech

1 1 n->5
ctg — Iy = ctg— £, =ctg——m = L,
g2 2 g2 am—z g in

Moatomy opu m = 2

P
ctg —fy;.
2 clg 5 2 |

' 1 I 1
6.1 Lig, NE=——m—1)=—— =—~ .
(6.1) w8 1) : ( ) - T
Hemosnnays (1.3}, (5.7) 4 (5.8), nuavuaei:

- L Gnlu N _
(6.2) |Lnlgn DI = 250 (N =234, ..),
a Menoubays (5.11), (4.2) n (5.3), noayuvaex:
(6.3) |Lp(gm DI = caIn N (N = 2,3,4,...).

A

Oﬂ])fﬂl,e.m'{a\l Bo3pacTraloiny1o nocAe10BaTCALHOCTL HATYPaNbHLIX YHlen m; =

= 2 Tax, yToOBl ARS Bucen n, = 8m,; BLIMOAHSINC, HepaBeHCTRA

1
) “IT
6.4 ] = it = 1)
(6.4 o [n,-ﬂ | = G m
H . 1
. Coq1 - o
(6'5.} : C wi__} = (g 2 N ""’ (k = 2),
Inn, n. i1 i
ric
' 1
(6.6) b= 1o —
1
I+
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(6.7) tyg = 24¢,,
4T BO3MOXKING, TAK KAK
lim ey = 1
A=+0
W MBl [ PEANONOHUIY, YTO

w(f)

hm --—-—l~ = oe
=40
hin —
i}

Crosa onpefeaum (pyurIEio f{x) dopyayiod (3.18). Tax kax yeaosusa (6.4)
u (6.5) bonee wecTkue, yem veaosua (5.13) u {5.14), To cuoBa f(x) €C{w). Benay
(5.7) f(1) = 0. MNoatomy Teopema 3 Ov¥leT loiasana, ecid Mbl MOKaMeM, uTo

(6.8) Lol 1) = ——[— o ! h=12,3, ...}
48 1my,
A 3Torn RGCNOAB3YeMEs (Popmyioi
; 7 1
(6.9) Lof, )= > (,;l;!—)l.,l,,;(gn,-, 1).
i=1 LPRY
Beuay (6.1)
i o
(6.10) Lu,_,(gnk. 1} = —1—6-
Yz (6.2), (6.5) u (6.7) noavyaen:
k-1 1 . k-1
(6.11) > “’(—l‘j!f#n,‘(gn;, )= __L,:IIHI S ' 1 lg‘
i-1 n; ' 2”.& i=1 it
— w
9'319 l ) ;.-

Haxoner, B cuay (6.3), (6.4) n (6.6)

(6.12) Z m' r)'Ln: (gn,» 1} = cyylnu, 2’ 1 ‘%}é cn‘

i=k+1 i=k+1

C ol
l‘cls‘_ lJ ¢ 'E;]_

48 ‘H;‘]
Pesomupya (6.9)—(6.12), nosyuaen (6.8).

Jintepatypa

C. A, TEJAKOBCHWA, Jlse Tecpembi ¢ NpHOIHKenIns GYRHKOHI anmredpailveckida MeOra-
ynenam, Mamesmamesteccadi céopsini, 70 {1966), 252 — 265,



3AMEUYAHHKS 0 MTOPAAKE INOrPEIUHOCTH
TPUTOHOMETPHYECKOI0 MHTEPIIOJIMPOBAHUA

0. KILL (0. KI8)

Kabeapa reosierpru yvausepentera . JE Jrescmia, Byameimy
{HDocmynuan 2. 8. 1967 )

Oboaiaunsm vepes m(f) MOAY.TL HENPePLRHOCTH HeKoTOPeil (MikclpoBaHtci
2z-nmeprognuecikoiil HenpepbiBHoil GYHKUIN, a yepe3 C(m) MHOKECTBO 2a-AepHO-
JAHYECKHN HETPepBILIX yHKUHI f{X), VAORIeTROPSIINNY OpH £ = () YCA0BIID

wf f, iy = (M),

rite @(f, k) — MoAYIL HenpepbiBHOCTH GYHKLMN f(X), a ¢) (1 panec ¢y, ..., C) T10-
TOKMATeNbHOE YHCITO, 3aBUCALLEE NHUL oT f(X). [lyeTh

1feOl| = max [f(x)].

Ofosnaunm vepes xp , (K — 0,1, ..., 20, nn = 0, 1,2, ...} varu Tpureno-
METPHYLCKOrD HUTEPIOAKPOBANNS, YA0BAETBOPAIOILNE HEPABHECTBAM

02X, p=<Xyp= onr < Xy < 21 (n=20,1,2 ...

uepes i, — COOTBeTCTEYIomMMe irm uncna Jlebera um uepes L (f, X) — C0OTBeT-
CTBYIILIME DTHM Y3RAM I GYHELMY f(X) TPUTOHOMETPHYLCKHE MHTEPICIRUHON-
Hple MHorowredsl. [TyCTs, HAKOIIRL,

xznil.u = xl],n+2'1 (”ZOv ]: 2: --‘):
dy = min (X, =X ,) (=012 ...).
f=fk=un

Leap nacrosiweli padoTn — A0KA3dTb CARAYHOUHI Pe3yibTaT:

TEOPEMA, Ecaui

(1) lim L —0
h=+10 m(h)

ma cytgectngyent maxes @yuxuna f(x) € Clw), dmo

@) Lol )= FOON| = colday (1 = thy 1oy 1y ),

ze n; — goapaciiqiolyan NOCAEODEAINEALHOTHTE Hany paAsHbBIX YHteA.
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TTpexcae ueM NPHCTYANTL K 10Ka3aTeNbCTBY TEOPeMbl, CilgiiaeM IIeeKOIbi0
3aMeyaHui.

i. B paGore {I] Obl10 AoKa3aHo, uTo

1
dy=— (=123 ...}
i,

MosTomy 8 (2) &(d,) MOIKHO 3AMEHNHTH A @ (

’ ‘ VA,
2, Ilvetis '
=% =123 ..
1
Tar Kak
ml-— :mli C:’J = l—1+ 1,(0[—3
i tg N ' 1
TO _ .
1
ofd,) = —3, = ml-l—‘
1 nl
l +—
£3

. il
H Mo3tToMy B (2) ceofd,) MOAHO 3aMeHITL Ha (‘_@1——]. MarecTho, uT0  eCi
n
f(x) € Clw), T0 .
3) Lol f. X) = ] = cs0

i];.,, (1 =1,2,3 ...
n

Tainm 00pasos U3 Hallell TeoPEMbl CHEAYET, YTO MOPALOK ITOCO HCPaBeHCTBY,
BOOOLLE TOBORA, HE MOYKET ObTh YAVIHIILI. '

3. B apyroif padoTe MBI IOKAXKEM, UTO V3IIbL Xy ,, MOKHO BHIOPATL TAK, HTO-
OBl BEIMOMHSINHCE HEPABEHCTERA

ol = olof3]]

[l f, Y—FOO] = cgo{d ), (7 =0,1,2, ...}
T.e. ANA HEKOTOPBIX V310R TOPSITOK OUeHKN (3) MOIKET BBITH yayullen,

4. Ecan
lim sup o(d,)., = 9,

H—~ o
TO NOCAEAOBATENBHOCTE 71, MOYKHO BRIODATL TaK, Yrodbl QL0
(k=1.2.3, ...

T

Ca fﬂ(dn;‘-);-nr; =



O IMOPAKE NOUPEWMHOCTH TPHIMOHOQMETPHYECKOND HHYEPNIONMPOBAHKA 43

a eCjin
lim sup eld, )i, = o=,

i+

TO
lim w(dn, Yon, = <.
Keroa .

[MoaTomy u3 Halleit TeopeMsl CAEAVIOT pedynsTarel paborsl [2].
[puctynaem K Z0KasaTebCTRY TeOPEMEL
O6osnaunm wepes [, (x) k=01, ...,2n, n=10,1,2, ...) bvapameu-
. TajibHbie MHOTQYAEHB! TPUTOHOMCTPHRUELCKOT O HUTePTOAKPOBAHKA TI0 ¥3haMm Xk, ne
Myers dynkius JleGera npuiumaer B Touke 2, cBoe Haubonbliee 3HAYeHUe:

3' “k.n(zn)i -_“an (”:0, 1,2,...).
k=0

[lycte 2m-ttepnojgudecikne nenpepbiBubie GyHKUUM g,(x) NnHelHbB MeXAY CO-
CelHUMM Y3RaMH X, M Xy , (K =0, 1, ..., 20) m

glXy o) = signdy (2} K=01...,20+1),
r'e

N LG; l.n(x) = I[‘(),n(‘)") (” - 0? Il' 2" - ')‘

B nanbHeifiem sam aoTpedvioTesa cleAyiollHe oueBHHbIe CBOMCTRA 3TUX QYHK-
nit :

(4) R Hgn(l)H = 1 (” = 01' 1? 2'—' b ');
5) GO g 520 (=0 n =01, )
(6) ga(x) € C{w) n=0,12...)
) L8 2) = 7 (=012 ...)
(8) HL (g O[] = 2, n=0L2,...; m=0,12,...)

Ecan A1 HeKoToporo (JHKCHPOBALHOID /!
HLn(gm X)—8n0)]| = 0(d)h, (12 = 1y, i1, 11, .. ),
To TeopeMa AvKazaHa. [1o9ToMy MOMHO CUATATh, YTO TIpH S10B0M 11
9) HL(Gmr X} —Em(X)]] = @(d )R, (n = Np),

riie ucno N, 3aBUCHT NHIlL OT /N,
Onpeac/iuM BO3PACTAIOWYIO MOCAEA0BATELIOCTE HATYPAJILHBIX 4HCER H,
TaK, YT00bl BHIMONHANUCE CAEAVIOIME YCITOBUS:

(13) o(tn,} = i!l" ody,,,) = 1—11w(dn,.) (=1, 2; 3; R
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ISy ) el
i=1 dn, 10 d"j
(12) {1 Ln,(8n;s X)—gn ()] Zofdn Vn, (i = 1,2,3,.. 0k =i+1,i+2,i43,...)
(13) o, =B (k=123 ...)

JTO ROBMOMKHO, TAK KK

(1) (j=2,34 ...}

1A

2;
d, =" (1=0,1,2..)
2n+1

Il IOBTOMY
lime{dy,) = 0,

F )

4 TaKyKe B cHay cooTHowendl (1), (B n

lim2z, = =,
H -

TTvern

e

j(.\.’) = Z ("J(t-’n_,-)gn‘,(.’{')-

i=1

Psan cnpaBa cxoguresa BBHAY (10) n (4), dynkumns f(xX) oyeBiaHo 2-NepHoiMuHAa.
flokasxem, yro apu f# = 0

(14) ao(f, )y = 6.60(l)
1 noatomy f(x} € C(w). OueBnano

(15) |fx+ ) —f(x)] = % x{dn;) gn, (X + 1) — g (0.

Ecmut dn, = £, To 06030AUHN Yepes j HHIAEKC, LI KOTOPOTD
dﬂj’*l -= ft = dﬂj|

Takoi MHAEKC CYILECTBYET M ¢AMHCTBEHeH, TaK Kax BBuay (10) nocnegoBatenh-
HOCTb dn, YOBIBAA CXOAKTCA K nyiio, Ecan dn, < h, To nvers j = 0. Beuny (3)

w{ll)yopu j = |

(16) 3 oldn) gn (1) — a0 = 3 w(d,,!.)?i = 9,2h “’gf"f) = 4,40(h).
i=1 i—t ny g

Hcronbava (4) u (10}, noryyaes:

(17 i e(tn)|gn X + 1) — gn(x}] = 2 i wldn) = 220(dn, ) = 2,20(h).

i=j+1 i=j+1
Ha (15)—(17) cnenver (14).
Mowkaxen, uto

(18) L (f, 20, )= f(zn,) 2= 0,To(dn Yon, (kK = 1,2,3,...)
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1 Tem CaMblM JloKaxieM (2) 1t 3aBepilliM J0KA3aTeabCTBO Teopemsl. (OUYeBHIHO

(19) Ln,..(f, zn_;l.) —‘f(zn_;‘.) = Z m(dul—)[Lnn(gn;: zn,..) _gn,-(znk)]'
i=1
Beuay (7)
(20) (')(dﬂ;l.)Ln;_‘(gnh) zn_;l.) = ('J(dn_;‘.)irt;l.-
B cuny (12} u (10)
k—1 ) k-1
(2]) 2-: f’J(dnf-)an_,..{gn‘-) an‘.) _f(znk)l = —('J[lfnk)j-n,.. Z' UJ(dn',-) = “Ovla)(dnk);-nh-
i=1 i=1
Hemoanays (8) u (10}, moayuaem:
(22 S ldn)ny(Gap 2n) = —Fny 3 o{dn) = — 0, 1e0(dn, )i,
i=k+1 i=k+1

Ananoruunpiym odpasom, seijy (4), (10) v {13}

(23} 5‘ (dn)gn,(en,) = 3 odn) = L1o(dy,) = 0,1edn, ), .
i=k

=k

W3 (19)— (23) cneaver (18).

Jurepatypa

[1] O, K, O ¢NoHIMOCH!I HHTCPHUMISHLIOHHNX MPULECCOB B HEKOTOPEIX TIPOCTPAHCTEAX
dyvurail, Tpydn samesamuueciozo incmumyma AH Benzpuau, T (1962), 385 —304.

[2] C. Huii, Opno vyeioBiie  pacxo/iiMocTd  TPHIDHOMETPHYECKOrD  WHTEDTIOAMPUBAHIN,
Anngles Univ. Sei. Budapest, Scctio Math., 10 (1867), 125 — 142,







0 NNOPAAKE NOrPEILHOCTH TPUTOHOMETPUYECKOI'0
WHTEPII0JIMPOBAHU S

0. KMl (0. K15)
Kapeipa reonerpil yHuseponrrera us. JI 3teenst, Byaneur

{ Hocmyniao 13. 9. 1967 )

1. B paborax |1]— [10] ucecneaosaaach 3aBucusocTs NOPAZKA NOTPELIHOCTH
Jlarpamnykesa I TPUFOHOMETPHYCCKOIO WHTEPIOAMPOBAHMA 0T NOPAIKA pocTa
uricen Jlefera 4, Y310B HHTEPTOIHPORAHNSA. [TPOAOAAAS 3TH HCCAEJORAHNS, Wbl
AOKAAEM CAEAYINUYK TeopeMy:

Eeatt upoyas Henpepuigiociiny exft) Henpepolanolt 2m-nepuooinieckolt  yHsk-
yuu f(X) VO0R.ICHBNPICI V'O AORIH

(1) Hm ﬂ:

n—-0 R

ooy

Ao 048 HERKOINOPUIX 3080 C]UPNY WL 01 ff.)(h) VWG MPUSPHOMEIN HIINeCRO20 LHRINC P
HAUNOSAHNE AU HICHICS CONHHINTEH

(2) If{\) - Ln(x)! = O

“”%lfw] (m=1,23...)
- Yhz,

20¢ L, (X)-mpu2oHoMempdeck Wil HHIE PHOASYUORNGIT unveow el g f{x).
Magectno, uTe 1719 10fplX Y3NOB MATEPROJTHPOBATIHS

) — Ly(x) :o[:.)[-ul—];.,,' (n=123..)
L ;

Mbl BICUM, UTO 1775 HEKOTOPLIX Y3I0B HOPSAOK 3TOH OLCHKH MOKET ObITL yayy-
uleH A8 BCeN 2y-TIePHOIMYeCKIN (yHKUHE ¢ MoAyIeM HenpepLIBHOCTH oaHua-
KO0 NOPAIKE.

MopsgeKk cueinki (2) tre MoeT ObThb yAVMIIEN AN BCEX TAKHN (UM
HU A5 KAKHX Y370B B CHAY chedyiouleif TeopeMul U3 [3]: ecan Moavan Henpe-
PHIBHOCTH () HexoTopelt Zr-TrepHoitiecKoii HelpepbIBHOH GyHKRUIMN YAOBAET-



4 O, rHW

BopsAET yCa0BH0 (1), To B MHOKeCTBe 2Zx-MepPHORIYeCKIN (QyHKUHA, MOIy.L
HeMPePLIBHOCTH KOTOPBIX paken Ofwm(h)], cytlecTveT dyitkuus f(X), 118 xoTopoif

Na

|f(\:) - L"(.\')I =m

-

1

Il]‘JH 68C1{01i§:‘{H0ii fioecae1H8aTe NLHOCTH llitTY}'JEl.‘]belX \ocedT .
Ecan

. 1,
lim o ‘— 2y =2 ),
",

L ETETN

To BBMAY (2) NocieaoBaTe 1LNocTh L (X) pastaMepiio exoInTes K f{x). J1o yike
0bto Aokaszao B |3].

2. Huykecnenyiolee JOKA3ATEALCTRO TeopeMbl HOXOMe Ha COOTBETCTBY -
ollee 10Ka3aTeILCTRO padoTul [2].

ﬂpe;wle BREErG ONpPe/le s ¥30L HHTeNMOUIPORAUEA, T1H KOTOPBIX [TORA3bI-
BAETCH TeapeMal

x;_._,,:L}- (h=12 ....200 n=123 ...)
i

(3) Xpp = X ,—d, (n=1023. ...}
OTHOCHTEALIO BEIHYHEB ¢f, Mbl HHOKA NPEUIRIOAIT AL, TG
'-l L3
0 wd, =~ (n=123 ...
2n

UTo0bl ¥NPOCTHTL 3aduch, BTOPOIT HHIEKC ¥3.108 GvaeT OGYCKATLCA.
3anuwem GyIAAMEHTALHBlE MIOFOWIEHB! TPHYOHOMETPHYSCKOTO HTEIO-
JUNORAHESA TI0 HAWMM V3I1AM:

Sin Hx .
lo f(x)= —— (n=12.3...)
Si1 1IN,
1
. sin — (x—x,)
=in (X — Xy 2 R
I {X) = (XK= %) (l=k=2m n=1.2,3....),

.1 ]
2nsin — (x —x;) sin = (X~ Xp)
2 2
Tal, KaK 3T TPHIOHOMETPUYECKHE MHOTOYICHB 1-0T0 NOPHARL Y I0BIETBORSART
YCIIOBUAM

[1. ecy k=1
10, eciw Kk

Bxecro {, ,(x) bl 6yaem mucats npocto .

fe (X)) = (i hk=01,....2m n=17223..).

.

i
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2n
3. Onennm Besuuunnl by, 4 3 |y
k=2
OueBHAHD
| 1 T

e = i— =

ol -
sinnx, Sinnpd, 2nd,

I

n=123, ...).

4

Tak KalK

' 1 1 1 .1
SUI — {X—Xp) = SN — (X — X} COS — (Xp— Xg}+CO5 — (X—X;, ) 8il — (X, — X},
3 (X0 = S0 = (1) €05 — (85— Xg)+ €08 — (XX, Sin —- (%~ %)

Tonpu 1 =k = 2n

sin n(x—x | sin n(x—x, I
I, = 1( ) €05 — (X, — X} + in n( ) cos — {x —X;)
2 sin Y (X — Xg) 2nsin D) (x— X}
H II0ITOMY
- 1 | osin(x — X "
(5) ©) = + E ) .
2n | sin — (x, — x,) 2nsin —(x—x;) |
|
3iecn
[ 1
] §2 , ecn k=1,
2nsin —d,, dy
2
[
] i 7 = - , ecnH 2 s k = n,
Lo = 2nsin — (x, —x,) k-
2nisin > (e~ xy) 2
l = :
i = ——l_, ecnn n-=k=2n.
1 ;w] 4n—2k+1
2n sin — {xk——
| 21 2n

Bropoil usen npaBoil yacty HepaBeHCTBA (D) OLIEHHM HA OTPE3Ke

h

T ex= 2n+::f.
2n 2n

BeHay 27-0epHoAMUuOCTH OLeHUBAEMON BeMHUHIILL MOAYYeHHasd olenKa Oyaer
cnpaBefinBa A BeeX BeiecTBeHHbIX X. OOosnauum 4epes x; (1 = j = 2n)
Smvxalwuil K TouKe X V3e/ U NVCTh

k—j, ecnm j=k=j+n,

) J—k, ecan j—n=k=j,
"I k—j-n, coun j+n<k=2n,

f+n—k, ecin O=k<j—n.

4 ANNALES Sectio Mathematica. Tomus X1,
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CueBlAHO

I

1, ecnu § =0,
sinm(x—x,) '

b i 1 2i—1 2i—1
C2nsin— (x— x) | 25 sin — -a
: 7 2 In
Taicum odpaszon
: T
(6 hy=——4+1,
) YT o,
“n 1 n-—-1 ] 3 ] | )
N Sohi=E— X —+ Vr———:—()(l'l.'l.
k=2 2 ;f‘! H i 2i-1
4, ilyvern
l —+ 1, ecot 1 ueTHO,
imn =
n+1 )
5 CLII 47 HEYeTHO,
sitt iyt
(X)) = ff(1+ 21) ‘ l di.
-rm("m + ]) sin f

Mo Teopemc [DKeKCoNa Af$1 3TOCO TPUTOHOMETPHUECKOr0D MHOTOYAEHa 1-0ro
NOPSIKA BLITTOAHAETC YC/IGBHE
1 2ew l—l-)
11

fify

) [f(x) — nfx}] 3

Jlerio BHjIeTh, uTo

(9) fp(x+ ) — 1w (X)) = o) (h=0),
TAK Kax

w(x+I)— 1, (x) = I A {[f(\ﬂ’z—t 2t)— flx + ')t)]l sin i \*

§ " am(2mt+1)
H FO3TOMY
; z .
e+ 1) — 11, ()] = () —————— f { Nk ”"] df = ew(h).
am(2m*+ 1) sin f
-3
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Iivern
l"”(X) = “n(x) - ”n(xl) +f('11)

JNst 3TOre  TPHTOHOMETPHUECKOT0 MHOTOUAEHA 11-0r0 0PsiKa BBUAY (8) u (9)
RLINIOTHAIOTES VCITOBHA

(10) Vo) — ()] = 240 [~ |
i

() [V (x+ 1) =1, 00)] = o(h),

N n) = f).

5. Tenepb ¥bl YK MO/AKeM OUEHUTL NOUPEUIHOCTL TPHTOHOMETPHUYECKOTO
nuTepnonnpoBanusd. JueBHIHO

(13) 1)~ L) =16) ~ 90+ 1) = L) = F)— V) + 3 (930050~ FO) e

[TepsrIfl YleH CTONWErO CTIPAaBa BhipaykKeHHs] OLEIIHBACTCA € MOMOINLIC HODMY B
(10}, Bropoii unen BBy (12) npeobpasvercs crepyviomum ofpasom:

[Vn(xn) _f(xl})]‘!ln = {VN(XO)— v,,(x1)+f(xl)_f(x0)];0_
B cuay (3), (11} 1 (4)

o) —f i) - [l = 2

L]

Beuay (12) Tpetnit unen npasod yactu paseHcrtea (13) v, ()~ f(x)), pasen
Hv, Haxovel,

|
kg 15— |l = 0| | Jin d
B cuny (10) u (7). Taxuat obpasom

{14) ) — Lux)] = [O:(:i") +w ( . } In n].

f

6. Beuay (1) nocnenoBateslbHOCTh d, MO0 BRIOPaTH CTOML GHICTPO CXOAR-
Ieficst K HY 0, UT00K BHITONHANOCH YCIOBHE

w{dn)

(15) = n (1 ) Inn.
il

Torpa & cHny (14)

/)= Lax)] = 0 [w(dn)]

A%
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Tak kax

. i l.‘r 1 i
Ly =l — = — = M
2n sin id,, i,

TO OTCINIA e lyeT:
(16) S —L{x} = O {end, )],
Mcroaibaysa (4), {(B) u (7). nonyuaes:
an Gy =0 (11___ + Inn].
i,

Ecnn nociegoBaTesHocth o, TAKORA, YTO Kpode yeuoBus (13) BoinoaHseTca
ele H ITePaBeHCTRD

!
i, = -—- .
ning
o geuay (17)
. 1
= 0]
nd,,!
W TOATOMY
1
d, =0 ff
"z,

Otewiia 1ou3 (16) noavvaen:

fx) -~ Lgx) =0

&) [ 1— Fope I

F Ny
YT Y TPLONBAIINCE [ IOKA2ATL,

Jluteparypa

[17 €. M. JI03UHCKUA, LIpocrpancriyg Co1r CF 10 eXotoyMac i HHTEPNOIAWIOHHAMX [1POLECCOn
o nux, JAH, 39 {1948), 1380 — 1302,
[2] P. ErD&s, P, TurAN, On the role of the Lebesgue functions in the theory of ihe Lagrange
interpolation, Acte Math. Acad. Sci. Hung., 6 (1053), 47 - 65.
[3] G. KW, O eXoAMMOCTIE HITePTICCisnUIOHHBIX NPIIECCOI B HEKOTOPBIN NPOCTPRHCTEAX
dyukunit, Tpydsr smam. uncm. A, H. Benepou, 7 {1962), 63 - 73,
[4} O. KWui, O gocTarodHoM YCOAOBHIL DABHOMCDIOHE CXOINMOCTI TPILOHOMETMIMECKO O
nuTepnomiposapng, Tpydw sam. wnem. Al [ Benepun, 7 (1062), 385 -- 384,
(51 O. U, 3axesasns o exX0M0CTH TPHFONOMETPINECKOrG tireponomposanust, Tpyost
Mam, wiem. A, H, Benepuw, 9 (1964), 515 -541.
[6] O. Kyvw i F1. CABADOW, 3aveuaniid o eXo/uimocti) Jlarpasskesn 1IHTCPNOMIPORIAHIA,
Acta Math, Acod. Sci. Hung., 16 (1063}, 3nt - 430,
[7] Wi CABAJOUI, O cxoanmocti Jarpansiena inrrepIo PO B HERuTOPILX MHOFKECT-
pax sy, Acfa Math, Acad. Seif. Hung., 17 (10066), 31 - 44,
[8] B. ©. BAACOB, ToHEKAA W I'PYGash CXOANMOCTL IIITePINUUIIOHHLIN T KBAIPATY DREIX
npoueccon, JAI, 168 (1966), 735 — 7306.
[9]1 O. Kul, Oamo yoa0BHC PACXOUIMOCTH  TPHIGHUNMETPITIECKOTG  IHTE PULTIIPOBARNSE,
Annales Univ, Sci. Budapest, Sectio Math,, 10 (1967), 135 —142.
[10} O. KHut, 3ameuauiist o 1I0PHAKE NOrpeiiHocTU TRIHTOHOMETPHYECKOrD HHTERI N IPOEA -
mis, AnmlesUniv, Sci. Budapest, Sectin Math, 11 (195%), 41 —45,



BEMERKUNG ZUR DIVERGENZ DER WALSH-FOURIERREIHEN

\on
F.sCHIPP
Il. Lehrstuhl fitr Analysis der Edtvis Lorand Universitiit, Budapest

{ Fingegungert am 23, Aprit (967 )
Einleitung
Es sei {r (0 (n = 0.1, 20, ) das Rademachersche Systens, . b
ool {0=x-21.2),
L1 (12sx=1),
rx) = r2'%y (= 1.2

Das Walshsehe System {0 (1 =0, | 2, ...) ist folgenderweise defi-
niert: p(x) = [ und filr n=1 mit der dyadischen Entwicklung

(hH Fulx)y =

r(x= 1) = ry(x),

o= 22 22 ey e 2U)

ist '
(2) (X} = 1.{X) .",,_,{.\‘) e F.._«(.\‘)A
Es ist bekanat, dab {p, ()} (1 =0, 1.2, .. ) i latervali |0, 1) ein vollstdndiges
orthonormiertes Systan ist.

Wir bezeichnen mit x = 0, x,x, ... X, ... die dyadische Entwicklung der
Zahl x2[0, 1}. wobei wir festsetzen, daf fiir x = p-2-9 alte x; (i=y+ 1) gleich
0 sind. Fixe 2] hatte die folgende Operation eingefiihrt: es xei

- _\'H__ Yul

Nr= >
., e “n
n-1 -
fir
(0, x X )“ gl
X w2 X, = —
I\.. I L oap
e o=

, o Fn
o= i v, N —
o war A1
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Wir bezeichnen niit G die Menge der nichinegativen ganzen Zahlen. In der
Menge (G filthren wir eine Operation & folgenderweise ein:

(3) kel= 3 k=1,
n=fM

fur
Z ;1”')!'! I_ Z [J'!"‘ (k”. in = 0- l)-

H=D n=0
Offensichtlich wird G mit der Operation © zu einer Abelschen Gruppe und die
nichtnegativen ganzen Zahlen, die kleiner als 27 sind, bilden eine Untergruppe
G, von (G, wobet noch

(4) ?p,,(.\‘) ) T{Jm(.‘f) = ¥, @m(x)
besteht.

MORGENTHALER {3] hatte den folgende Begriff eingefiihrt: Eine nach 1 pe-
riodische Funktion f(x) heiBt an der Stelle x € [0, 1) ,,(W') stetig, wenn sich nach
Wahl einer beliebigen Zahl #=0 eine positive Zahl & so angeben 186t, daf die
Ungleichung |fix + y)—f(X){ < ¢ tiir alle v erfilllt ist, die der Bedingung Ozy=<oa
geniigen. Die Funktionen p,(x) sind offensichtiich ,,(W") stetig®.

Die Walsh-Entwicklung einer (1"} stetigen® Funktion und dic (trigono-
metrische) Fourier-Entwicklung etner stetigen Funktion haben dhnliche Eigen-
schaften. In dicser Arbeit werden wir fiir das Walsh- System das Analogon der
FejErsche Polyneme® angeben. Mit diesen Walsh-Pelynome @,(x) kanun mann
solche Bu\plelL koustruieren die zu den bekannte Konstruktion dhniich sind, in
welchen das Fejérsche Beispiel benutzt wird.

Als Anwendung der Polynomen @, (x) beweisen wir den folgenden

Satz, Man kann eine (W) stetipe® Funktion I'(x) se angeben, daf die
Partialsummen der Walsh-Entwicklung S¢ 1) von F(x) beschrdankt sind, S{1°)
aber auf ciner Menge, welche in jedem Intervall von der Mdchtiekeit des IContinuums
ist, divergiert.

Taxnonr: [4] hat einen analogen Satz fiir Fourivrreihen bewiesen.

1. Hilfssdtze
Zur Konstruktion der Funktion F(x) werden wir cinige Hilfssitze benutzen.
HiLrssatz 1. Es seien
(1.1) Ee ={k:hk=2 271 .25 111 (=0, 1,2, ...),
E_, = {u}.

-

", = ~ z20=>0 (5 =0.1)
Iy

1 Siehe z B, [1], [+
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it
FRSEAV(M B) FES U B
1z, =0 riz.=1
{1.2) O H,={:=0,12...,m—1].
Dann besteht
(1.3) {t 1 =mak kef'Vy = H,.
Bewers vox HivLrssatz 1. Da fiic k, = &, m, 2k, = m, Dk, gilt, weiterhin

n-1
der Anzahl der Elemente von I gleich ¥ 2* = ~ 22" = m, ist, deshalb
nz,=1 =0
auf Grund von (1.2) folgt (1.3) aus der Ungleichung
(1.4) my@k-=m, (ke FLY).
-1
Es sei nun K€E,C Q. Dann ist 2, = 1 und k = > k214 2(k;=0,1), wor-

f=0
aus sich (1.4) auf Grund von (3) und (L.1) folgenderweise ergibt:

o —1 n-1 n-1 n—1
m,dk = S iz—k|2i+ 3 22i=2"—14+ ¥ 22 = 3 z2 -t =m,— L
j=0 J=v+l f=1"41 j=0
Hivrssarz [N, Fir n = 27+n" (0O=n"=2") se
. (=1
{1.3) &, = —— =012 .. q=1

Dann sind die Partialstununen der Walsh-Reihe

(1.6) S= 3 a.pAx)

n=u
aleichmdfite beschrdnkt.

Bewris voN Hivrssarz [, Es seien m = 24+m” (D=m" <29,

m- 1

(1.7 Sp(X) = > apx) (m=1,2 ...},
=0

D (x) = RZ:} P (X) (n=12...).
=0

Dann awf Grund von (1), (2), (1.2) und (1.7) folgt:

251 m—1
Splx) = 3 agpx)+ QoS pipas 1 p(X) =
=0 =0
5—1f__ 1 rar—1 —1i sm'--1
— ] + Z { ) Z ng\'_|.k(X) +( ) Z l)-'}gs,l.;'(.\') =
o 2" koo 2 5

=1= sg —-'_2-2 I‘,»(,\:) L}gv(X) -+ (—_-2*;1-—5 rs(X)Dm' (l)

oy !
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Wir fithren noch die folgenden Bezeichnungen ein: es sei

Ty
.‘.’,-(x) o {0 (sonSt in [0 )

(1 (0=x=1/22),

r=012...)

b = L0 (sonst in [0, 1)) (T‘ =0,1,2 ...}
Da 1 (0=x=1 2»+1)
rwbet _| I e
z l 0 (sonst in [0, 1))
gilt?, erhalten wir

= h @t 3 e,

2 Jerdl

woraus sich die Gleichung

A(x) = 85‘1 (= 11271 () D2(x) =
=10

B3 (<= 3 (Va4 3 (<1 3 o=
»=0

=0 j=e )
=h3.-.1(xfz"f(-1)= z(*l)-e,(v)-&z 000 “E (— 1y

ergibt. Daraus folgt, daB [A,(x)| = 3 ist und da |Dp(x)| = 24! gilt, erhalten
wir schliBlich [S,(x)| = 5 (x€l0, I)) womit der Hilfssatz Il bewicsen ist.
Wir bezeichnen mit

—1 i
S5 N = 3 eupi() (ck = [ St as)
k=0 b )

die n-te Partialsumme der nach dem System {p {x)} fortschreitenden Fourier-
Entwicklung von f{x). Dann gilt

Hivrssatz 111, Es seien

z,.:{l(":?k)’ (k=0,1,2...)

0 (v = 2%+ 1)
1.8) my, = g’ 22"
p=0
und
gty
(1.9) Q)= pm, (X} 3 ap().
k=0

* Siche z. B. [2].
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o
=l

|
]
|

Dann bestehen

(1.10) Q) <5 (x€U, 1)
tind
(1.11) Sm (05 Q) = i)’—

Bewers vox Hivrssatz 111 Die Behauptung (1.10) folgt unmittelbar aus
dem Hilfssaiz 1],

Aus (1.8) auf Grund des Hilfssatzes 1 folgt FWUFL = G, F&n Q) = g,
Aus (4) und (1.9) erhalten wir weiterhin

Q(-Y): > . f ?k(-\-): . 2 &(X)+ A
L] kﬂ%“ ¥y, ,‘.L%-II(I) 1Y My 1 ) REI%Y(II]} ”.‘;IP”TH - k(:{‘) =

L.
, 2 1

o
= 2 QampAX)+ D m,wAX),
=0

{ =,

woraus sich mit Beriicksichtigung von (1.3) und (1.3)

my, -1

S 0: Q)= 3 fizm,= 3 4= 3 X a,=
I=9 ke v kTE,

Ih=py1 2

o =D c =
i ,’ﬁn 2 - 1-‘;'n 2

ergibt.
Damit haben wir den Hilfssatz L1 bewiesen.

2. Beweis des Satzes

Wir betrachten die Reihe

S e, (X)Qn X + X,),

I
R

k

—_

wo dic =, positive Zahlen. die n,, N, natiirliche Zahlen bedeuten. die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

l a) ¥ oy oo,

k=1
{2.2) by 2N 9l (k=12 ..),
<) w0 (k=12 ...

) o, = 01).

Wenn z. B. », = 7%, 1, = N = K* ist, so sind diese Bedingungen erfiilit. Die
Punkte x, werden wir spiter bestinumen.
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Wegen {1.10) und (2.2) a) steilt die Reihe (2.1) eine nach 1 periodische.
(W) stetige® Funktion F(x) dar. Wir behaupten, daB die Partialsummen der
Walsh-Fourierreihe S} gleichmiBig beschrankt sind. Da auf Grund von (2.2)
by fir 28 4 2 = = 2N

Sulx; ) = Za 7 0Rn (X + X))

und Fir 2N < 5125 28 4 M
k

Sax; F) = 3 eyt (0)Qux+) + R(x)
. ~

gilt, wo R(x}) ein Abschnitt des Walsh-Polynoms =, Qn, _ (x) ist. . h. nach (1.9)
und (2.2) d)
+ S 1) = npq(flpey - 1) = O(1)

rull

R(XY = ey

gilt, deshalb st unsere Behauptung richtig.
Auf Grund von (2.1), (2.2) ¢}, und Hilfssatz 111 1dBt sich behaupten, dak man
zu jeden x,, cine abgeschlossene Umgebung [, angeben kann, in weicher

(23] ..S,\:’ £y, (Y, Fy— S:!Nf.-(x: )')‘ = R:II‘.SH:”L_(-\';Qn,..) = :; (x€ 1)
ailt.
Wir zerlegen die Folge {#z,) in abzitbar unendlich viele unendiiche Folge
- . 5 s+l
() (= 1,2,3, ...} Dann ordnen wir die dyadisehen Intervalle q%z. \2”‘—
(m=1,2,..:5=0,1,...,2% 1)in cine Reihe f,, fo, ..., f;. .. .. Zu 1Lcl(cm
! Konstruieren wir auf j; enm perfekte ;'\Ienge H, mit ]“]l|fL‘ der Iolgc (.
Dazu wahlen wir die Punkte x,.€ J, z. B. dah die entsprechenden Intervalle

{,. ein dyadisches Schemma hilden®. Die séimtlichc Punkte der so erhaltener
perfekten Menge f7; sind in unendlich viclen [, enthalten. Es ist ktar, dab die

Menge /7 = U [f, in jeden Teilintervall von {0, [] die Machtigkeit des Kon-
=1

tinuums hat. Da die Ungleichung (2.3) in der Punkte von #f fiir unendlich viele

ki besteht, deshalb divergiert die Walsh-Fourierreihe S(f) in jedem Punkte der

Menge /1.

Dyanmtit haben wir unseren Satz bewiesen.
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18, usw.
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Intreduction

In some categories we frequently need the indication of subobjects. This
problem appears at first in the papers of MACLANE [4] (1948), [3] (1950). He
considers an object A4, a subohject of A, if there exists an injection « : A, -
Some authors, as e.g. ISBELL, KowALSKY, MITCHELL, SEMADENI adapted from
MacLaxe {he principal idea of subobjects, but they differ in the definition of
the injection. MitcRELL identifies the injections with the monomorphisms
[71, with KowaLsky and SEmADENT the notion of injection is even more general,
than that of monemorphisn |3.8]. 111 constection with certain types of catego-
ries, namely with categories o4 supplied with a covariant faithful functor
F i — % — where & is the category of sets and their maps — MaLcev
dealt likewise with the notion of subobjects. He deduces it from the structures
of <f and 7 [6] (1958).

The nearest to our definition stands the inclusion of IsBeLL [2] (1957).
IsELL calls class of iniclusions a class [ of nworphisms of a category £, if it
satisfies the following conditions:

(1) every identity is in /.

(2) I is closed wunder composition.

(3) « = By with e and g in I implies y is in [,

(4) «ff = ay with z in  implies 3 = »,

(3) I contains at most one element with given domain and codomain.

Let two morphisms of [, » and 2 be called equivalent, if there is a finite
chain (3, ..., ,”) sk, v, = f such_ that for 1=i=n—1, either »;, =
= §;y;., 0r v, = &, for some §; in . The last condition pronounces:

(6) Two equivalent morphisms of ¢4 having the saine codomain are idert-
tical.
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IsBeLL proved, that if <4 is a small category, then the enumerated condi-
tions assure the existence of a covariant faithful functor F: -5, which
carries each element of I and nething other into inclusion map. The construcied
functor is, however, not always an imbedding, it may eventually carry distinct
morphisms into the same map. To make the functor an imbedding it is necessary
and sufficient to take a supplementary condition as follows:

(7Y f «: A~ Ay and §: A,— A, are two elements of [, then 4, = A,.

We investigate fwo types of categories, which will be called regular and
normal category. By the first type the supplied condition of IsBeLL will be
weakened , by the second it will be made stricter. We extend our examination
to the categories infroduced by MALCEV,

Cur aim is to find seme common algebraic properties of the restriction of a
morphisin to a subobject. Thus these definitions and properties will be applicable
even if the restrictions are ntot expressible as restrictions to a subset. This is
the case by the category of compact pairs and triads, hy the category of diagrams
nver a scheme, etc.

The definition of a regular category will be given in point 1. o point 2
we define and discuss the normal categorics. Normal is used here in a wholly
different sense, than by MiTCHELL. In point 3 we investigate a special kind of
regular categorieq the so called ordinary regutar s-category. A sufficient con-
dmon will be given to the normality of such a category . Operations, which make
from a regular [normal] category other regular [normal] categories will be given
in point 4. Finally point 5 discusses the concept of regular and normal subca-
tegories and that of regular and normal functors,

General Notions

Instead of “if and only if”" | uge someties Halmos™ “iff”, The end of each
preot is indicated by |).

The following basic notions and notations are taken from Mitchell’s hook
(7]

Cutegory, object, morphism, domuin, codomain, idendfty, isemorphisni, in-
verse, mongmorphism, smalt category, subeategory, fuil subeategory, covariant con-
travariant and faithful functer. Ombedding, diagram, commutative diagram.

We make some complements:

The domuain of a morphism 2 of a category 4 will be denoted with (=)
and its codomain with 7 ().

An grdered class is a class M with a binary relation = satisfying the follow-
ing conditions:

(1) u-=a for every ac M.
(2) u=b and b<a implies a=5.
(3) If a=b and b~¢, then a<c.

For a=b we say that a precedes b or that b follons a. We call ¢ the least
[greafest] member of M, if it precedes [fullows] each element of M. If a least
[greaiest] member exists, then it is unique.
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1. Regular Categories

An infective cafegory is a category with at most one morphism from any
object to any other object satisfying the following condition:

If »: A~ A, and 8: A,—~ A, are two morphisms of the category, then
A= Al

' A is an injective subcategory of the category o, if it is simulianeously
sttbcategory of «# and injective.

A regular category is a category £ with an injective subcategory J ,
containing each object of «£. 1t will be denoted with (#, 2 ) or +#. We
call the objects of £ objects of +<f, the morphisms of £ morphisms of
+of, The class of injections is defined as the class of morphisms of 2.

Remark L.1. There is af most one injection « : Ay~ A, from any object A,
fo any ebject A} }

Denoting an injection = : Ay~ A, with inja, a4, or = 1 A, ~ A, the injections
fulfil obviously the conditions: i

1.2. iﬂjA,‘_\ - l__\.l
1.3. inja,, a, iNja, a, = inja, a4

A, is a subobject of A and A, a superobject of A, — marking this fact with
A= Ay or with A= A, — if the injection inja , 4, exists in *of. The class of
objects of *of with the relation < becomes an ordered ciass.

Let D he a diagram in a regular category *<# over the scheme X, Sup-
posing, that to each arrow i of Y belongs an injection D{m) of +of we conclude,
that by each composite arrow ¢ of X, D{c) is an injection and the diagram D
is commuatative.

For the diagrams in *«£ over a scheme X let us make the following esfa-
blishment: if nething is writfen {o auy arrow m of X, then D(i) is an infection.

Let »: A-~B and g : A,—~ B, he morphisms in +c£4. Be f=o if A = A,
B, =8 and if the diagram

A, A
3 o

is commutative, that is if injs, s, f = « inja, a,. Wecall 8 a submorpitism of »
and « a supermorphism of 8. The class of morphisms of +<£ with the relation <
hecomes obviously an ordered class.

Let us add some remarks:

L4, inja,a,-<iNjs, s, iff A)is asubobject of By and A, is a subobject of B, |

1.3, 1,=<Injg,, s, is equivalent to A<B,.|
1.6. B= A is equivalent 1o 1g<1, .|}
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T dfarA-By, 3:A4)~B) and y: A~B are morphisins in *of and

A= A B1<B then =« {a« v] is eqmvaleni fo p=o iltja, A, [y = injs, 31““

1.8. If «, is a submorpitism of , By is a submerphism of B and the composi-
tions Bz, and Bx exist, then o is a submorphism of po.]

2, Normal Categories

Let tof be a regular category, = a morphism in Yo and A -= [(x). Let
us denote with (A,, ) the class of morphisms 3 with 8 < 2« and A, . I(A). As
a subclass of the ordered class of morphisms belonging fo +of. (4, x) itself
will he an ordered class.

We say, that « fulfils the minimuam condition rel. A, if (A, =) has a least
member. Let us denote this least member with «}j4, and the codomain of axlia
with «(A). «jla, is called the strong resiriction of « rel. A

Let us make some remarks:

20 If =a and A= A(g), then Be(A,, «) aid «la,- This fact is an
immediate consequence nf the definition of 2ll4 and will hc later frequently
used.

: ‘3I2 #lla, =2 wid a{ A) = 7 (2]
23. If ﬂ’g (Al, ) then ot(A y= 73}
2.4, Kalla) = A By 2 ija,a E(A, z} 1 uamely 2la, < % 0jag, 4,
and 50 Ay <ala )= Ha injuwm,a,) = Ay, thatis A, = 1(a|A )i
2.5, a” s, s o morphism of thie type zlla, A —-ar(,f i

A normal calegory *c+ is defined as a regular category satisfying the fol-
lowing conditions:

(i) Every morplism o of *cZ fulfils the minimwn cendition rel. 4, at
all A, with A4, = Xa).
(iiy For each object A of *c4 it holds, that [, = 1,4.
(iti) 1f the composition ga of the morphisms « and 8 belonging to +c#
exists, and if A= N«), then (Balla, = Pllapeila,-

In the following *of will always be in this peint a normal category. Let
us consider some properties of +oif:

ProprosiTION 2.6, Suppose, that o : A—~b is @ morphisnt and A}, A, objects
with Ap= Ay« A it *of. Then affa,=alla, and a(A,)=a(A,).

PROOF. Since by 2.2, and 2.4. it is true, that afja, <« and A,< A, = H«|a ),
consequent!y by 2.1. it holds, that sl|a,-=afa,. Therefore x( A, )_ (ex1,4)-
7 (alla,) = «(AN

ProrosiTion 2.7, Lef w: A~B and p: A~ B, be two nworphisms in +ct
with B<=a. Let A, be an object and suppose fhaf A= Ay Then ola, = Blla, und
consequently «(Ay) = B Ag).

Proor. By flla,<f<x and A,< A, = 4B}a,) is according to 2.1
(1) ajla, = fla,-
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That means «fj4, -4, From this last statement it follows by A,=<4, =
= J(=«jla,) and 2.1

(2) Blla,~ala,

Statements (1) and (2) gives the proof of our proposition.|

PRoPOSITION 2.8, Lot 2 A -+ B be w morphism and A;, A, objects in *{.
Suppose, that A, = A= A, Then (a)a)lia, = «|ja,-

Proof. The proposition is a trivial consequence of the proposition 2.7, and
of the fact, that xjia, ==

ProposiTion 24, Lét 2. A~B und 3: A~B be fwo morphisms of -
with a|ly = 3|, Then = = 7.

Proor. Mdlkln&' x|| 1-- ﬁ|]\ as v and 7 {y) as B, y precedes » and g and so
by 1.7. =z = 3 = inja B,

ProrosiTioN 210, Let o : A—B and g : A~ B be twe morplisms in <o f.
Suppose, that they have ¢ common supermorphisnt v in *et. Then o= g.

Proor. From proposition 2.7, by =y and 3=+ it follows the statement
ally = yls = s, and so by 2.9, aiso » = 3§

ProrosiTiox 2.1, Lef o @ A - B be a morplisur and Ay, B, obfects in ~cd
satisfying the conditions A;= A and «(A\}= By« B. Then there exists ¢ morphism
A1 A~ By in tod which is a submorphisny of o. This morplism 3 is unique,
namely g = i) 2a) #la,-

ProoF. Since ajja, == and injs, .4,y = iNja.5,iNis, x4, the diagram

A.f ) - A
o] Af ot
«(A,) B, B

must be commutative. Hence mjg!,,{A } x“A ~ o

Thus we have shown the existence of ﬁ The uniqueness of g follows from
2,10}

Let us denote 7 with «)a, g, The morphism 2, s, witl be called the
restriction of « rel. Ay, By, If Bl—B then a|a, will be used instead of «|a,, &-
%|a, is the weak restriction of = rel A;. The commuhtw:ty of the above diagram
nwolvcs oq;, = w iltja, Ay

A%qu;mng only the leguldnty of *c4, we can find in this case also to each
morphism = : A~B of tcf and to each object A; with A, = A a unique
morphism 3: A, ~ B with g<a. g is here likewise « ll]jA Ar- l“herefore the sign
B = ula 18 u)rrect in regular categories as well.

On the other hand we remark as a trivial consequence of [.7. that for seme
x:A—~Bof v it is true, that « = injg, xay %A

LY



4 M. BOGNAR

Prorositiox 2,12, In the normal categories the injectigns are moHonorphisms.

Proor. Given an injection injg, g, in *cf. Let 21 A-B) and 3: A~ B, he
two mmphisnn in *cf satisfying the condifion injg g« = injs, 5,5. Denoting
iNjs, p,a = Ijg, g, With y we obtain » = y and <y, and so by 2.10. 2 = 3.
meequently m;g B, 18 4 monmnmplnsml

ProrositioN 2.13. Let 2 1 A+ B, and 5 : A,—+ B, be hwo morphismns in + 4
witlh a common supermorphism y : A—B. Suppose, that A,< A, and B,—=B,.
Then <=,

Proor. Consider the diaaram

A‘?\ ﬂ/:Af
A

A ml?ff o

/ fV\

82 >g,

According to our assumplion aad by 3. the subdiagrams framing (e
domains I, I't, 11 and IV are comnutative. Therefore injg, s %inja, a, =
2 mjA A ml/h A, = yillja a, =injp g, 3 = injg, B, i, 5,3

]I]_]g 8, bemgz a nmnmnmplmm {See 2.12) it follows From this last formula
@ ija,a, = inja,, &, 7, that is 3=}

We obtain as a direct consequence of this last proposition, that by any
morphism « of *cd, ala,s,~2z|a, g, holds iff A,= A, and B,= B,

ProposiTiox 2.14. Lel o: A~B and 3: A-~B be morphisms in “of.
Su,npose the existence of a chain of niorphisms v, ..., y, and a chain of injections
Oy ., 0y Of Tt sa{fsfying the conditions a = y;, B = v and 9, = 8y,
or vy, = 6,3 for i = 1, yhk—1. Then o = .

Proor. y, = &3, , implies by L.7. y, Gy and g = &gy imiplies
vi—yi - tespectively. In both cases yfl, = Yh-lim (See. 2.7.).

That is wll, = i, and so by 2.9. = = 3]

Let us mention, that from the normality of +of we have used tili now
only condition (i). In the following we need condition (ii) and condition (iii}
as well.

ProposiTION 2,13, Lef « be an injection and A an object in v with
A< Ha). Then a||, = 1, and so 2(A) = A

PROOF. By 1.5. it is 1 , =<2, consequently by 2.7. and (i) =f{, = Y. = [,

COROLLARY 2.6, [f o = 1, = injg 5, and A< B, then ig)i, = 1, and so

w{A) = A.I
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ProvostTioN 2.17. Each sabmeorphism of an injection is an injection in +c4£,

Proor. Given an injection « and a submorphism 5 : A~ B8 of «, then by
2.7, and 2,13, B4 = aly = 1, furthermore by 1.7. 3|, <=4 implies 2 =
= injg pyflla = i0jg 11a = injy o f

ProrostTion 2,18, Let o, 8, y be three morphisms of *ot with 2 = gy,
Stippose, that o and 3 are injections. Then y is similarty an injection.

Proor. Because v=« (See 1.7.) the propositinn is an immediate conse-
quence of 2.17.

THEOREM 2.1%. The class of injections of a normal category *cd = (A, )
satisfies the conditions of Isbell (See the introduction).

Proor. (1) is a consequence of 1.2., (2) of 1.3., (3) of 2,16 (4) of 2,12,
(3) of 1.1. and (6) of 2.14]

ProposiTion 2.20. Lef o : A~ 8 and f: B~C be fwo morphisms in *#
and A, an object with A < A. Then (fx) (A) = Bl=(AD).

PROOF. By (iii) is (A=) (A4,) = 7 ((30]|a) = 7 (Bheapela) = 7 (Bucan) =
= Bt AN

ProposiTioN 2.21. Be »: A—B an isomorphisin and A, a subobject of 4
i v, Then we can show, that o=Yx(Ap) = A, and thal «fja, is also an iso-
morphisin.

Proor. From g~1z = |4 it follows by 2.15., 2.20. und (iii)
(1} 2 Pagapulia, = Lyla, = 14, and
{(2) 2 x(A4)) = A,
Furthermore from «2-1' = 1, it follows by (2) (iti) and 2,15,
(3) 2 AT aa) = %ot an® sy = 1y wap = baap.

(1) and (3) implie the isomorphism of =zl J
Obviously (alla)~' = & [lxa,).

ProposiTioN 222, Jf o 1 A~ B is an isemorplism in o4, then B = 2(4)
and o, = «.

Proor. From ez~ = I, it follows by 2.21., that

i) (e~ UB)) = 1,4(B) = B.

7{z=} = A implies by 2.3. 2~ (B)~= A and so by (1) and 2.6.
(2) B = a(e"(B))=al A).

Ot the other hand v (z) = B involves

(3) a{A)= B.

As a consequence of (2) and (3) we obtain «(A) = B. Finally from afj, : A—a(A),
a: A~(B = 2(A)) and «|, <« it follows by 2.10., that =j|, = «.]

3 ANMNALES Sectio Mathematica, Tomus X 1.
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3. s-Categories

Let us consider a class of with elements of Lwo types. The elenents of the
first type — the objects — are ordered pairs A = (M, N), where the first mei-
ber of a pair is a nonvoid set. The second member indicates a structure on the
first. If e.g. A is a topological space, then N is a family of subsets of M, satisfy-
ing the axioms of open sets. If .4 is a group, then N is a subset of MX M x M
etc. The first member of A is the basic sef of A and will be denoted by | Al

The elements of the second type — the morphisms — are mdered tripies
o= (B, f, A) where A and B are objects and f is a mapping of the set | A/
in the set |B|. The morphism = = (B, f, A) has the domain A and the codo-
main B. fis the basic mapping of « and wiil be denoted by |eu].

The composition fz of two morphisms « = (B, f. A) and g = (C, ¢, B) is
defined by fa = (C, gf, A).

The fulfilling of the following conditions shall be required:

(i) For any two distinct objects A = (M, N} and A" = (M", N} of +
is valid, that N = N".
(ii) If the composition fo of two morphisms =z, 3 of £ is defined, so
belongs fa fo of.
(ii) With each object A of £ the morphisnt (A, Iy, A) belongs also to
4. (where 1, is the identical mapping of the ‘;Lt | 4])

The class «{# regulated by this composition law and satisfying the preceed-
ing rules is a calegory. We call these categories s-cafegories.
Let us take some examples for s-categories:

1. The category & of nonvoid sets and of mappings between the sets.
Hence the objects are of the type A = (M. M).

2, The category &7 of nonvoid topological spuaces and the continous map-
pings between them.

3. The category &7, of nonvoid compact Hausdorff spaces and their con-
tinous mappings. This is a full subcategory of -7 |

4. The category -# of nonvoid metric spaces and their continous mappings.

3, The category 4 of Abelian groups and their homomeorphisms.

Some remarks:

et ¢ be an s-category.

3.1. For each abject A of t is 1, = (A, 1,4, A)}

3.2. Suppose the exisieiice of the composition f= of the morplisms =, g be-
longing to ci. Then [Ba} = |Bli=l}

3.3. For each morphism % : A~ B of 4 if is true, that |«| : {A]|~|BL}

3.4, If the basic map || of a morphism = of A is a monomorphic [epi-
morphic]| mapping, then » is a monomorphism |epimorphism].§

3.5, 1f » is an isomorphism in . then '«| is one fo one mapping and
23] = la) 1]

Let us take now a category of provided with a covariant faithful functor
F:cd— 5. Then the category # = D(~, F)} with objects T(A) =
= {({ F(A), A) and with morphisms

T(e) = (VFC7 ()], 7 (@), |F(e), (| F(Ie)i, K,
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where A runs through the objects of 4 and 2 through the worphisms of of
is obviously an s-category. and T : o —~ &' is an isomorphic covariant functor.
On the other hand to every s-category ¥ we can find a category £ and a
covariant faithful functor F:c/ — ¢ such that ~# will be identical with
DA, F).

Thus the original corneept of the s-categories may be replaced hy the follow-
ng:

An a-categm'y is a category oF provided with a covariant faithful functor

Foiot -~

Let us LEI” fwo objects A, B in an s-category eguivalent, if | A} = |B| and
tf the morphisims (B. 1 . A4) and (A Ly, B) belong to . An s-category
=t i3 irreductible, if from the equivalence of two objects it follows their equality.
The s-categories .%7, -7 and «; are irreductible, but -4 is not jrreductible.

At non irreductible s-categories MALCEV considers two equivalent objects
as equal [6]. In such mamner we can get iv a natural way a factorisation, and
the factor category will be an irreductible s-category. Thus we obtain from the

category «# the category of the nonvoid metrizable topological spaces and
their continous mappings.

An ordinary injective s-caiegory -7 is defined as an s-category, which is
mjectwa and satisfies the folhn\mq condition: if = = (B, f, A) is a murplnsm
of 7, then [A]is asubset of !B and || — f= injyy o (wWhere inj.g 4 18
the injective mapping of the sct 1AI into the set |Bl). ‘An ordinary regutar s-
cafegory is a pair + = {(#, J} where ¢ is a regular category, 4 an
s-category and -1 an ordinary injective s-calegory.

Let us mention, that if £ is an s-cofegory, then we cai transforine i 1o an
ordinary regular s-category. taking an order o1 the cluss of ebjects befonging to 4
satisfving the condition: if A=8 fhen |A|C|Bl and (B,inj .. A) is «
morphism {n . I that case the class of injections of & consists af the mar-
phisms (B, inj . Ay of ¥ with A< B.

Whenever 7 is an irreductible s-category, and the class of morphisms of
WL equd} to the class of all morphisms of the type (B, inj, .. A) of
then *f = (¢ 4,7} wili be a regular s-category. This 1eguiau s-cdategory is
catled the fulf ordmarv regular s-category belonging to 4. We denete the full
ordinary regular s-categories belonging to ., -7 .9 and & with +.9° +
w7 T respectively.

-7 s obviously not the ouly ordinary regular s-category of the type
(F°, F). C.g taking A= B if A is a subspace, [closed or open subspace] of
B, we ohtain the ordinary regular s-categories +F % [+F % 4.7 #%x]
dlffelmg from each other and from +2 .

Ordered s-categories have been investigated the first time by MaLcev |61
He introduced the order to the class of nhju:ts by a deduction from the structure
of the s-category. This definition applies also lo non irreductible s-categories,
but is different from the idea of the full 0|dm'uy regular s-categories. belonging
to an s-category. SEMADENI proceeded in a similar way [8]. He dealt with
subcategories of %7, and observed, that by the indication of the subobjects
sne has to count with the possibifity of more variations.

It is casy to prove, that an erdinaryv regutar s-category =t is a normal s-
cafegory, if

3%
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(V) for each triple of objects A, A, A, wifll A= A, A,= A and 1 A1 =14,
the refafion A, = A, holds.

(2) to every morphismt w = (B, f, A) and o eacli object A, with A=A we
can find an object B in v+ with B, =B, |Bi= f(| A)\) and for which
f = (B, fllay A) is amorphism in te4. (flia, is the restriction of
the map f to the sets {4,| and | B,|.}

The categories +%, +77., +4, +7 % satisfie the conditions (1) and (2).
consequently they are normal. An ordinary regular s-category doesn’t need.
however, conditions (1) and (2) to be a normal category. The category +Z~
doesn’t satisfy {1) and +Z ** doesn’t satisfy (2), but they are still normai.
The category = %% gatisfies (13 hut (2) net. This category is not normal.

4. Extended and Product Categories. Categories of Diagrams

Suppose. that the empty set doesn’t belung to the objects or morphisnis
of the category «+#. Let us extend < 1o a category +"=c#+0 in the following
way:

The objects of (4" are the objects of & and the empty set . The mor-
phisms of " are the morphisms of , and the symbhols 7 and (4, §)), where
A runs through the ohjects of «#. The domain and codomain of =2 is @, the
domain of any (A, B} is O and its codomain is A. The composition of the mor-
phisnis betonging {n (4 is the same as in 7. Moreover be 01 2= 1 (44, ) [ =
= (A, ) and for & : A~ B, «(A, ) = (B, 0).

Suppose, that for a regular category fcf = (¢4, J) the ewpily sct
doesn’t belong to 4. Let 2" be £+0 and 2 be F+=0. Then -~ =
= {f’, 2% is likewise a regular category. [l is an extended cafegory. the ex-
feasiont of o4 by the emiply sef. tf *¢£ is normal. then ~+7 is alse normat.
Obviously in this case (A, Olg= 71, and for any marphism = : A~ 8 of ¢ it
is olg = We can obtain in this way frem the normal categories ~.%°, +77
and *7* the normal categories +.%7, + 7 [, +F ",

Let *<# he a regular category and M a finite ordered set with the elements
&, ..., q, We form the product categery 43 of +of with the exponent M
as follows:

The objects of +43 are the couples (A, ..., A,) of objects in 4 satisfy-
ing the condition: if g;<g; then A;<A;. The morphisms of =43 are the
couples (=, . ... o) of morphisms belonging {o *.7 satisfying the condition:
if @;=¢; then «; =4, The domain of a morphism (z,. ..., %) is (Me), ...,
Aoy and its codomain is (V(ay), ..., 7 (). The composition (£, ..., 3,)
(e, .. ., 2} of the morphisms in +#3 is defined, if 3,2, is defined for i = 1, ..

oy koand then

Bo v By o) = (:'?1 N S

The coordinates of an object G = (A4, .... 4.) [of a morphism I =
= (25, ..., )] of tA#Mare A, .. .. A, [%. ..., %] We introduce the signi-
fication i for A; and Z for ;.
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The injections in *« £ are defined as morphisms each of whose coordinate
is an injectiont in *c£. In such manner *~£" becomes a regular catcgory.
1{ =¢+# is normal, then +.£4" is also norimal.

Suippose. that *¢# is normal, and that M has a greatest element, namely
a. Let G = (A, .... &) and H = (B,. ..., B,) be two objects of 4™ and
x: A~ B a morphism in +f. We can look for a neccessary and sufficient
condition for the existence of a morphism J:G—+H in +o4" with ¥ = «.
This condition is naturally the accomplishment of the formula «(A)<B;
(r = 1. ... k). We can take namely in this case », = «]a, g, and so by 2. 13
I= (9 = . ... %) G~H is a morphism in + A" This morphism

y (J—'H with 12 = x is, however, unigue. We can denote it with o
[.et us see some examples for +f*!:

1. Suppose AT is linearly ordered such, that a.< ... <ay-=¢,. Then we de-
note also *£* instead of +£™M. If k = 2, then we obtain the cafegory of +cf
pairs, if k = 3, then the cafegory of tcd friples. 1s vod = +TF7, s0 is +cA? =
= =T 2 the normal calegory of conipact pairs and *c#% = +973 that of
compact triples.

. Let M be an ordered set having three elements a, ¢y, a3 with the ovrder

a, - al, Uy Uy @y g Q= &y aNd @,=a,. We call then +~#M the category of
~o ¢ triads and denote it with +c47, +F7[F is the norntal category of compact
friuds.

The category of compaci pairs, triples and triads play an important role
in the axiomatic foundation of the algebraic topology (See [I]).

Fitally we make a short remark concerning the categories of diagrams.

Let ¥ = (/, M, d) be a diagram scheme and *o = (of, &) a regular
category. We transform the diagram category [Z, 4| into a regular category
[ *A] by defining a mavphism {«, : A, B, ic I} of [ X, of] as an injection, iff
for each i, #, is an injection in *¢4. It i3 easy to prove, that from {he normali-
ty of =4 it follows the normality of [X, +/].

5. Reguiar and Normal Subcategories. Regular and Nermal Functors

A regular category +o#’ = (¢, ') is regular subcafegory of the regular
category *od = (#, ) if < is a subcategory of 7 and 27 is the in-
tersection of «# and . Hence the injections in *t#” are those injections of
*c £ which helong to *'. Consequently for two objects A,, A, of +of’ the
object A, is a subobject of A4, iff A, is a subobject of A, in +f.

Let + = (¢4, 7) be a normai category A reguiar category “tot’ =
= (cf', ) is a normal subcalegory of *of, if it is a regular subcategory of
Fod Satisfying the following condition:

for every morphisin o : A- B of o’ and for each object A, of +A#
with Al = A the mmplnsm zila, belongs to *c£’.

If +4" is a normal subcategory of *of then +of itself is normal, and the
rextrictiuns in *cf’ are the same as in +of. But it may happen, that +of is a
normal category, it is a regular subcategory of +c¢, but not a normal subcate-
gory of *of.
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Let ~od = (£, F) and +ct =(~. F) be regular categories and
F 1 ed ¢4 a covariant or conteavariant functor. The functor F will he called
a regular covariant {contravariant] funcior and denoted with F @ —of - #o¢ if
injections are carried by F into injections. ]

The covariant regalar functor F: ~cf =4 is normal, it ~c4 and -4
are normal categories and if for each morphism % ; A~ 8 of *f and cach sub-
ohject Ay of A

Iz a) = I'(7) Foap
Let us see e.g. the normal categories —-7 2 and +7 2, Let us define the
functors F1: -7 o~ 2 and F?: -9 7~ -F 2 as follows: the object
(A, As. Ay) of =T is carried by FPinto (A 4, 7 4y) and by F? into (4,
AU AL, the morphism 5 = (%, 2. %) 1 (A, A A~ (B, By, By) of —-F
is carried by F'into the morphism

oA, Ay are subcompacts of the compact A, (herefore there exists a greatest common
subobject A, A, and a least common supernbject 4, A of A, and Ajin - 77 A, r A,
is the intersection space of the two suhspaces A, A, or the emipty set, 4, 4, is the uninn
space of A, and A,

{3‘-|- Ly, AL B'..-|33): (‘_‘ll‘ A“lg I A;;) - (B| Bg L B,;)
and hy F* into
(I'I‘ 11"“: Ag 3, B:]): {‘-‘l‘ ‘12U‘1:!] -{Bl‘ Bqu:i)'

FUand F* are regular covariant functors. F2 iz normal, but F? is not normal.
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1. Notations

.1y The letters p, q. Py, Por <« <5 Gy Gar - - - denote prime numbers.

Y &, 8y, ---, 8, 0, ... denote arbitrary sufficiently small positive constants.
.3) For the sake of brevity let x; = log x, x, = log log x.

A)y U(n) denote the number of different prime factors of n.

A} din) denote the number of divisors of u.

6) R(x, €1, €s) :’Ié;cf("}cf(" )
) Dx) = Z d(n).

) D+(x) = "_5,’ max (@om, din+ 1),
4y D-(x)= 2 min {dun, dui+1)).

n=x

Let r(i2) denote the number of representation of 12 as the sum of two squa-

res, and let

(

(1

A0 M(x) = pg r(p+ Dlu(p+1)].

) T = 2 r(p+1).
p=x
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Let furthey

(1.12) Aix, ¢) = 3 cvwsn,
p=x
(1.13) A = 2 dip+ 1)
px

(1.14) Q,, @/ denote square free numbers having exactly r prime factors.
Let A(c, ) denotfe the set of those n-s for which the inequality

{1.15} JU(my— ex,| = eXy
holds.
Let
{1.16) 1(x, ¢y, €a. &) = Z ]
ne ALy,
. 1€ AL, F)
(1.17) ox. ¢, ¢) = >

p=x
poledle, )

(1.18) Let B(x) denote the number of those p, p~ x for which p+ 1 has no prime
divisor in the arithmetical progression = —} (mod 4).

(1,19} We use sometimes the Vinogradov notation <. We write f =g if the
inequalities f<g, g<f simultaneously hold. The letters B, B,, ... denote
positive absolute constants.

2. Theorems

[z this paper we shall prove the following assertions.

Treorem 1, Leéf o= 1, &= 1, e=0 be consfanis. Then

(2.1) R{x, €,, €5)3< X+ Xxf1% &2
(22) R(x, (i ('2) = (I + g(])) Z C{J(rl){:é}(ri+1),

fTE Ay, &)
n+1l EA{:‘.:, #)
X, ¢, ¢ 5)

2.3 xrelogey €y o
) 1 1. xfl‘f“-'c—g‘(‘-'; log ey +¢; loge,)

<& xi]'og Cyts

TueowreEM 2. For every fixed =10 hold the inequalities
(2.4) X3V = e D (x) < x-x3FED),
(2.5) DH(x) = 2x{x, + (2y— 1)} + O(xLe0),
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wihere v stands for the Euler constant and

(2.6) _\-‘l—’(lé' D vy e L)< x‘f(i )
ey =0 arbitrary constunt.

THEOREM 3. For ¢=1, e=0 the relations

(2.7) Hx, ¢y =1 +oth)) 2 U,
p-—l%:?f, £)
(2.8) Hxy = (1<) Z d(p+ 1),
;:Ll;-?i:’;:‘z. £)
('_{_g) _\-I—elogc o b(}.‘. £ ‘e) o -\"1- loz ¢

.\'-,\‘f dogloge

hold,

THeEOREM 4. Lef e=-0) be a constant. Then

(2.10) T(x) = +ol)) 2 rip+))
i ]J:'_f.lfl, 1
(2.1 My = (L+oly) 2 rip+1)pp+ 1),
7 :~1PE=;1'\'U,s)
2.12) Nexyl 2= e Bx) e xex7d2.
3. Lemmas
et
{(3.1) S(x.e. D, 1) = -Z' plabpm=ly
Din-f=x

73

Using the method of A, I. ViNoGrabov and Yu., V. LInvik which was elabo-

rated in [4] we can prove the following

LEsmA 1. Lef 6=0,c=>1 he arbitrury constants. Then the inequality
(3.2) S(x, ¢, D, = % x¢=1

holds uniformiy for (I, D)y = 1, 1=+ D, D-=x1-%

Lesaa 2, If e=1, Hhen

(3.3) Wx, ey > v x§-e,
Further
(3.4) A(xy = (1+ o) Ax

where A is a sultable positive constan!,
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The inequality in (3.3) is a special case of a more general theorein of M. B.
Bakrean [8] using the new improvements in the theory of large sieve duc to
M. B. Barsax, A, . ViNoGrapov and E. BomsiEr! [T}, [1U], [4].

The asymptotical relation (3.4) was proved by Brenmx in [11] with the
dispersions-methed due to Yu. V. LinNik [6].

Let 7(x, D, ) as usual denote the number of primes p. p-"x in the arithme-
ticai progression ={ (mod D).

Let C{x. D) denote the number of those primes p. p=x for which p+ 1=
=0 (mod D) and have the prime-cdecomposition

p+t=Dg, ... g,
with g.=t(madd), =1, ...,5

LEMwa 3. For fixed 0=0 hold the {nequalities

- X-xt
(3.5) a(x, D) e 222
( #(D)
(3.6) Clx, Dy < X0 7
(D)

wndiforndy for {((, DY = 1 and D=x1-",

The inequality (3.3) is the well known Brun-Titchmarsh inequality (see
f2]. p- 44). (3.6) one can prove using the sieve method of A, SELBERG (see [2],
Ch. 1),

LEMma . Lef N = inpyo o Ppa Pr=Pa= ... <P, Let 1, denote the namber of
those divisors of N which have exactly r prime divisors, end which ure greater than
N7 Then

Proor. Since

I Q,:_\-'(" Y,

QN
(k—l
‘r\fj-,'rr =z H Qr s ‘,\f =1 ,
QN
Q= NP
andl the assertion follows.

LEmMA 3. Let ¢=1, =0 be urbitrary coustants. Let d = c— . Theu

k]
rv
as k— ==,
This assertion is a well known special case of the law of the large numbers

=(l+o(ly) 2 o

jr—-%k1<ok
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LEMMa B, For d =0 holds the asvmpiotical relation
_ dYg(n)

n=y 1

= C(d)ling p)* + O(log 1y 1),

where C{d)=0 constant.
We have

S 4V p)

!

= JYs+ DA(s),

n=1
where J(s) denotes the zeta-fuoction of Riemann, and /1(s) is regular and bound-

ed one in Res= T su applying the contour-integration technigque as SELBERG

in [5] the assertion follow.

LEMMA T.
(3.7) T(x) =(1 +ah)C, =,
'YI
(3.8) M) = (1 +00)Cy -
-\:]

C,, C, are suitable positive constunis.

The proof of the relations (3.7), (3.8) goes with the method of LiNNIK or
with the method of HooLey {3] combining this with the large sieve theorent of
BommiEr [4].

4. Proof of Theorem 1.

letd =c—1,d, = c;—1, d, = co— 1. From the binomial-theorem

Uin

{4.1) e = Z}d’ > 1

r=tp Q. n
follows. Lel R(X), Ry(x), Ry(x). R\(xX) denote the sums 2 ¢PV0. Y0+ extending
over those n-s for which .

4.2)  U(n)=(c,—e)xs, U= (¢ + e)xa, U{ti 4 1) =(Ca— &)xy, U+ 1) (Co+ £)Xa
hold respectively.

. i . .
Since — =1 so there cxist suitable constants 8=0, 0=<g~<1, such that
¢

(,d +él % = 1. Applying the Lemmas 4 and 5 and (4.1) we have
c

{(4.3) ol A a 2 1.
0 --;:- LK)y |<¢U(n} Qrin

Q.= n?
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We shall now prove that

(4.4) RAx) = o()x-x(7e:-2, (i = 1,2, 3, 4).
By {4.3) we have
(4.5) Rix) =< 2 df 2;65(.’6, . Q1)

F=hy Qs

d
L, = [—‘ +d l (€ — £)Xs.

€y
Hence by Lemma |

1
Ryx) = x-x{ ! > df ¥ —
i'~_L.| Q,.ﬁx Q,r

~ follows. Using that

(46) 5, 1 . —JIZ' ]t"{ I{\ -‘—B}r-
) w=xQ s ploon! e '

and that L «d(1 — &)X, &=0if 3 ic amall enough we obtain {14) for { = 1.
The proof of (4.4) for i = 3 is similar.
Using (4.3) we have

R = 35 3 Sx ta Qo 1),

where L, = ‘El —~ 5) (€ e)xa=d (14 ra)¥s, if & is small enough.
¢

% 1 4
By Lemma | and by {4.6) we obtain that

Lo Ly 1
Ryx) = x-xf~! > — ' > — L ax-x¢:"1 3 — (% + BY,
) ' rﬁ_z s p) ! rz%‘_g r (

whence the inequality (4.4) follow. The proof of the case i = 4 is similar.
Now we prove (2.1). Hence (2.2) immediately follows taking into account

(4.4).
We have
Lia) in+l)
R e sl>a s iy e 3 1l=
n=x lr=0 Qlr Jl 5=10 Qsin+1 J
Q,.::lfx Qs::lfx

dids

< X 5’ Z“' > > > >3 x-x‘{ﬁ-de
r=0s=0 Qrﬂv; Q’sﬂvx_ Qr 5
applying Lemma 6. So the lower estimation in (2.1) is true.
Further for U{n)-= (¢, )x, there exisis a f-=1 such that

. Ln)
C}_’(") < >dy 3 I,
r=0 Qi

Qent
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and consequently

RO ¢ ) << S di 3 S(% € Qn 1)+ O(Ry0) + O(Ry0) <<
F=0 Q,f»r*
<X x§! > 4| > 1

« X+ xpteE,
r=a 7! ln<x n ’

(2.3) immediately follows from (2.1), (2.2).

5. Proof of Theorem 2.
Since d(n}=2U0), g0
min {dun), dir+ 1)y = 2min U, Uit 1)
and conscquently we have

D ()= xt X WAV o DR, V2, VD) s xe x 30 D
n=x
ne A(] 2, ¢
ne1¢A(l2 <)

Further min (¢, doi+ 1) = Vd(n)-¥d(u+ 1), and so

D) = 220 - 2+ 1)
H=x
The upper estimation of the sum on the right hand side is similar to the
upper estimation in (2.1) and so we omit.
The refation (2.5) follows from (2.4) taking inlo account that

DH(x) = 2D(x)— D~ () O() = 2¢{x, - (2y — DD} — D~(x) 4 O(x'12).

6. Proof of Theorem 3.

We shall prove only (2.7). Hence (2.9) immediaiely follows. The proof of
{(2.8) is very similar.
Let 4,{x), 4(x) dencte the sums 3 ¢U@+Y exiending over the p-s for
pox

which
Ulp+ 1) =(e~e)e Up+ )= (ct &%,

hold respectively. For the estimation of 4,(x) we choose suitable constants

0=4, t=f<1T¥ such that rd +5i—;— = 1. Using (4.3} we have
[

Ay = 2 d 2 alx. Q,, —~1),

r=l, Q="
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def
[—~+5l(c—p)x..-=:c(l—s,)r.,, if & sufficientiy smail. By (3.3} in Le¢nima 3
we have

A (x) = 2 > d— {x,+ B} =o(l)-x-xi71L

'\1;“[,

Similartly we can prove that

Ap(x) < 2 d" Z alx, Q. — 1)
- Qo-rat
: d C e "
where L, = ‘—-——6)(c+ N, = (14 #)x,. and conseyuently
c .

L{xy = a(ly-x-x{-"
Using (3.3) hence (2.7) foilows.

7. Proot of Theorem 4.

The proof of (2.10) and (2.11) goes in the standard way applying (3.6) in
Lemma 3. The upper estimation of {2.12} is the special case of Lemma 3 since
B(x)=C(x, 2). The lower estimation in (2.12) follows from (2.11) and Lemma 7
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ON THE CHARACTERIZATION OF COMPLETELY REGULAR SPACES
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L. In arder to give a characterization of completely reguiar spaces without
tire use of real numbers, O. Frixg [3] proved the following theorem:

(1.1Y A Ti-space I is complefely regular if and onlv if there exists in I «
system 3 of sels with the following properties:

(1.2) 3 is @ base for the closed sefs;
(1.3) 3 s a laitice®

(LAY Z, 7,3, 2,70/, = 0 implies the existence of Uy 22, U,/ with =,
E-1,e3, U,NU, =10

(1.3y xel', E=Ue3 implics the existence of L¢3 with xeZc U,

The necessity of this condition follows from the fact that the system of
all zero-sets clearly has the above properties. The sufficiency is proved in [3}
by constructing a compact Hausdorff space containing E.

V. 1. Zaicev [6] has showa that, in (1.1), the condition (1.3) can be omitted
and the proof of the sufficiency can easily he reduced to the following earlier
reswdt of Yu. M. Svarxov {4]:

(1.6} Lef & be a topotogical space and G a sysfem of pairs of sels in IZ with the
Jotlowing properties:

(1.7Y  For (F, (Y@, I is closed, G is npen and < G;

(1.8) If (I, ) £Q, then there exist Gy and 7] such that G — ), (F. )<,
(1. H=G.

Then, ff (I, )8, I and E—G are functionally separated i I

* In the obvious sense. Le. with respect to set-theoretical uniem and intersection,
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At the same time, the paper [6] gave another characterization of compietely
regular spaces. It can bhe formulated, in a slightly more general form as there,
as follows:

(1.9) fn order that a T\-space E be completely regular, it is necessary and
sufficient that in E there exist a svstem » of pairs of sets with the following pro-
periies:

(1.10) If (F, GYey, then £ is closed, G is open and F < G;

(1.11) If (F, Gye%, then there exist Gy and G, such thal GG, =B, (I, G)E%,
(E—G, G)e%;

(VA2 If x£G and G is open, then there exists gn F such fhat xe t and {(I",GY£%.

Moreover, the paper |6] contains a characterization of all compactifica-
tions or, which is the same by the classical theorem of Yu. M. SmirNov [3], of
all proximity relations compatible with a given completely regular topeiogy.
It may be formulated in the following form:

(1.13) In the completely regular Ti~space I2 tet W be a systent of sels and B a
system of pairs of sets with the following properties:

(1.14) A is a basc for the closed sefs;
(1.15) If (), GYeW, then Fel, K- Ged, I'CG;

(1.168) If (I, GYeXW, then therc exist G| and G, such that GyNGy, = 0, (I, G)edd
(1.17) If x€G, E—Ge, then there exists an I" with xe F, (I, G)e Q.

To each proximify relation o compatible with the fopology of I there correspond
fwo sysfems U, B, with the above properiies, and fo two such systems W, B there
corresponds a proximify relation by o compatible with the topology of E in such a
manaer that oy, «, = 0 for cach o.

The necessity of the condition in {1.49) follows froin the fact that the system
of all pairs (F, G) where I and £—G are zero-sets and F G clearly satisfies
(L.10), (.11} and (1.12). The proof of the sufficiency, as weil as the proof of
(1.13) is based in [6] on results of P. S, ALEKsAxDROV and V. [, PoNxoMaAREY {1].

The purpose of the present paper is to show that theorems (1.6) and (1.13),
as well as the sufficiency of the conditions in (1.1) and (1.9) can easily be proved
with the help of the methods and results contained in the monograph [2] of
the author. Moreover, in (1.1), we can omit not only the condition (1.3), but
also the hypothesis that E is a T)-space. Similarty, axiom (7T,) may be omitted
in (1.9) and (1.13).

2. Proof of the sufficiency in (1.1)
If 3 satisfies (1.2), (1.4) and (1.3), we may suppose that 8, £¢3 because

the adjunction of 0 and E to 3 does not concern the validity of these con-
ditions.
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Now, for A, BC E, put A=< B if and only if there exist Z and U with Z¢3,
E-Uc8, AcZcUcB. = clearly is a symmetrical semi-topogenous order
in E. Moreover, = C =? since A= B implies

AcZcUcB, Z¢B, E-U¢3,
and by (1.4) there exist U, and U, with

so that A<U,;= B. Therefore <2 is a symmetrical topogenous order satisfying
<9C =9 ([2] (3.6), (3.2]), (3.53)}, and F~ = { <9} is a symmetrical topogenous
structure.

By virtue of [2] (12.61), it suffices to show that F 7 = " where -7 =
= {=,} denotes the tepology of the given space. Now = C =, since the sets of
3 are ciosed, hence <% C <% = =, On the other haud, if x<, V, there exists
by (1.2) a U with xeU, E—U¢€ 3, and by (1.5) we have

xeZclUlcV, Z¢3, E- U3,

thus x = V. Therefore A =,B implies x< B for x€ A, a fortiori x<98 and A <%8.

3. Proof of (1.6)

If € satisfies (1.7) and (1.8), we may assume that (@, 8)¢€, (E, E)€€ since
the adjunction of these pairs does not concern (1.7) and (1.8). Put A< B if and
only if there exists (I, G)€€ such that AcFcGcaB. Clearly < is a semi-
topogenous order, and <= C =<? since A= B implies

AcFeGae B, (F, GG,
hence by (1.8)
Ac FcG,c I oG B, (F, G)e8, (I, G)el
so that A =0, = B.

<* is a symmetrical iopogenous order satisfying <sc =52 ([2] (3.33),
(3.33)) and -7 = {=%} is a symmetrical topogenous structure. If (¥, G)e€,
then F=G and a fortiori <3G, hence by [2] (12.41) there exists a {7, /')
continucus function f: E—~[0, 1] taking the value 0 in F and 1 in E-G. fis
also (7%, 7'sy-continuous, i.e. (-7, 4 )-continuous ([2} (10.12), (10.19),
(9.23)). Denoting by 77 = {<,} the topology of the space, clearly =< C <,
= =, by (1.7), hence =5C =, -7~ €I, and [ is (-7, ¥ P}-continuous
([2] (10.10), (10.12)).

4. Proof of the sufficiency in (1.9)

If § satisfies {(1.10), (1.11), (1.12) in a space E with the topelogy 7, =
= {=,}, we can again assume that (0, 9)€9, (E, E)eH. Put A< B if and only
if there exists (I, G)¢H with Ac/'cGcB. Then = is a semi-topogenous
order. Moreover, <= is symmetrical and satisfies < € <2 In fact, A< B implies

AcFcGc B, (F, 1)eh,

G AMNNALES Sectio Mathematica, Tomns XE.
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lence by (1.11)

4.1 AcltclUcE-GcGaB, (I, G)en, (E—-G, G,) &
Theretore
{+.2) E—BcE-Gcl,cE-G, (£-G, G)en

and E—B=L -G, ci{’— A, which proves the symmetry of <. 'rom {11} we
see that, if A< B, then A =4, and, by (4.2), I — B= E—G,. Using the symmetry
of =, we have G < B. Therefore <7 = {=%} is a symmetrical topogenous
structure. . N

< C =, follows from (1.10), thus <% C <, -7 ?<-%" _ On the other hand,
by (1.12) x=,V implies x=V, hence A-z,B implies A =B and -7, < -5+
By {2] (12.61), the statement is proved.

5. Proof of (1.13)

By |27 (7.26), we may consider symmetrical topogenous structures instead
of proximity relations.

Let -7, = {=,} he the topology of the given space. If & = {2} is a
synunetrical topogenous structure such that &7 = &7 let A = be the system
of all closed sets and B 4 that of all pairs (F. Y with F, E—Ge ~, 1= (.
Then (1.14), {1.13), {(1.16), (L.17) clearly are satisfied (in (1.16), one chooses €
with F=C =G and thcn pntx Gy = int C, G, = int (1-C)).

Conversely, fet Y, B be given satisfying the conditions {1.14) to (L. 17).
Put A= B if and only |f tllere exists (£, GyeVwith A<l Go B Then « isa
semi-topogenous order, and, dq m the prevmus proof, (1.16) ll]lp]llf\ that =
is symmetrical and satisfies < €2 Hence -Z7 = -7 g w={<="} is a symmetric-
al topogenous structure. The -»Lt\ (}T 9 being closed, (1.15) implies I~ <-7, . On
the other hand, (1.14) and (1.17) imply -7, <F77. Henee 77 = -/

Finally, it -7 = {<} is a symmetrical topogenous structure s(ltlsfym;:
T V=T and Y ~, W - are defined as above, tllen Jq[ o B < 77 is obvions.

Lun\’er%eiy, A= B implics A =int B, so that % <« -Ty P also holds.
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UBER DIE DOPPELTE KOMPAKTIFIZIERUNG GEWISSER TOPOGENER
‘ RAUME

Von
A, CSASZAR
1. Lehrstuhl fiir Analysis der Eétvis Lorand Universitaf, Budapest
{ Cingegungenn am 9. Dezember 7967)

1. In der Monographie [2] wurde die Theorie der doppelten Konipaktifi-
zierung von fopogenen Riumen ausgearbeitet und spiter in [3] auf beliebige
syitopogene Riume verallgemeinert. Es wurde insbesondere gezeigt, dafl diese
Theorie im Falle eines symmetrischen fopogenen Raumes mit derjenigen der
Smirnovschen Kaompaktifizierung (vgl. [8]) des assoziierten Nachbarschafts-
rawmes zusammentallt,

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist nun die doppelte Kompaktifizierung
topogener Riume in gewissen speziellen Fillen nédher zu untersuchen. Die in
Frage kommenden topogenen Strukturen wmfassen v. a. die Topologien, sowie
ginen wichtigen Typ der Nachbarschaftsstrukiuren, der in engem Zusammen-
hang steht mit den in [6] untersuchten normalen Basen und z, B. die mit der
Sitone— Cechschen bzw. mit der Alexandroffschen Kompaktifizierung verbun-
denen Nachharschaftsstrukturen enthidlf. Es wird sich herausstellen, daff die
Konstruktion der doppelten IKompakiifizierung in den untersuchten speziellen
Fallen sich im wesentlichen auf das Wallmansche Kompaktifizierungsverfahren
{vgl. [10}) zuriickfiihren ldsst, und daB die Wallmansche Kompaktifizierung der
topotogischen Riume in cinfacher Verbindung mit der doppelten Kompakti-
fizierung stelt.

Die Grundlage der folgenden Uniersuchungen bildet eine Reilie von Tai-
sachen aus der Filtertheorie, die in speziellen Fillen allerdings und sehr wahr-
scheintich auch in allgemeiner Form wohlbekannt sind, aber der Volistindig-
keit halber hier zusammengestellt werden.

2. Es sei E eine nichtleere Grundmenge. Ist & ein System aus Teilmengen
von £, so wird cin (echter) Filter 8 in E ein 2- Filfer genannt, wenn er eine aus
lauter Mengen voir & bestehende Basis besitzt. Ein maximaler E-Filter, d. .
cin solcher &-Filter, der in keinem anderen &-Filter als echte Teilmenge ent-
halten ist, heille ein Ultra-S-Filter.

(2.1) Ist @, ein Raster, so bilden diejenigen Teilmengen von E, die eine
Menge aus &, als Teilmenge enthalfen, den kieinsten €, enthaltenden E-Fifter.

63';
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Da die Vereinigung einer nach der Inkiusion linear geordneten Menge von
&-Filtern offenbar ein ©-Filter ist, erhidlt man aus dem Kuratowski— Zotnschen
Lemma;

(2.2) Ein beliebiger - Filter (st irt mindestens einem Ultra- S-Filter enthalten.

Besanders interessante Eigenschaften besitzen dic S-Filter, wenn 3 ein
Halbverband, ein Verband oder ein Ring in £ ist. Dabei verstehen wir unter
einem Halbverband in E ein Mengensystem % aus Teilmengen von E mit den
folgenden Eigenschaften:

(2.3) 8, Ech, :
(2.4) Aus H,, Hoc$ folgt HiNI,£5.

Ein Verbuand in E ist ein =elcher Halbverband R in £, der noch der folgenden
Bedingung geniigt:

(2.5) Aus V, Vo folgi V U V,eX%,
Ein Ring in E ist ein Verband R in £ mit folgender Eigenschatt:
(2.6) Aus Ret folgf E—ReR.

im folgenden wird der Ausdruck ,,in E* im allgemeinen weggelassen, also
einfach Halbverband, Verband bzw. Ring geschiriehen.

n
(2.7) Ist © ein Halbverband, so bilden die Mengen der Gestali \J H, (H,c9,
1

n=1,2, ...y den kleinsien »» enthaltenden Verband 8. ¥ heisst der von $ er-
zeugte Verband.

(2.8) Ist W ein Verband, so bitden die Meungen der Gestalt E—V (V<¥B)
einent Verband, der mit L% bezeichnet wird.

(2.9) Ist B ein Verband, so bilden die Mengen der Gestalft V,—V,
= Vi(E—Vs) (Vy, Vo< ) einen Halbverband 9. Der kieinste $ eniha!fende
' Verband ist einn Ring M. ist der kieinsle W enthaltende Ring und he:ﬁf der von B
erzeugle Ring.

Bewels, Es geniigt zu zeigen, daB der Verband R tatséichlich ein Ring ist.
Nun hat ein Element von R nach (2.7) die Gestalt

R = LII {(ViT(E=W))} (V, W),
Daraus ergibt sich
R—"]((E Vauw,) = ; ﬂX

ifr

wobel [ eine endliche Indexmenge durchiduft und X; = E—V, oder X;; = W
filr jedes fund i = 1, ..., n ist. Aus (2.8) sieht ma, dab

A X, = UN(E-U)
=1

ist mit U;, Uje®, atso E—R<R.
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(2.10) Dazu, dap ein S-Filter 5 ein Ullra-2- Filter sei, ist die folpende Be-
dingung hinreichend und, falls € ein Halbverband ist, auch notwendig:

{2.11) aus SeZ fotgl entweder S¢s oder E—S¢8,

Beweis. Ist (2.11) erfiillt, s0 sei s, o6 ein E-Filter. Aus A3, folgt die Exis-
tenz von Se3, mit Sc€, Sc A. Da E— S¢g unmiglich ist, muB $£38 und damit
auch A¢é bestehen, so dall 5 =s.

st & ein Halbverband. so sei s ein Ulira-£-Filter, S . Falls K- 8§45, so
ist SNA=0 fiir A¢s, und die Mengen der Gestalt $ns (S’¢5N &) bilden
einen Raster, der nach (2.1) einen \_-FI“CI & D& erzeugt. Aus 8 =% und S¢8§;
folgt also Scé.

(2.12) 3 sei cin Halbverband, der den Verbund B erzeugt. Dunn sind die
Ultra--Filter mit den Ultra-B-Filtern identisch. Ist noch VCScR, wobei R
den von R erzengien Ring bezeichinet, so ist jeder Ulira-$>-Filter ein Ulira-Z- Filter.

BEweis. Nach (2.7) und (2.9 haben die Elemente Ve®R bzw. ReR die
Gestalt

"
2.13) V=UH (Hen),
1
it
(2.14) R= U(V,UE-W)) (V. W,eQ).
1

Ist § ein Ultra-§-Filter, so wird gezeigt, daB jede Menge Se & die Bedingung
(2.11) erfiillt, falls Hc E W ist: da § offenbar ein Z-Filter ist, folgt daraus die
zweite Behauptung.

Nun sei zuerst S€®B, §=V mit dem unter (2.13) stehenden V. Aus H.ch
fiir mindestens ein / ergibt sich Veb; trifft das nicht zu, so gilt nach {2.10)
E—H.ehfiir 1 =iz, also

H
E—-V = N (E—H)¢n.
1

Dann sei § = VN (E—-V,) mit V, V,e¥. Aus V,el), E~V,el folgt
Seh. Ist E—V,eh, so ergibt sich £~V , cE—S¢h. ebenso hat V.<h die Be-
ziehung V,< E—S¢l zur Folge.

Endtich sei S = U D,mit D, = V, N (E-W), V,W,c¥ Da (2.11) fir

D, statt § giiltig ist, an dieselbe Beziehung nach dem obigen Gedaunkengang
auch fiir § bestehen,

Nach dem bisher bewiesenen ist jeder Ultra-9-Filter ein Ultra-¥-Filter.
Es sei umgekehrt v ein Ultra-B-Filter. Es geniigt zu zeigen, daf v ein H-Filter
ist, denn er muf dann offenbar ein Ultra-D-Filter sein. Nun folgt aus Aco
die Existenz von Vep ¥ mit Vo A, und V hat die Gestalt (2.13). Dann gilt
H.ev fitr mindestens ein 7, sonst hidtte man ndmlich E—H ¢v fir |=5i=n

n
und E—~V = M (E—H)cv, Somit ergibt sich Hyc Vo A, H,co 015, womit
i

alles bewiesen ist.
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Es seien nun = und I zwei Systune aus Tetlmengen von E. Ein L-Flitel‘
t hieisse E-forfsefzbar, wenn es einen S-Filter & gibt mit 35t

(2.15) Ist T ein Halbverband, so gibt es zut jedemn E-Filfer & efnen (selbstver-
stidndlich ‘,-fmtqetzharen) graften X-Filfer t mit tc&, und zwar 1=3(5) ist der
vomn Raster 8N erzeugte Filter.

-~

N7 ist tatsdchlich ein Raster, da E<sn X und aus 7. 72573 immer
T \NT,esN3 folgt. Der von 17T erzeugte Filter ist offenlnn der omﬁte in ¢
enthdltenc -Filter,

(2.10) Ist X ein Halbverbund, so Lift ein beliebiger muxintater 2- fm isetzbarer
T-Filter t siclt in der Gestalf t = I(3) darsiellen niit cinem Ultra-S-Filter s.

Es sei 2, ein Z-Filter mit & St Nach (2.2) existiert ein Ultra-Z-Filter 5 mit
$oe,. Aus (2.13) folgt, dass I($)ot ein E-fortsefzbarer I-Filter ist. und aus der
Maximalitéil, von tergibt sich I(%) = t.

Als Umkelirung beweisen wir:

(2.17) Es sefenr T umd I Hutbrerbinde mit der Eigenschuft
(2.18) uus Se 2 folgt £E—SeX

Danr st der Filter X{(s) ftir einen Ullra-Z-Filter ¢ efn muxinaler S-forisetzbarer
I- Fiiter.

Ist in der Tat t=3(s) ein E-fortsetzbarer T-Filter mit ¢, ot, wobei § einen
&-Filter bezeichnet, so folgt aus A<t die Existenz von 72103 und Ses,712
wit A>T>58. Nach (2.10) besteht entweder S<s oder £—-S<5. [ul ersten
Falle gilt Te«N 1, daher A¢ I(2). Im zweiten ergibt sich nach (2. 18) E-S<s 7 3,
daher E—S¢ ¥(s)c e, im Widerspruch mit S5, Also A Iy und t = I(8).

(2.19) Sind 2 wnd X Hathverbinde mif der Eigenschiaff {2.18), so ergibt dic
Bezieltiy t = I(s) efne eineindeutige Abbrldurw der Menge aller Ulira-Z-Filfer
aiif dic Menge atler maximaler Z far{&etﬁ*hm er I-Filter.

Es geniigt zu zeigen, dall I(5) = I(s,) fiir je zwel Ultra-Z-Filter 5,5, .
Es sei 2.B. AAcs,, Ads,. Dann existiert S£s, 72 mit ,—\')S und natirlich §-<4,.
Aus (2.10) folgt E—Ses,, nach (2.18) ist auch £—8<3, woraus E-—-Se3(s)
sich ergibt. E—S<3(g,)Cs, ist aber uunmqluh da 5—_»:1 ist.

Ein Filter, der zugleich 2-Filter und I-Filter ist, heisse ein Z-I-Fiiter. Ein
salcher Filter ist natiirlich ein E-fortsetzbarer I-Filter,

(2.20) Es sei I einn Halbverband mit der Elgetischaft
(2.2) aus S T.Sc E, T3 folot die Existenz von
S,e& Tied it Sc TS ct.
Dann ist I{s) fir einen belichiven Z-Filier s ein Z-I-Filter, und ‘cin
maxinuder Z-jortsetzbarer T-Filfer (st efn maximaler S-3-Filter. Ist auch & ein

Hatbverband und ist noch (2.18) erfiilit, so fallen die maximnalen Z-fortsetzbaren
T-Filter mit den maximelen Z-T-Filtern zusauimen.
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BeweErs. I(3) ist ein I-Filter und auch ein 2-Filter, aus A¢ 3(s) folgt ndm-
Hieh die Existenz von TeINIEyund SeE NS mit AoT oS, so dab es nach
(2.21) zwei Mengen S, cZund T,¢Xgibtmit ScT,cS,<T. Daraus ergibt mh
T e3E)und §¢& ’M_() S, A .
Ein maximaler E~fortsetzharcr I-Filter hesitzt nach (2.16) die Form (%)
und ist daher ¢in E-3-Filter, und zwar natiirlich ein maximaler &-3-Filter. Sind
noch die weiterent Voraussetzungen erfiillt, so ist ein maximlaer £-I-Filter t
als S-fortsetzharer I-Filter in einem Filter der Gestalt £(8) mit einem Ulira-
Z-Filter s enthalten, der als 2-I-Filter mltt identisch sein mufBl. Nach (2.17} ist
also t auch ein maximaler S-forisetzbarer I-Filter.
(2,19 undl (2200 entnimmt man:

(2.22) Sind = wnd I Halbverbdnde mit den Eigensclaften (2.48) und (2.21).
so steften die maxinalen ZS-3-Filler t miftels t=73(3) it den Ultra-Z-Filfern
s {n cincindeutiger Beziehung.

3. Nach [2}, (16.90) [d6t eine doppelte Kompaktifizierung sich fiir einen
topogenen Raum [E, 7] folgendermaBen konstruieren. Man wihlt eine Menge
E’' 5 E und ordnet den Elementen x¢ £ — £ eineindeutigerweisce die in bezug anf
{7 nichtkonvergenten, komprimierten, runden Filter 3(x) zu. Den Elementen
xe E werden durch s(x) die entsprechenden Fundamentalfilter zugeordnet.
Nun setzt man fiir Xc E

(3.1) X)) = {x 1 Xes(x)).

Mit der Bezeichmung {<} = @ sei

(3.2) A -tB e es gibt A, B mit A<B, A'cl(A). MB)=B
und

(7 = {-ﬁ"‘f}_
Dam ist [£7, €] eiue doppelte ompaktifizierung fiir [E£. &}
Was nun dic in der obigen Konstruktion vorkommenden komprimierten
runden Filter betrifft, kann man folgendes heweisen:

(3.3) {11 etnem beliebigen svitopogenen Rewm fullen dic komprimicrien runden
Fifter mit den maximalen runden Fillern zusammen. (VgL [9]. L2.2,

Bewers. Idie komiprimierten Filter des syntopogenen Raumes |E. 3|
sind mit den Koraprimicrten Filtern des Raumes [E, &' identisch (s. [2],
{15.47)}. und «ie runden Filter vou [£, ] stinunen mit denjenigen von
[£. 8] iiberein {s. l[ {16.42)), Es werde {=} = &' gesetzt.

Sind nun s und 5 s runde Filter in bezug auf &, und setzt man voraus,
daBl ¢ kempeimtert ist und B€§ —s5, so sei AE.\.‘, A=58. Da s kemprimiert ist
und Bq-, mul E— Acécs” hestehen im Widerspruch mit Aes’. Daher ist
3" =&, und ¢ ist ein maximaler runder Filter.

Umgekehrt sei jetzt s ein maximaler runder Filter in bezug auf J¢. Ist
A= B und =elzt man voraus, dal Bas, E— A4s, so wihie man mit Hilfe von
Axiom (S,) eine Folge {8} mit den Eigenschaften B, = B, A=58, [« 5
(i = 0,1,2, ...} Offenbar ist

r= {8, B, B.. ...

——
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ein runder Raster. Aus A(M)s = © folgt y(N)8 = #, und ¥(N)3 ist ebenfalis
ein runder Raster, der einen runden Fiiter 8 58 erzeugt. Aus der Maximalitat
von & folgt 8" = §, also By = B¢g steht mit B¢ im Widerspruch. Daher ist 3
komprimiert.

Nun sind die runden und insbesondere die maximalen runden Filter in
cinem gewissen Typ der topogenen Riume leicht anzugeben. Um diesen Typ zu
definieren, seien M und N zwei Verbdnde in E. Das Paar (3, N) heibe normal,
wenn folgende, der Bedingung (2.21) entsprechende Bedingung erfiillt ist: Aus
Mc N, McI, NeQ folgt die Existenz von M, ¢ M, N, e N mit Mc N,cM,cN.

Man beweist nun leicht:

(3.4) Ist (IR, M) ein normales Puar von Verbinden, so wird durch
(3.5) A< wBe esgibt McIR, NeR mit AcMcNcB,
Oy, o = { =, w)
eine topogene Struktur auf E definierf. Die in bezng auf Oww runden Filter
Satlen mit den M-N-Fiitern zusammen.

BEWEIS. <., w ist offenbar eine topogene Ordnung auf E. Aus A=<w u B
folgt nun

AcMcNcB, MciR, Nc¥,
und nach der Normalitidt von (0, M)
AcMcN,cM,cNc B, MeIR, NoR,

also
A=a, N, <, uB,

so daB "Og, w einte topogene Struktur ist.

Ist 5 ein runder Filter in bezug auf "Cw w, so folgt aus S<& die Existenz
vont 5,68 mit 8§, =8, alse mit

SjcMcNcS, MeW, Ned
Da M, N¢3 ist, muld 5 ein M-N-Filter sein.
Ist 6 umgekehrt ein IM-N-Filter, so ergibt sich aus S¢s die Existenz von
NeN, N §, dann vonn MeM, Mc N, also M =qu wS, so daB 3 rund ist.
Aus (2.22) und (3.4) ergibt sich nun:

(3.6) OR, M) se¢i ein normales Paar von Verbiinden mit M* M (vgl. (2.8)).
Dann stehen die maximalen runden Filter 8 von "Oa, w mitfels & = m) mit
den Ultra-M-Filtern m in eineindeutiger Beziehung.

Das Paar (M, M) von Verbinden sei reguldr genannt, wenn aus xe NeN
die Existenz von AM¢IR folgt mil xe Mc N.

(3.7) Ist (M, M) ein reguldres und normaies Paar vor Verbdnden, so bildet M
eine Basis der zu ’Ugy,w assoziierfen klassischen Topologie.

Aus I-c:{;];_gzv fOlgt namlich X o=, o V, aiso xe McNcV, ME’-]R, NESJE;

aus xe NV, NeBt ergibt sich umgekehrt xe Mc NcV, MciR, also x = wV
und x -~ aV.
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(3.8) Es sei (N, M) ein reguidires und normales Paar von Verbdnden mit
WxcN. Fiir x¢ E bezeichne m(x) den vont den x enthalfenden Mengen MeIR er-
zeugten Filter. Dann ist m(x) ein Ultra-3R-Filter; solche Ultra-M-Filfer seien
triviale Ultra-IM-Filter genannt. Ein maximaler runder Filter von Omw st
genau dann konvergent, wenn der im Sinne von (3.6) zu ihm gehdrende Ulfra-M-
Filter trivial ist, und zwar ist f(wy—x mit w = m(x) gleiclmertig.

Bewers, Die den Punkt x enthaltenden Mengen von 3R hilden offenbar
einen Raster, der nach (2.1) einen M-Filter m(x) erzeugt. [st MeM, so folgt
aus x¢ M offenbar Mem(x), aus x4 M ergibt sich aber xc E—MeWM, also
xeMCE—M, M, e und E—-MeIk. Nach (2.10) ist m(x) ein Ultra-i-Filter.

Es sei nun m ein Ultra-M-Filter, 3 = M(m). Aus 8—x folgt Bcm~x und
daber m = m{x), denn sonst gibe es cine Menge Mem—m(x), x¢ E— M¢WM,
so daB E—M nach (3.7) eine Umgebung von x wire, die keine Menge von
enthilt, Umgekehrt folgi aus m = m(x) und xe N¢R die Existenz von Mo
mit x¢e MCN, also mit Mem und NeR(m), so dall - x

Uns wird im folgenden besonders der Fall interessieren, wo iy 9 sym-
metrisch ist. Zu diesem Zweck sei hemerkt:

(3.9) Ist (M, Ny ein srormales Paar von Verbdnden, so ist (W*,IN*) ein chen-
solches Paar, und

[3
A, W T S W Wit

Nun heisse der Verband 3R in E reguldr bzw. normal, wenn das Paar (0, I*)
reguldr bzw.normal ist. (Vgl. [ 1], Definition 2.3.} Aus dieser Definition folgt leicht:

(3.10) Der Verband Wt ist genau dar normal, wenn aus M, M,e M. M N M, =
= U die Existenz von N, N.¢ W* folat mit

M,cN,. M,cN, N,NON, =0
Aus (3.5) bis (3.9) erhdit man nun:

(3.81) Ist WMein nornrater Verband, so {st Gy, oo efne synunetrischie lopogerie
Struktur auf E. Die Gy ae-runden Fifter failen mit den IM-M*-Filtern zusam-
men, Die in bezug auf "Gw o maximalen runden Fifter 3 stehen mitlels 8 =
= W*(m) mit den Ultra--Filtern m in eineindeutiger Bezieliung. Ist noch I
reguldr, so bildet IM* eine Basis der zut ’?lm ans assoziierfen klassischen Topologie.
Die Beziehung W*m)—~x Ty we) ist, far cinen Ultra-M-Fitter m, mif m =
= m{x) gleichbedeutend.

Fiir einen symntetrischen topogenen Raum [E, Ouy axe], Wobei M ein re-
guldrer und normaler Verband ist, 1aBt nun efne doppelte Kompaktifizierung
sich folgendermafien angeben:

(3.12) Sei WM ein reguliirer und norinaler Verband in E. Fiir x¢ E sei m{x)
der ru1 x gehgrende triviale Ultra-M-Filter, und eine Menge E' D E sei so ausge-
wihit, deff zu den Elementen xe E'— E miitfels wm{x) die nichitrivialen Ulira-M-
Filter eineindeutig zugeordnet werden. Fiir X = E sei -

(3.13) Xy = {x: Xem(xy,

ferner sei, mit der Beveichnung == —a ayr,
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(3.14) A ="Bo es gibt Mo, N mit Mo N, Acm(M), n(Nyc B’
gesetzi, Dann ist O7 = [ =™} eine svmmclrische topogene Strukiur auf E, nod
[L’ ‘G7) ist cine a‘oppc.-‘fe Kompaktifizierung von [E, T, w1

BewErs. Wir setzen
s(v) = MF(m{x))

fiir xe £ — E und bezeichnen mit s(x) den za x gehdrenden Fundamentalfilter
fir xe E. \aLII (3.3) und (3.11) hat man dann den Punkten x€ E'— E die in
bezug auf Gy ge- = Gan, = nichtkonvergenten, kemprimierten., runden
Filter 8(x) cineindeutig zugundnel.

Wit zeigen nun, dulﬁ die durch (3.1) und {3.2) definierte Ordnung -z mit
der durch (3.13) und (3.4 definterten Ordnung <" zusamuenfilit. o der
Tat gilt A"="B5" nach (3.2) genau dann, wenn es Mengen A und B giht mit

A{g‘l;.\‘]_l;‘B. .4'Ch(z’—\), h‘(B)CB,
abso nach {3.3) genau dann, wenn ¢s Meagen A2, NeWt* gibt mit
(3.15) McN, Acl(M), KN)c s

(man beachte, dalb X< Vo FE offenbar (XY (Y)Y zur Folge hat). Aus M=
NeDF folgt nun
{3.15) Ay (M), MNY = m{N), (MeWl, Nega¥),

Fiir xef( M), d.h, Mes(x) hat man namlich entweder x¢ £, also x< M und
daher auch Men(x), oder xe EX— E, MeM*(mx)) und erst recht Azm{x):
in beiden Fillen ergibt sich also x&m{M). Aus x< (N}, d.h. N<s(x) folgt, fur
x¢ &, offenbar x¢ N und wegen der Regularitit von D anch Nz m(x). flirxc E'— I7
aber NeOF(nmixyy und erst recht Nem(x). SchlieBlich ergibt sich aus x2 (i),
Lk, Nem(x). fitr xe £ offenbar auch xe N, also N<§(x), fiir x£ E"— E ehenfalls
NeMHmyxy) = s(x). Besteht nun (3.13), so hat man nach (3.16)

MYy m(AD., m(N) = !r(N)

also

{(3.11) Acm(M)., s(NY B, Mo, NgIk¥;

wngekehrt folgt aus (307 und Mo N wegen der Normalitidt von I8
MaoN cMoN, MW N oI,

aise nach (3.16) und der evidenten Beziehung

XcVYCE = m(X)ycm(Y)
auch
m{MYycm(N)) = I(N)CI(AL), BN) = miN),
also ’
A'c (M), h(NYC B, Mg, N2IWF

Daher ist A7 78" tatsdchiich mit 4" -="8" gleichbedeutend.
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Um den Bewets zu vollenden iniissen wir noch zeigen, daf <™ eine sym-
metrische topogene Ordnung auf E” ist. Das ist eine einfache Folge der Formeln

(3.18) m(XNY)y = m(XyNnm(Y) (X. YCE)
(3.19) m(M UMY = m(M)Uni(M,) (M,, M,c M),
(3.20) N UNY) = m(N)YUm(N,) (N, N.cI*),
(3.21) m(E— M)y = E"— (M) (M),
(3.2 HE—N) = E' —m(N) (NeM*).

Hier ist (3.18) eine unmittelbare Folge der Definition (3.13). (3.21} und {3.22)
ergeben sich aus der Tatsache, dall LIIC Filter m(x) lldCh (2.12) Ultra-R-Filter
sind, wobei M den von M erzeugten Ring bezeiclmet, der natiirlich auch den
Verband M* enthilt; daraus foigf nach (2.10), dafi ein Ulira-9%-Filier m(x)
von den Mengen M und E—M bzw. N und E—N eine und nur eine enthilt.
Schlieblich folgen (3.1%) und (3.20) aus (3.18). (3.21) und (3.22):

(MU My) = E'—n(E—(MUM,)} = E'—m((E—-M)(E-M,)) =
E '~ (m{E— MY m(E—M,y)) =
= (E'—m(E—~MPU(E —n(E—M))=
(M YU (M),

und man kann M, durch N, M, durch N, ersetzen, Damit ist (3.12) bewiesen.
Es sei noch hemerkt:

(3.23) Ustter den Voraussetzungen von (3.412) ist m(W) ein reguidrer und jor-
nmm Verband in E’,
m{y = [E —mfM)y : M) = m(IM*)
1l
{3.24) ra ey, mex

BEwEIs. Aus (3. 18) und (3.19) folgt, dab D) ein Verband in £ ist (ndm-
Veh pHE) = E7. und die Gleichung m{‘“i)* = m{M*) ergibt sich aus (3.21). Ist
xvem(N), NOIRF, so ist New(x), und es gibt MeIM mit Mcm(x), MCN, also
mit xe m{AM)Yc m(N). Somit ist m(IM) ein reguiiirer Verband. Aus m{(M)c m(N},
Mo, Nedi® folgt nun Mc N da

{3.25) MY TTE = Al (MaW), m(NYE = N (Nedt¥)

ist, woraus die Inklusionen < trivial sind, im ersten Falle ferner auch das
Zeichen >, im zweiten dagegen mubl noch die Regularitat von M in Betracht
genommen werden. Dann gibt es A, IR und N e ¥ mit Mc N, c M, cN und

m(Myc m(N )Y m(Myc m(N),
nMYEm(M), (N mNNE.

Also m(M) ist ein normaler Verband, SchlieBiich ist (3.24) eine unmitteibare
Folge von (3.14).
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Die Voraussetzungen von (3.12) sind speziell erfiillt, wenn der Verband %
ein Ring in E ist. Dann ist ndmlich M* = M, woraus sich leicht ergibt, dad
der Ring M ein reguldrer und normaler Verband ist. Die Ordnung -z, s+
kann man in diesem Fall so beschreiben:

A<am, msB< es gibt MeM mit Ac McB,

s0 daB <, e einfach mit der vom Mengensystem IR im Sinne von [2], (2.1)
erzeugien Ordnung identisch ist, Ebenso wird =™ nach (3.14) vom Mengen-
system (M) erzeugt:

A’ ="B" = es gibt McIW mit A'cm(M)yc B’.

Nach (3.18), (3.19) und (3.21) ist (M) ebenfalls ein Ring in £
Im folgenden untersuchen wir allgemeiner den Fall einer von einem Ver-
band erzeugten topogenen Ordnung.

4. Es sei nun P ein Verband in E. Nach (3.4) ist (B, P) offenbar ein regu-
lares und normales Paar von Verhéinden. Mit der Bezeichnung —=q= =g ¢ ent-
ntimmt man (3.5):

(4.1) Ist P ein Verband in E, so wird durch
{4.2) A<=qB o esgibi Pe P mit AcPcCB
die von B im Sinne von [2], (2.1) erzeugte topogene Ordnung definiert,
Cu={<g}

isf eine topogene Struktur wuf E. Die in bezug auf Oq runden Filter follen mit
den B-Filtern zusammen.

Aus [2], (2.9 und [2), (3.32) crgibt sich nun leicht mit Hilfe von (2.8)
und (2.9):

(4.3) Jst P ein Verband, so gelfen die Formein
"='-f15= e, -a:fﬁ: =< W,

wobei W dent von B erzeupten Ring bezeichinet.
Aus (3.7) folgt leicht:

(4.4) Der Verband R ist eine Busis fiir die zur Topologie T% assoziierte
ktussische Topologie.

Die Konstruktion einer doppelten iompaktifizierung von [£, Gy] kann
nun folgendermafen geschehen:

(4.5) P sei ein Verband in E, W bezeichne dett von 3§ erzeugten Ring, und
wir sefzen L. = PB*. Fiir xe E sei ©(x) der zu x gehdrende triviale Ulira-R-Filter,
und E'DE sei eine solche Menge, dafi 1(x) deni Elementen ven x¢ E' — E einein-
deatig dic nichtirivialen Ulfra-R-Filter zuordnet. Fiir X < E sei

(4.6) r(X) = {x: Xex(x)}.
and es werde fiir eine beliebige fopogene Ordnung < auf E
(4.7) A'="B o ey gibt A, B mif A= B, A'cr(A). (B)c B’
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[ cr

gesetzl. Dann sind =%, =c ==Y, =% = =y lopogene Ordnungen auf E’,
die der Reihe nach von den Systenien r(ﬂé) r(3),r(R) erzeugt werden, und [E°, Gy )
[E, Cusy), [E, O] sind doppelte Kompaktifizierungen der Reilie nach
van [E, Og], [E, G, [E, Onl.

BeEweis. Wendet man (3.11) fir M = N = N an, so sielit man, daB die in
bezug auf Ty = O (5. 4.3)) nichtkonvergenten, komprimierten, runden
Filter die Filter M(x(x)) = t{x) mit x€ E’ — E sind (vgl. auch (3.3)). Setzt man
daher 3(x) = x(x) fiir xe E'— E, wihrend 3(x) fiir x¢ E den zu x gehdrenden
Flimdamentalf:ltea beze:chnet, so wird, mit den Bezeichnungen (3.1), (3.2),
=g = =g In der Tat, A’ <3 B’ besteht genau dann, wenn es Mengen A, B
gibt mit A~ B, A'ch(A). hi{BYc B’, also genau dann, wenn ¢s eine Menge
P gibt mit

(4.8) Ach{Pycb’, PecX.
Nun folgi aus (3.16), angewendet fiir 3 = I¥ =N, die Gleichung
(4.9 MR) = r(R)y (ReN),

insbesondere A(P) = r(P) fiir PeP. Somit ist A’ < 4B mit der Existenz von
P mit

(4.10) Acr(PMya B, PeB
gleichwertig, also mit der Existenz von A, B mit
A=guB, Acr(d), r(B)ch,

d.h, mit A%<y B’ nach (4.7). Aus (4.10) sieht man, daB =g von r(B) erzeugt
wird. (3.18) und (3.19) {ebenfalls fiir m=n diwewmclet) entnimmt man,
dab #(f) cin Verband in E” ist. sa daf = 3 cine topogene Ordnung auf E’ darstellt,
und [E (J,(L)] ist tatséichlich eine doppelte Kompaktifizierung Tir [E, O],
da =% ==§ beqtcht

Setzt man £ an die Steile voul B, so peht P offenbar in 2, 8 in P und N
in sich selbst iiber, so daR <% von r(2) erzeugt wird und [E “Crzy] eine
doppelte Kmnpaktiflzmlunsg von [E, ‘O¢] ist, wihrend die Glelchung g =
= < aus (4. 3) folgt. Gibt man endlich die Rolle von B dem Ring 9, so gehen
auch !“ unnd R in N diber, und man erhitt die Ghrigen Behauptungen.

Versteht man noclt sinngeméilﬁ, fiir einen Verband £ in E7, unter B* die
Gesamtheit der Mengen E'— V’ (V'€ %), so kann man noch behaupten:

(4.11) Unter den Voraussefzungen von (4.5) ist r(Py* =r(P*) = r (D), und
r(R) ist der von r(B) erzeugle Ring.
Das folgt aus (2.7) bis (2.9) mit Hiife der Formeln

(4.12) HRURY) = r(RYU(RY),
(4.13) R, NR,) = r(R)YNr(R,),
(4.14) HE—R) = E'—r(R)

(R! R]_y R2€:R)-
die sich aus (3.18) bis (3.22) mit Wi = R ergehen.
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In (4.3) wurde die nach [2], (16.93) im wesentlichen cindeutig bestimmte
doppeltkompakie Erweiterung von [E, ©y] angegeben. Kompakte Erweite-
rungen kann es aber noch andere geben. Mit diesen heschaftigt sich der folgende
Satz:

(4 15y Unter den Vor aussetzuigen o0 (4.5) sei E7 die Menge derjenigen
XCE far diev(x)ein Ultra-Q-Filter isf. Dann ist jeder Unferramm [K, Oyt K]
mil E"CKcE kompakt, und [E*. Ouy|E¥] ist, niit der Bezeichnung E* =
= EUE", der kicinsie E enﬁmﬁcmh kompakte Unterruant vont [E' Gyl
EoE pilt genun dann, wenit el reguldrer Verband ist; in diesent Fall ist also
[E”, (),(,_)'J':, "] der kieinste E enthattende kompakic Unterraum von [£7. O]

Beweis, Nach (2.12) ist jeder Ultra-L-Filter cin Ultra-M-Filter, so daB
alle Ultra-2-Filter tatsidchlich unter den Filtern v(x) {x< E7) vorkommen, und
{t(x) 1 x€ E7} stellt alle Ultra-L-Filter dar.

Nach 4 4 und (4.5) hlldLl F(P) eine Basis fiir dic zu Thessy assoziierte
klassisclle Tnpulugie. Daber folgt dic Kompaktheit von [K, Gnq, K] fir
E"”c: K E aus der Tatsache, daBl man aus jeder Uberdeckung

(1.16) Efe JrP)  (Pe¥)

von E” cine endliche Uhcrdcckung sogar vorr £ auswihlen kann, Wiire es
nicht der Fall, so gilte, fitr jede endliche Teilmenge ' {, die Ungleichung

_l_JVl'(P,-) =

also nach (4.12)
P = E ("] ist endlich).

Lyie Mengen

E— U Pes,  (I'clist endlich)
i
hilden also einen Raster, und es gibt nach (2.1) und {2.2) einen Ultra-L-Cilter,
der alle diese Mengen entlnlt Nach dem oben gesagten ist dieser Ultra-L-
Fitter von der Gestalt ¥{(x,} mit einem passenden Punkt x,€ E7, so dai}

T— U P gr(x,), UJr Pogr(x,),  xpir( L-!‘ P;‘) = l.i_ riP,)
i [0 il igf

fiir jede endiiche Menge /"< f. Das steht mit (1.16) im Widerspruch,

Es sei nun £, eine Menge mit der Eigenschaft., daf Ec K, E” und der
Unterraum [£, (J,f]_,IE ] kompakt ist. Wir zeigen, dal £, die Menge E” cnil-
hilt. Aus x¢ £ — E folgt ndmlich, daB r(x) ein Ullra-Z S-Filter und daher in
bezug auf Oy komplnmmt ist (vgl (3.3) und (4.1)). Dann ist aber t(x) auch
in bczugr auf (/L = T komprintiert ((4.3) und [2], (15. 47y), ferner auch in
hezug auf "y ! E, ([2], (15.52)). Daher konvetgteltr(\} in bezug auf Oyl E,
gegen einen Punkt VEE, Aus X€E”"—E, ¥ = x wiirde aber v(v) = t(x) folgen.
so dafl es nach (2.10) zwei VIengen R, Rr,eh geben mibie mit R, cuy),
R.cr(x), R, DR, = 0. Im Ultra-T-Filter v(x) gihe es noch eine Menge @< L7(x)
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mit Qc R, also R, 1Q = 0. Dann wére aber £E—Q = P, PSR £u(y), also
yer(P) wire eine solche Umgebung von y in bezug auf die Topologie Tha
(vel. (4.4) und (4.5)). die die Menge Q¢r(x) nicht trifft, im Widerspruch mit
t(x)—~ v ( Grep! £1). Daber muBy = x bestehen, und x¢ £, E” —ECE, E"CE,.

ie Bedingung E” D E besagt, daBl alte triviale Ultra-h-Filter auch Ultra-
C-Filter sind, was offenbar der Fall is{, sobald sie alle -Filter sind. Ist nun,
fitr x¢ E, der triviale Ultra-R-Filter t(x) ein -Filter, so gilt Per(x) fir jede
Menge P mit x¢ PE}, so daB es eine Menge Q€. mit x£Qc P geben muB, und
der Verband 2 ist reguldr. [st umgekehrt £ reguldr, so sei xe ReR. Da R nach
(2.9) der vom Halbverband aller Mengen der Gestalt PNQ (Pe B, Qe L) erzeugte
Verband ist, mub Ret(x) nach {2.12) eine solche Menge von t(x) enthalten, also
xePOQcR, Pe, Qi Aus der Regularitit von L. folgt die Existenz von
QX mit xeQ,c P so daB xeQ NQcR, ¢ NQeL, w.zbw.

Um die Punkte vonr E” niiher zu charakterisieren sei zuerst bemerkt:

(4.17) Unter den Voraussefzungen von (4.5) ist, fiir Qe . r(Q) it der ub-
eeschlossenen Hiille vonn Q in bezug auf Gl identisch.

Beweis. Da r(F) nach (4.4) eine Basis fir Tl bildet und r(Q) nach
(4.11) in bezug auf diese Topologie abgeschlossen ist, gilt Q< r(Q), aus (2.10)
folet némlich

(4.18) FRYYE = R (ReM),

also spezielt Q@ r(Q). Andererseits folgt aus x<r(Q) und xer{P) mit <Y offen-
bar Qer(x), Peu(x), also PNQ =0 und nach (L18) erst recht #(P)NQ = 0,
an dafd x< (5

Es sei nun in einent topologischen Raum T cin Unterrawm U< T gegeben,
und Z sei ein Systent von Teilmengen von U, Wir werden sagen, daB ein Puinkt
xe T aus U E-erreichbar ist, wenn es in jeder Umgebung V von x eine Menge
Se¢ Z gibt mit veSc V. Mit dieser Terminologie kann man nun hehaupten:

(19 Uinter denr Voruussetzuaigen vor (4.0) bestefil E7 penan ans den Puwikien
von {E, Ofewy|. dic aus E D-erreichbar sind.

BEwEIS. Aus x£ E” folgt, dafl r(x} ein L-Filter ist. Fiir x¢#(P), P, d.h.
Per(x) gibt es also eine Menge Qe ZNir(y), Q@ P, so dall xer(@Q)= Q (s. (4.17)),
Qcr(P) (s. (4.18)) ist, :

Wemn x€ E” aus £ C-errcichbar ist, so gibt es zu P My(x) als Folge von
xer(P) eine Menge Qe mit Qar(f), xeQ = r(Q), also auch mit Q<P =
= r(PYNE (vgl. (4.18)). Nun enthidlt eine beliebige Menge S<x(x) eine Menge
Rc S mit Re N 1x(x), also nach (2.7), (2.9) und (2.12) auch eine Menge PNQcR
mit P ¥, Qe T, PNQe(x). Nach demi oben gesagten gibt es cine Menge Q, €L 7
Nr(x) mit @, < P, so dal man @, NQcC RS, QNQeNr(x) erhilt. Das zeigt,
daB 1(x) ein T-Filter und erst recht ein Ultra-L-Filter ist.

Eine Verbindung der Methoden von 3 und 4 wird durch folgenden Satz
hergesteilt:
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(4.20) Mt den Bezeichtnungen von (4.5), (4.15) und (3.12) sef Tiein reguidrer
und normaler Verband und YR = L. Dann ist

(4.21) ?chn)!ﬁ ‘= af;(:m;, MO

Bewkis. Nach (4.15) ist v(x) filr x¢ £ ein Ultra-M-Fiiter, so daf die Menge
E” von (4.15) mit der Menge E’ von (3.12) identifiziert werden kann. Dann
wird auch 1(x) = m(x) fiir x¢ E”, also H{X)NE” = m(X) fiir XcE. Nach
(3.23) und (3.7), bzw. nach (4.4) bitdet m(MM*) = {{(PYNE"” : PcP} eine Basis
fiir die rechite bzw. linke Seite von (4.21).

Unserc Ergebnisse bicten auch die Moglichkeit die hier betrachteten Er-
weiterungen topogener Réume einfach zu charakterisieren.

(4.22y Unfer den Vorausselzungen von (4.5) sei EcCE,cE’. Dann besit:
der topogene Raum [Ey, 'O = [E,, ‘Grayl E,] folgende Eigenschaften:

(4.23) [E, Og] ist ein Unterraum von {E,, G|,

(4.24) Fir Q,, Q.9 ist Q, Q, = Q1 B! Q,,. wobei X die ubgescilosserie Hiille von
X in bezug auf [E,. 0P| bezeichnet,

(4.25) G, wird vonr Systemn {E,--Q : Qcii} erzeugt,
(4.26) (E,. G, ist bis auf E relativ separiert.

Aus E* = EJE"CE,cE’ folgl ferner
(4.27y [E,, G,] ist kompaki.

Fiir ECE,c E* gilt noch
(4.28) Jeder Punkt von E,—E ist aus E D-erreiclibar,
und siatt (4.26) sogar

(4.29) IMir xe E,—E, ist {x} Cp-abgeschlossen.

Sefzt man dagegen Ty= Gy | E,, s0 enthilf der fopologische Raum [E,, §,]
den Rawmn [E, OF) als dichten Unterraum, erfillf (4.24), (4.26) und staft (4. 25)

(4.30) {Q : Qe ist eine Basis fiir die abgeschlossenen Mengen.

BEwEls. Fiir ECE,cE’ und G, = OugylE, folgen (4.23) und (4.26)
'u:‘; den allgemcinen Eigenschaften der doppeiten Kompaktifizierung (s. [2],
S, 26%). (4.24) folgt aus (4.13) und (4.17), da

Q= r@NE, QD)

und (4.25) ist Folge von derselben Formel und (4.14), denn

Ey—Q = E-QNE, (QeD).

Das Bestehen von (4.27) bzw. (4.28) ergibt sich aus (4.15) bzw. (4.19). Um {4.29)
einzusehen, sei x€ E—E, v€E,, x = y. Wir zeigen, dal y eine x nicht enthal-
tende Umgebung be51tzt Nach (4. 96) besitzi x im entgegengesetzien Falle eine
¥ nicht enthaltende Umgebung, die natiirlich in der Form 1(PYNE, mit P<P
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gewdlht werden darf. Nun eathalt aber r(P)(VE; nach (4.28) eme Menge

HONE, mit QeX, xer(@NE, und r(E—Q)NE, ist die gesuchte Um-

gebung von y. SchlieBlich folgt (4.30) aus der Tatsache, daB die Mengen

HPYNE, = E,— E—P (P¢%B) eine Basis fiir die Topologie &y, E, bilden.
Umgekehlt kann man behaupten:

(4.31) Geniigt ein topogener Raum [E,, G, den Bedingungen (4.23) bis
(4.26) wider den Vorasussefzungen von (4.5), so gibt es einen eindeutig bestimmien
Isomorphismus f von [Ey, Gy] auf [E,, Ty |E\] mil einer passend gewdlhiten
Menge ECE,CE’, der die Punkte ven E festhdll. Erfiillt noch {E,. "C,} (4.27)
bzw. (4.28) bzw. (4.27) und (4.29), so ist E¥cE,cE baw. ECE CE™ ban.

Ist [E, T,] ein topologischer Rawm, der [E, Uy als dichien Unlerraum
enthilf und dﬂ’b&i (4.24), (4.26) und {4.30) erfiilit, so g:bt es einen einteutis be-
stimmten Homdomorphismus fvon [E, Gyl auf [E,. Ol Ey] mif Ec E,CE’
and f(x) = x fir x¢ E. Aus (4.27) bzw. (4 28y baw. (4. ’?:) und (4,20 folgt auch
jetzt E¥XCE,cE bzw. EcC E|cE¥ bow. £, = E*.

Bewels. [E,, 'G,] sei ein Deliebiger topogener Raum mit Jden Eigenschiaf-
ten (4.23) bis (4.26). Setzt man

{4.32) WPy = E,—E—P (P,
(4.33) KQ) =Q (Qei),

so gilt offenbar

(4.34) HQUQ) = MQIUKQ) (@ 5,
und aus (4.24) erhdlt man

(4.35) KQNQ) = MQINKQ) (@ QueL),
schlieBlich

(4.36) KOy =0, K(E)Y=E,

Die letzte Beziehung foigt aus der Tatsache, dafl = mit der Bezeichnung
Oy = {=o). Wworaus nach (4.23) die Existenz von Q¢ mit E, = @ folgt, so
dab auch K(E) = E = E,. Somit ist 2 = {&(Q) : Qe D} ein Verband in £, ferner

gilt
Ey-k(Q) = ME-Q)  (QeX)

nach (4.32) und (4.33), so daf L*= {A(P) : Pe B} ist; den letzten Verband
bezeichnen wir mit B’. Nach (4.25) wird ‘G, vom Verband ‘B’ erzeugi. Aus
(2.7) bis (2.9) siecht man, daB der von B’ erzeugte Ring R’ aus den endlichen
Vereinigungen von Mengen der Gestalt h(PyNk(Q) (PC‘,b Q€ L) besteht, und
wir wissen aus (4.3), daB 3’ die topoegene Struktur ‘G erzeugt.

Nun ist £ in [E,, ‘G§] dicht. Dazu braucht man nur zu zeigen, daB jede
nichitleere Menge H(P)Nk(Q) mit P¢P, QL) die Menge E trifft, denn diese
Mengen bilden nach den oben gesagten eine Basis fiir die Topologie "O3F. Aus

7 ANNALES Seclio Mathematica, Tomus X1,
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PR, Qe h(PYNKQINE = 0 folgt aber PNQ = ¢, denn K(QYNE = QNE=
= @ nach (4.33) und W(P)NE = E—E—P = E—(E~P) = P mit Riicksicht
darauf, dab P offen, Q abgeschlossen in bezug auf Oy ist. Daraus ergibt
sich QCE—P, QE—F, i{PYNk(Q) = v.

Mit Hilfe von [2], (16.91) iiberzeugt man sich le:cln davon, dal} es cine cin-
zige (O, Oy )-stetige (oder sogar nur (T)f, Tiy)-stetige) Abbildung
Jvon E,in £7 gibt, die die Punkte von £ festhalt, und diese Abbhildung ist sogar
ein Ismnmphmnnm von [E, G, auf [E,. Guw'E,], wobei E, = f(E,)) gesetzt
wiurde.

Besteht (4.27), so ist [E, Gy lE,] kompakt, also E¥cE,cE nach
(4.15). Aus {4.28) folgi Ec E .c E* gemill (4.19), da jeder Punkt vont E,—~ E
int diesern Fall aus £ L-crreichbar sein nrufi.

Seien nun (4.27) und (4.29) erfiillf. Es geniigt zu zeigen, daBb [£, O]
jetzt auch die Eigenschaft (4.28) besitzt. [st aber V eine offene Umgebung von
xe E,— E, so besitzt nach (4.23) und (4.29) jeder Punkt yc E,— V rcine Umge-
bung der Form (P} mlt P&, xa (P,). Wegen der }\ompaktheit der Menge

E,—V wird Ey~ Vc:l fi(Py;) mit geeigneten y,. Fiir P = \J Py, e} gilt nun
l
ME—P)= NKE-Py) = Eq— U WPy} V
1 1

und xek(£—P), E~PeXL.

Endlich sei [E, ,] ein topologischer Raum it den  Eigenschaften
(4.243, (4.206) und (4. 30), der [E, Tf] als dichten Unterraum enthidlt. Dann
bestehen wiederum die Formeln {4.34) bis (4.36) mit den Bezeichnungen (4. '32)
und (4.33). Somit sind & = {k(Q) : QeX} und B =L *={I(P) : Pe P} wie-
derum Verbénde in £y, und es gilt fir die von ¥ erzeugte topogene Struktur
‘0, nach (4.30) die Beziehung ) = 7,. Aus

(E,—E—P)NE = E-E-P=E—(E-Py=P (Pe%)

folgt, daB (4.23) “fir &, statt &, erfiillt ist, und dasselbe gilt auch fiir (4.24)
bis (4.26). Nach dem schon bewiesenen Teil der Behauptung gibt es also einen
einzigen, die Punkte von E festhaltenden [qomorp]mmu%f\mn [E, ©] auf
[Ey O EImit EC E\c E7. f ist natiirlich auch ein Hom8omorphismus von
[Ey, Tyl atf [E,, Ty E, |

l<t uimgekehrt g ein Hmnﬁmnorphismus von [E,, G, auf [E.,, OhaylEs]
mit Ec E,c £ und g(x) = x fiir x¢ E, so muf natiirlich

gkQ) = g@Q) = rQNE, (QeX),

g((P)) = g(Ey— ME—P)) = E,~r(E—P) = r(P)NE, (PeB)
bestehen, so daBl g auch ein [somorphismus von [E, ] auf [E,, Gy l[Es]
ist. Daraus folgen E, = E, und g = f. Der Rest ist evident, w.z.h.w.

Es ist noch zu hemmken dal (4.28) und (4.29) im Falle, wenn 2 ein re-
guldrer Verband ist, durch schérfere Aussagen ersetzt werden kiinnen:

(4.37) Jeder Punkt von E, isl aus E LT-erreichbar,
bzw.
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(4.38) Aus x, veE, x = v folgl, dafi v eine x nicht enthaltende Umngebunyg
pesifzt, sobatd x und y nicht beide zu E gehoren.

In der Tat folgt dic Behauptung von (4.37) fiir x< E, ve £, — £ aus der
Tatsache, daf jede Umgebung von x nach (4.249) eine y nicht enthaltende
Umgebung der Form r(P) N E, mit P $enthilt, und xe P hat wegen der Regu-
laritit von £ die Existenz von Qe mit XxeQc P zur Folge, so daB xe@Q=
= HQ)YNE,cr(P)NE,. Aus (4.37) erg'bt sich (4.38) durch densetben Gedanken-
giang, durch welehen (4.29) oben aus (4.28) abgeleitet wurde.

Die Bedingung (4.38) entspricht, fiir den Fall eines topologischen Raumes,
derfenigen, daBl |E, ©,] bis auf £ ein T'\-Raum ist {vgl. [4]).

5. Um nun Anwendungen der obigen Ergebnisse zu erziclen, sei zuerst ein
reguldrer und normaler Verhand M in £ betrachtef. Setzt man O = Ty, e,
so sieht man aus (3,10} und (3.H). dal ¥ eine Basis fiir die Topologie &7,
also Wi selbst eine Basis fiir die abgeschlossenen Mengen derselben Topologie
darstellt, wind zwar cine normate Basis im Sinne der Arbeit [6]. Umgekehrt ist
iede normale Basis R fiir eine Topologie (J” nfanhcu ein reguidrer witd norma-
ler Verband mit der Eigenschait, daB 0, = &l we. Die zur symmetrischen
topogenen Strukiur Gag a- assoziierie NachhdlSL|lclftSIe|ﬂliUI1 San wird offen-
bar folgendermaRen definiert (vgi. [2]. (7.26)):

(3.1) A bwB o ¢s gibt M, Mye M mit AcM,. BcM,, MM, = (.

Die in (3.12) beschriehene Konstruktion einer doppelten Kompaktifizierung
des Raumes [E, Cw ane] ergibt also im wesentlichen die Smirnovsche Kom-
paktifizerung des Nachbarschaftsraumes [E. dw] (vgl. {2], (16.108)). Nach
(3.23) und (3.11) ist m(IN*) eine Basis fir die zu &7 assoziierte klassische
Topolagie, d. h. fiir die zur Nachbarschaftsrelation dw: imSinne Lles_s_lj!,lirlmvscllen
Satzes ([6]. Sitze 19 und 1) gehdrende Kompalktifizierung von Sy, ax-. Diese
Konstruktion der Kompaktifizierung mit Hilfe ciner normalen Basis ist genau
diejenige, die in [6] beschrieben wurde.

Nach der Arbeit [6] kann man zwei wichtige Beispiele solcher Nachbar-
schaftsrelationen erwdhnen, die mit Hilfe eines reguldren und normalen Ver-
handes M in der Gestalt (5.1} angegeben werden konnen. 1o einem volistdndig
regutiiren topologischen Rawm bilden ndmtlich die Nullstellenmengen der ste-
tigen reellen Funktionen einen solchen Verband 3. und die Relation 4; ist mit
der Stone-Cechschen Nachbarschaftsrelation identisch: Ad 38 gilt genan dann,
wenn A und B durch eine stetige Funktion getrennt werden kénnen. Die ent-
sprechende Kompaktifizierang ist die Stone-Cechsche, deren wohlbekannte,
mittels Ultra-3-Filter vorgenommence Konstruktion sich aus (3.12) als Spezial-
fall ergibt.

Dem anderen Beispiel liegt ein Jokalkompakier topologischer Raum £
zugrunde, der dem folgenden Trennungsaxiom gendigt (vgl. z. B. [3]:

(3.2y x und v huben fremide Umgebungen, sobald sie verseltiedene Uingebungs-
filter besitzen.

Der Verband & bestehe aus allen abgeschlossenen Mengen K. die entweder
selbst kompakt sind, oder deren Komplementiirmenge eine kompakte abge-

_'-'*
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schiessene Hille £— K besitzt. Daf & {atsdchlich ein Verband ist, kann man
feicht einsehen, wenn man bedenki, daB %% aus allen offenen Mengen besteht,
derer abgeschlossene Hiille oder Komplementarmenge kompakt ist, und daher
{* offenbar ein Verband ist. Weiterhin ist & nach [4], Salz 24 reguldr und auch
normal, da mindestens eine von zwei disjunkien Mengen K, K, &, 7. B. K.
no’t\\endloel\\mc kompaki ist, so daB eine offene ‘vlenge H e\tallelt mig

K,cHCHCE—K, und mit _kompakteimn H (vgl. die Bemerkung nach [4],
Satz 24). woraus Hest¥, £— HE\t’* folgt.

Nunt erzeugt der Verband st im Sinne von (5.1) die folgende, mit der Topo-~
logie von £ offenbar vertragtiche Nachbarscliaftsvelation: _

Ady B AN B = 0 und mindestens eine der Mengen A und B is kompakt.

Diese Relation &y ist hekanntlich die gribste Nachharschaftsrelation des lokal-
kompakten Raumes £, ihr entspricht die einpunktige Alexandroffsche Kom-
pakhfmuun(r (im Falle eines nichtkompalien Raumes E). Wenn niintlich
ein f-Filter f eine kompakte Menge K&t enthilt, so ist der Durchschnitt aller
Mengen von £ nichtleer, so da nur ein trivialer Ultra-S-Filter eine kompakte
Menge KeX enthalfen kann, Der einzige nichttriviale Ultra-8-Filter ist der-
jenige, der aus allen nichtkompakilen Mengenr K¢& und der Obermengen der-
sclhen hesteht.

Die Ergebnisse von 4 enmiglichen die Konstruktion von Kompakti-
fizierungen fiir topologischic Ridume. [E. &} sei ein tupmocisaher Raum, B
eine Basis fiir die Topologie &, P bezeichne den Kleinsten B enthaltenden Ver-
band, der aus den endlichren Vuum;:unfrul der endlicthient Durchischnitte von
Mengen aus 3 besteht, also ebenfalls eine Basis fiir @ ist. Mit den Bezeichnun-
gen von (4.3} erhélt man eine doppette Kompaktifizierung von [£. ©yg], indem
man cine geeignete Meuge 'O E wihtt und den Punkten x¢E die trivialen
Ultra-N-Filter, den Punkten xe B —E eincindeutig die nichttrivialen Ultra-Ti-
Filter mllielq r(x) zuordnet, in der Form [E7, (;,(H] (s. (4.3) und (4.11)). Dann
ist [F', Tfa] eine kompakte Erweiterung von |E, OL} = [E, O] (vgl.
(4.4)), und rO1¥) bildet {ebenfalls nach (4. L4)) eine Basis fiir Of. Mittels dlLbCI'
Methode gehdrt also jeder Basis ® von & eine Kompaktifizierung [£7, (’rvl‘)]
von [£, ()]

Es ist zu beactiten, daB @ s im allgemeinen von Oreyy verschieden ist,
daB also @, im allgemeinen keine Topologie, r(*R) keine kiassische Topolome
ist. Das kann auch dann vorkomuten, wenn man fiir § den Verband alier offe-
nen Mengen von [E, @] wahlt, wenn aiso Oy = ¢ ist. Dieser Sachverhalt
wird durch folgendes Beispiel illustrierl:

(3.3) E sei die Menge der reellen Lahlen, © bezeichune die Topologie 0,
d.h. dic offenen Mengen seicir mit den Intervalien (—e,a) (== =a= J-c»:)
idenfisch, Wird mit P die Gesamtheif dieser [ntervaile bezeichuet, so erfiiilf man
einte doppelle Kompaktifizierung von [E, O] folgendermaBen. E° bestele aus
den Elementen von E, ferner aus den Symbolen — = und + <, 11'e£ferfun aus
Symboten x— fiir ;edes Efement xe E. In E’ sei eine (lineare) Ordnting durch fol-
gende Vorschrift eingefiilrt:

—e wfd— =md=l—- wbw == (4= 0, bEE),
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Fiir P = (— oo, a)c ¥} sei
HP) = [—co,a—]CE (acE).

ferner r(#) = O, r(E) = E’. Dann ist |E’, Oy eine doppelte Kompaktifizierung
fiir [E, O], r(R) ist aber keine kiassische Topologie, in [E’, Thw| sind nimiich,
aufer den Mengen vonr r(®), noch die Mengen [~ «,a~)(a¢ E) (und nur diese
Mengen)} offen.

Bewers. P* =L besteht, auller (0 und E, aus den Intervallen [a, + =)
(g€ E), und der Ring M ist nach (2.9) mit dem vem Hathverband § aller Mengen

0, (—ce,a), [0, 0} |6, + o), E (0. b€E, a=b)

identisch. Daher sind die Ultra-h-Filter nach (2.12) mit den Ultra-S-Filtern
identisch.

Mit Hilfe von (2.10) sieht man leicht, dab alle Mengen der Gestalt (— <=, @)
(a€ E), diejenigen der Gestalt [a, 4 =) (ac E), diejenigen der Gestall [a—e, a)
fiir festes ac £ und ==, endlich dicjenigen der Gestalt [a. a+¢) mit festem
ac E und £=0 je einen Ultra-p-Filter

=), W+ oe), ¥(a—), x(a)

erzeugen. Es gibt keinen weiteren Ultra-D-Filter. Wenn ndmlich ein H-Filter
b kein eudliches Intervall |a, by enthélt, so kani er entweder nur Mengen aus
O vom Typ (~ =, a} oder nur solche vom Typ [¢, + =) enthalten, und § ist
eittweder in 1{— eo) oder in {4 ==) enihalten. Gehirt aber zu § ein endliches
Intervall [u. b}, so miissen die entsprechenden Intervalle [a, 6] einen gemein-
samen Punkt ¢ hesitzen, und i ist entweder in t{c) oder in 1(c—) enthaiten.

Damit wird die in der Behauptung angegebene Wahl der Menge £7 mit
der hier beschriebenen Definition von t{x) fir x¢ E” rechifertigt. Die {ibrigen
Behauptungen des Satzes ergeben sich Ieicht daraus.

Das folgende Bmplel zeigt, daB r(*}) eventuell doch eine klassische Topologie
Lilden kann:

(3.4) E sei eine unendliche Menge, B bezeichne die Gesamtheit der leeren Menge
und der Teitmengen von E mit endlichem Koniplement, Dann ist B eine kfasszsu‘:e
Topologic mit der doppelten Kompaktifizierung [E, Tl = [E, Thayl,
wobel E' aufer den Elementent von E ein einziges Element o enthilt und v(x) fiir
X€ E den emtsprechicniden Fundamentalfilter, fiir x = w den Filter bezeichnef, den
die nichticeren Mengen von B erzeugen.

BewEels. Jetzt hestehi B* =% aus £ und aus den cndiichen Mengen, und
Rf= PUL. Die oben angegebencn Filter v{x) sind die einzigen Ultra-R-Filter.
Wenn namlich cin M-Filter v keine endliche Menge enthilt, so ist er in t(w)
enthalten. Wenn aber v eine endliche Menge enthilt, so gibt es unter diesen
Mengen cine einzige ntit minimaler Elementenzahi, so dafl ¢ der zu dieser Menge
entsprechende Hauptfilter sein muB, und er ist dann in einem Fundamental-
filter t(x) enthalten. Fiir # = PP ist r(P?) = PU{w}, so daB jede Vereinigung
von 'vlenqcn aus (P} selbst zu r(P) gehort.
Nach Satz {4.15) kann man aber fiir jede Basis B noch weifere Kompaktz-
fizterungen fiir [E, 7] bilden, ndmlich die Unterrdume [K, Tiay|K] mit
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E¥ = EUE"CKc L, dic alle E enthaltende kompakte Unterrdune von
[EY, (J,m] wmfassen. Unfer ihnen gibt es einen Kleinsten, npamlich
[E*, Ol | E*]. Ist die Basis B so heschaffen, daB $* =5 ein reguldrer Verband
ist, ddnn enthiilt £ dic Menge E, und dieser kleinste kompakte Unterraum
wird einfach von der Menge E” (rLtldgen Da den Punkten von E7° mittels
r(x) die Ultra-L.-Filter entsprechen, {iberzeugt man sich leicht, dab es dann im
wesetttlichen um den im Sinne von [10] zum Verband £ konstruierten kompakten
Raum handeit. Wichtige Anwendungen dieser Methode findet man in den
Arbeiten [1] uad [7].

: Besonders wichtig ist auch hier der Fall, wenn 1 aus allen” C-offenen ’\1engcn
besteht. In diesem Fall kann man die Kfmlpdktlf[ZlEI’Uﬂg [E5 Ofayl £%)
folgendcnmdlit,n beschreiben. Man betrachtet die ultraabgeschlossenen Filter,

d. h. die Ultra-L.-Filter, und unter ihnen die nichtirivialen, d. h. diejenigen, du,
nicht von allen, einen gewissen Punkt x¢ £ enthaltenden abgeschlossenen Men-
gen erzeugt werden. Man crdnet diese nichttrivialen ultraahgeschlnssenen Filer
mittels v(x) eineindeutig den Elementen £* — £ zu. niit einer passend gewélilten
Menge £*, ferner setzt man, fiir x€ E, 1(x) gleich dem Filter, den die Mengen
{x}NV erzeugen, wobei V die Umgebungen von x durchluft (denn diec Ulira-
M-Filter sind wach (2.12) mit den Ultra--Fiitern identisch, wobei $ den Haib-
verband der Mengen F1G mit abgeschlossenem £ und offenem G bezeichnet,
urd aus x¢ FOG, FeL, GeP Tolgt xe{x}NG, so daBl dic obigen Filter 1(x)
tatsichlich mit den trivialen Ultra-N-Filtern identisch sind.} Dann setzt man,
wie {iblich, r*(X) = {x : x¢ £¥*, Xcu(x)). und man hildet auf £* die Topologie
% mit der Basis r*(5R).

Der Sachverhalt vereinfacht sich, wenn der Verband £ reguldr ist und dem-
nach die Filter v(x) auch fiir x< E abgeschiossen und folglich ultraabgeschiosscn
sind. Offenbar bedeutet die Regularitiit von 2 das Bestehen folgenden Trennungs-
axioms (s. z. B. [5]):

(8.5) fede Umgebduny vou x entlidll die abeeschilossene Hiille {x).

Das ist z. B. in einem 7,-Raum erfiilit, in welchem Fall [£% &% die
klassische Wallinansche Kompaktifizierung von [E, ] darstellt {vgl. {4] fiir
die Bemerkung, dab das Wallinansche Verfaliren bereits bei Bestehen von (3.3)
anwendbar ist). Die Wallmansche Kompaktifizicrung eines Raumes [E, 7],
der Axiom (5.5) geniigf, erhdlt man also, wenn man die doppelte Kompaktifi-
zierung [E’, "0’] von [E, O} bildet und dann den kleinsten £ enthaltenden
kompaktien Unterraum [E*, &7 5% von [E°, /7] nimmt.

Kurz gesagt definiert mai also eine Verallgemeinerung der Wallmanschen
Kompaktifizierung, fiir einen beliebigen topelogischen Raum [E, '], indem
man zuerst die doppeite Kompaktifizierung [£°, &'] von [£, ] bildet und
dann den kleinsten E enthaltenden kompakten Unterrawm [E*, ‘&7 E¥]
pimmt.

Im aligemeinen ist E* = E’. Dasist z. B. der Fall, wenn [E., G] kompakt,
aber nicht d(}ppeltkmnpakt ist. Ein solches Beispicl bietet z. B. der 7,-Raum
[E, 7O} in (5.4), wobei E* == E = E' = EU{m) ist.

Ist der Verband Li="P%*, wobei ‘,B wiederum einen Basisverband fiir den
topolegischen Raum [E, ‘U] bezeichnet, nicht nur reguldr, sondern auch nor-
mal, so ist die Topolegie der Smirnovschen Kompaktifizierung des Nachbar-
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schaftstaumes [E, é¢.] nach (4.20) mit der Topologie TryylE” identisch.
Bezeictnet § die Gesamtheit aller Z-offencn Mengen, so geht die Bedingung
der Regularitdt von&in (5.5), die Normalitit von £ offenbar in die gewdhaliche
Normalitdt der klassischen Topologie ¥ {iber. Da der Verband B*=% der
abgeschiossenen Mengen in einem normalen und Axiom {5.5) erfiillenden Raum
und der Verband 3 der Nullstellenmengen nach dem Urysohnschen Lemma
dieselbe Nachbarschaftsrelation 8o = d erzeugen, ergibt sich daraus als Son-
derfall die wohlbekannte Tatsache, daB die Stone-Cechsche und die Wall-
manschie Kompaktifizierungen in normalen T,-Rdumen zusammenfatlen.

Den Sitzen (4.22) und (4.31) entnimmt man eine Charakterisierung der auf
die oben betrachtete Weise erhaltenen Erweiterungen von topologischen Rau-
men. Genauer gesagt geht eine Erweiterung [E,, "G,] des topelogischen Raumes
[E£, O] genan dann in einen Unterraum von [E7, TFyy} durch einen, die
Punkte von £ festhaltenden Hmndomorplismus iiber, wenn die Mengen E-P
(P< ) eine Basis fitr dic abgeschlossenen Mengen von [E,. (] bilden. fir die-
selben Mengen

E-PIIE=F) = E-PNE-P, (¢, Pred)

gilt und [E,. G,] bis auf £ relativ separicrt ist; dabei bezeichnet B wiederun
einen Basisverband in {£, O Unter diesen Voraussetzungen enthélt das
Bild von E, genau dann die Menge E* = EUE”, wenn [E, 'O,] kompakt ist,
dieses Bild ist genau dann in E* enthalterr, wenn dic Punkte von E,—E aus
E C-erreichbar sind, und dasselbe Bild fdltt genau dann mit E* zusammen,
wenn [E, O, kompakt ist und aufierdem fiir xe E,— £ {x} '€,-abgeschlossen
ist. [m Falle, wenn ® das System aller G-offenen Mengen bedeutet und
[£. O] dem Axiom (3.3) geniigt, ergibt sich daraus eine bekannte Charakteri-
siering der Wallmanschen Kompaktifizierung,
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In the last three years for a lot of classes of functions it was proved that
fhe rational approximation is better than the polynomial one. In these resulis
tunctions of one real variable were considered. Prof. Paul TurAx raised the
following problem: what can we state on the rational approximability of
a function which is analytic in the interior of the complex unit circle and it
belongs to a prescribed continuity class on ihe periphery of this circle? When
is it better than the polynomial approximation?

I think the following result to be the first step in the direction of solving
this problem. We reach our result — as in the case of real variables — choosing
such peles of the approximating rational functions which accumualate to the
point of singularity of the function,

THEGREM. [Lef Hhe module of continuily of a wnfumous fumrmu flz) on

121 =1 be o(h), wnd assunie that f(z) is analytic in |.¢ + Ezo| = l+ — (Ugr = 1710,

I
[zo| = 1} except the point z,, Then

(1) Ry = o[ “’g " )]

where R,([) is the best approximalion of f(z) by rational funelions of degree u
most 11 in |zf=1.

ReEmARKS. Copare the result with the order of polynumial approximation
E{f). According to the Curriss’ theorem (see e.g. [2], p. 90} i f(z)<Lip =
(0«-1— 1) then E,(f) = O(n—2) and at the same time our themem gives R, (f) =
= O(n=* log™n).
If e(l) is “bad” (e.g. w(lt) = log—1i—1) then (1) is not hetter than E,(f).
But at any rate, we give a simple construction for the rational function realizing
(1) in all cases, and this can be useful for practicat purposes.
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Proor. In the proof we use the idea of {1]. Evidently. we may assume that
the point of singularity of f(z) is 1. Then f(z) is analytic in the circle {sec Fig. 1)

i

Fig. |
C= Iz Ez-%——r- <yl
| 2 2|
except the point 1. Let
41
@) L L
!
and define 1=>6,=0 by
3
(3) k! = 22,
(2-5)2+7=2b,)
Then
n’} -
*) @ < b, < 272 g

r
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Consider the rational function

z—1-+2g, 4"
(5) §u(2) = ——|

-2_1'_2(1.-1

of degree 11 and let

For
2¢Cy, 2= —ai+(1—uz)e" (0=f-<2x)

we ¢btain

—ai+(—ap)e—1+2a,"

nl _

;:—ai-'-(l —a2)ef— 124,

(GJ !S”(Z)I =

2“ 1 a, el —(1—a - ] - " " i
— J {1 +a,) { n) - ! a , = p=mhy = . (Z€C)).
1 +d,) | (l _an) e”_(l + "In} ’ !

1 +a,r "
by (2). On the other hand, for
zeL ={z:Rez = 1}
we get
(7) Isu(@)t = L (z£L).
Now let
C, = {z: !z+b,,; = 1=}

[2: z+ AL R Wl |
[ 9 2

C, = 5 > |
an¢ consider the rational function
(2+2r—by)z+2—b,+1h,

(2 - D,,‘](Z"." 1 - ?')

(8 wz) =

Then, by (3)
) W(—1—r) =, W(—=1)=—1, w(l—b,) = t,
2rb,

w(l—-2b,) = 1— =1-2¢a2,
(2-b,) (2+r-2b,)

antd hence
w(Cy) = €, w(Cy) = L.
Thus, if

dei
(10) 2n(2) = S,(W2)
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then by (6) and (7)

(1) ECIEE
and .
“2) Jl‘qr-i(z)[ =1 (ZE Ca)

By (10), (8) and (3), £,(z) is a rational function of degree s and it has a root «
in the interior of C,, and a pole 8 which is ouiside of C; {both « and g are of
muitiplicity n). Thus, by a theorem of J. L. WaLsn ([3], p. 186), for the rational
function r,(2) of degree n which interpolates f(z) in o (with multiplicity #) and
in 0, and which has the pole 8 (with multiplicity n) we have

_ 2) = 42;:(4) f(;) -
@) - = = f = 2.

E] 2)£:a(~»
Using (2), (4), (11) and (12), we get (I)y |{—zl= b, (J€C;, 260,))
@ ,
ba] =0 =0 i
f@) =@ ' .J — b,,u" 'n log? nJ (=€Cs)
Write this in the form
(13) AU~ be— b,y = (= b,)e=b )| = O (—,-]———j (2l = 1).
0g%1
Evidently
(14) |f@) =1 — bz —b,)| = orbplz+ 11} = o(2b,) =
= O((a?) = 0 [n l“_gﬁ ) (2] = D).

From (13) and (14) we have (1), qu.e.d.
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BEMERKUNGEN ZU DEN G. REVESZ-SCHEN TERMINALEN GRAMMATIKEN
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1. ;. REvEsz hat in seiner Kandidaten-Dissertation! eine nenartige matiie-
matische Grammatik, die sogenannte ,,Operator-Operandus Grammatik® zum
Konstruieren eines universellen interpretierenden Programmies angewandt.
Diese ist ein Spezialfall der von ihm eingefiihrten ,,terminalen Grammatiken
die auch abgesehen von den genannten ﬂ\n\'.endtmgszuetken nicht ohne [n-
teresse sind, da sie gegeniiber den @blichen Satzstruktur-Grammatiken gewisse
\’crelnfac]mns{snm"]|chlec|lul ¢nthalten.

Bekanntlich wird eine Satzstrukfur-Grammatik durch cin geordnetes Quad-
rupel

(f, t, 5. P)

angegeben, wo 7 das Terminale Vokabular, /f das Hilfsvokabular (bestehend
aus den Kategorienamen), s ein ausgezeichnetes Element des letzteren be-
zeichnet, und P die Menge der Regeln {,,Produktionen®) ist, die im Fall ¢iner
Lkontextunabhiingigen® Grammatik der Form
W= LTy,
sind, wobei }
weH und 1y, L, ETUIL

Die Verwendung ciner solchen Regel auf eine auch w enthaitende Kette von
Eiementen aus 7°UH bedeutet das Ersetzenr darin eines Vorkommens von w
durch die rechte Seite der betreffenden Regel. Durch Anwendungen der Regeln
kommt man zu den ,,Entwicklungen® der Kategorienamen; die bereits nur
Elemente aus 7 cnthaltenden Entwicklungen sind ihre ,,terminalen® Ent-
wicklungen. Die durch diese Grammatik generierte Sprache besteht aus den
terminalen Entwicklungen des ausgezeichneten s (dieses kann in einer natir-
lichen Sprache die Kategorie ,,Satz®, in ciner Formelsprache ,,Ausdruck® oder
. Formel, in einer Maschinensprache ,,Programim® bezeichnen, usw.).

1 Fgy univerzalis értelmezé programrol (Ober ein universetles interpreticrendes Prog-
ramm), 14967,
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Das wesentlich Neue in den G. REvVEsz-schen ,,terminalen Grammatiken®
ist nun, dal dabei als linke Seifen von Regeln belicbige Elemente vor T U 11, atso
quch terminale Elemenfe auftreten konnen. (Dies erfordert natiirlich auch eine
neue Deutung der Regeln: eine Regel bedentet hier nicht. dall unter die links-
seitig bezeichnete Kategorie auch jene Dinge gehdren, die auf der rechtsseitig
angegebenen Art zustande komimen, sondern nur soviel, daB bei der Generierung
der Flemente der Sprache die rechtsseitige Zeichenkette dieselbe Rolle spicit,
als die linke Seite der Regel.) Dadurch werden verschiedene Vereinfachungen
ermaoglicht.

REvEsz trachtet besonders nach Ausschaltung von hilfselementen (H-
Elementen); auBerdem auch nach ,,Abkiirzung® der rechien Seiten der Regeln
(unter der ,,Lange” ciner Zeichenkette die Anzahl ihwer Zeichen verstanden,
jedes sovielmal gerechnet, wievielmal es in der Zeichenkette auftritt).

2. Zum Beispiel werden von REvEsz bei der Geperierung der zum Begrift
s = ,,Block® gehérigen Entwicklungen die Hilfsbegriffe |, Blockkopt* und
»VerbandschiuB® {(etwas vereinfacht, da ich die Moglichkeit wverschiedener
Anweisungen hier nicht beachte) durch Anwendung folgender Regeln vermieden
(A = Anweisung, D = Deklaration):

Block :: = begin 4 end
begin :: = begin D).
end ;1 = ; A end.

Elier treten auch die terminalen Begriffe ,begin® und ,,end” als linke Seiten auf.
Dabei muBte aber das auch zwischen den cinzelnen Deklarationen {iblich
mit ,,; bezeichnete Trennzeichen anders (durch cinen Punkt) bezeichnet wer-
den, da es hier ,,eine andere Rolie® hat. als die Trennzeichen zwischen den ein-
zelen Anweisungen. Dies bedeutet natiirlich eine Erweiterung der Menge 7.
Allgemein getaBt wurde in der betrachteten Vercinfachung der folgende
Gedankengang verwendet:

Seien i, 1, &; Zeichenketten von Elementen aus T H, wobei [ und
(welche auch: leer setn kdunen) das Zeichen A€ # nicht enthalten, und £, das
i, auch an mehreren Stellen enthalten kam, als Funktion von fi, durcl (1)
bezeichnet wird. Falls die Regein von linker Seite /1, insgesamt die folgenden
sind: '

hy o= Ik, und b, o= L)

mit einem von /£, verschiedenen ve 77U H. das in «den zu P gehirigen Regeln
nirgends vorkomimi auBer der explizite angegebenen einzigen Stelle, dann kann
i1, voilkommen ausgeschaltet (und dabei auch die Anzahl der Regeln um 1 ver-
mindert) werden, derart, daB die heiden obigen Regeln durch die folgende ein-
zige vertreten werden:

o= L)

{als ob der durch die erste Regel gelieferte ,explizite Wert® von A; in die zweite
Regel eingesetzt, und die so entstehende Regel

Lok, oo = L0 )
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dann durch {, und I, ,gekiirzt* geworden wire), ferner f; in allen anderen
Regeln darch 4vi, vertreten wird, (Im REvEsz-schen Spezialfall ist veT, so
zeigt sich schon hier die Niitzlichkeit des Zulassens terminaler Elemente als
linke Seiten von Regeln.)

Der betrachtete Fall kann tolgenderweise gedeutet wetden: v tritt eigent-
lich in der kontextabhingioen Regel

!']]‘l'lz o= 1113(111‘12){2

auf, jedoch. da 1 in keiner anderen Umgebung auftritt, kann diese Regel auch
kontextunabhingig gestaltet werden.

Eine solche Lage ist natiirlich zu speziell um daraus eine allgemeine Metho-
de der Vereinfachung gewinnen zu konnen.

3. Durch eine terminale Grammatik tassen sich aber nicht nur die bei REvEsz
hehandetten Ausdriicke, sondern auch die Ausdriicke (und nachher dhniich auch
iie Formelit) einer beliebigen mathematischen Formelsprache ohinre weitere fHilfs-
begriffe penerieren.

Seien die Bezeichnungen der Konstanten bzw, der Variablen ciner solchen
Sprache
C, €=, =%, ...
hzw.
X, X=, X#%,..,

und der zur Sprache gehorigen (festen) mathematischien Funktionen, mit An-
gabe ihrer Variahlenanzahi als obere Indizes;

“f%"‘), q«‘.l!ﬂg), . (!_£r1,.l_
Dann gentigen (bei @ = Auwsdruck) die folgenden Regeln, fiir ¢ — 1,2, ..., r:
gu=c¢ ¢ o=c% au=x xu=x% au=¢" (g,q,...,0)
LFSLEY

webei die maximale Lange der rechten Seiten
2omax (g, e oo, B3+ 2

ist. Das 1aBt sich durch Zulassung neuer Hilfsbegriffe kiirzen (woraut ich noch
zuriickkonunen werde). Dic Anfangsklammern kinnen jedenfalls in den Zeichen
) inbegriffen betrachtet, und so weggelassen werden.

Es bedeutet auch die Zulassung von Funktionenvariablen keine neue
Schwierigkeit, falls iltre Variablenanzahl beschrdnkt ist. Werden jene mit der
Variablenanzaht n durch

j.;“)‘ f(”)*;‘:') f{n)__-,-;_“*‘
hezeichnet. =0 geniigt die Hinzunahme der Repeln

an=faa .. .. = fi)

-ntal

fiir jedes in Betracht kommende .
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Wird die Lukasiewiczsche (bekanntlich? ehenfails eindentige, klammern-
freie Form benutzt, so kinnen ohne weiteres auch die Endklamiern wegge-
lassen werden.

Mit Benutzung des REvEsz-schen Kunstgriffs, nach weichem ein terminales
Zeichen ,in verschiedenen Rollen® verschieden bezeichnet werden soll, konnen
auch alle solche Ausdriicke leicht generiert werden, die Funktionenvariablen
beliebiger Variablenanzahl enthalten. Hier bedarf man bei jeder Variablen-
anzahl je eine Folge von Funktionenvariablen. Diese kinuen durch einem ein-
zigen Funktionszeichen f bezeichnet werdeu, das mit doppeltem Index versehen
ist (der zweite Index gibt dic Variabicaanzalll an), wobei die beiden Index-
zalilen — wegen ihrer verschiedenen Rolle — z. B. durelr Sterne bzw. durch
Kreise bezeichnet werden. Hicerbei ist die Anfangsklammer (als Trennzeichen
gegeniiber den Indizes) unentbehrlich, wird aber — falls die gewohniiche An-
fangsklammer nicht ausgeschaltet wurde — in dicser Rolle anders, z. B. durch
eine eckipe Klammer bezeichnet.

So hat man nur folgende Regeln zuzulassen;

a:=feolay fuo=f+ HEXAIA
und dadurch werden auch die Regeln der Form

a= gt a,a ., 0)

LFRDED

enthehrlich., Man kann ja annebmen, daB falls im System: fir cin # Konkrele
imathematische Funktionen von n Variablen der Anzahl m vorkonmmen, dann
Jdiese der Reihe nach durch

feo..ie froco.. e faEw..iwnc,. .0

rn-nuil r-mal mo i-med -t |
bezeichnet werden, und nur die Zeichen

JF=u. . wo0c. . ¢

n-mal

mit ersten Index wenigstens Jder Linge m Funktionsvariablen der Variablen-
anzahl i bezeichnen.

So kann ntan sich auf Regelo vorr maximaler Rechitsseitenldnge 5 beschirdn-
ken: und diese Zahl kann auf 4 vermindert werden, wenn man dic LUKASIEWICZ-
sche Form beniitzend die Endklammer weglifit.

4, In der REvEsz-schien Operater-Operandus Grammatik ist von Wichtig-
keit (wenn auch nicht hinrcichend), da} die in det Regeln auftretenden Zeichen-
ketten Operatorzeichen und Operanduszeichen abwechsetnd enthalten. Dies be-
stehit auch hier, da die Zeichen

oo i,

* Siehe z. B. L. KaLmir, Another proof of the Markov-Post theorem, Acta Math., Acad
Sci. Hung., 3 (1932), 1 - 27,
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{eventuell noch runde Klammern, im0, ..., ¢l*)) als Operatorzeichen, und
die Zeichen

*; o, 4
als Operanduszeiclhien betrachtet werden kdnnen.
5. Eine Verkiirzung der rechten Seite einer Regel geschieht bei REVESZ
folgenderweise: z. B. kommt als cine rechte Seite im ,,Algol” (mit den Operan-

dus-Hilfsbegriffen b = Boolescher Ausdruck, u = unbedingte Anweisung, w =
= Anweisnng, und mir den terminalen Operatoren if, then und else)

if & then u else w

vor. Hier wird fiir die beiden ersten Qperatoren ein einziger, etwa ,,ifthen®
eingefiithrt, und die betrachtete Zeichenkette durch

ifthen u else w
ersetzt, wobei aber die neue Regel
jifthen :: = if & then

aufzanehmen ist. Das geschieht jedenfalls auf Kosten der Vermehrung der An-
zahl der Operatoren und der Regeln.

Auf diese Weise kann auch, wic bekanntlich, die maximale Linge der rechfen
Seiten der Regeln immer auf 2 vermindert werden: Lautet eine beliebige Regel
fitr 17=2

W= .Yy,
=0 kann diese nach Einflihrung der Hilfs-Operatoren
Vi Vo oo, Vs
durch die Produktionen

wo=pV, Vioo=unV, ... Ve = vy Vo

a—2 2 = VPp_1Wy

ersetzt werden, in welciien die Linge der rechten Seiten gieich 2 ist,
Dadurch wird Gbrigens die auf der rechten Seite der urspriinglichen Regei
eventuell bestechende Operator-Operandus- Abwechselung nicht zersidrt.

B ANMNALES Sectio Mathematica, Tomus 1.






ON HEREDITARILY z-LINDELOF
AND HEREDITARILY z-SEPARABLE SPACES

By
A. HAJNAL and [. JUHASZ
L. Department of Analysis of the Edtvis Lordand University, Budapest
{ Received November 70, 1967 )

The subject of this paper is the investigation of certain interconnections
between the two properties mentioned in the title. We will show that — at
least within the ciass of Hausdorff spaces — neither of the above two properties
implies the other, 1t is interesting to note that the proofs both of these two
statements run on very siniilar lines.

We think that the most important result of this paper is the Corollary of
Theorem 3, that gives a negative solution of a problem due to the second author
on the Darboux property of the weight function on the class "0, of Hausdorff
spaces [ 1].

Atl the end of the paper we mention twe unselved problems in their simp-
lest forms. We mention here one more unsolved problemr that is not clesely
connected with the subject of the present paper, but it seems to be very intri-

gueing.

ProeLEM 0. Does there exist a hereditarily separable Hausdorff space of
cardinality greater than that of the continuum?

§ I. Notations and definitions. Preliminaries

The cardinality of a set M will be denoted by |M|. Throughout this paper
the ordinal numbers will be identified by the set of all smaller ardinals and
cardinats are the samie as initial ordinals. By & 0, {, u, », por by o, 8, » we
always denote ordinals or infinite cardinals, respectively. If M is any set well-
ordered by a relation -<, tp (M, —<) or simply tp (M) denotes its order-type.

If % is a limit ordinal, as it is usual, cf(%) is the smallest ordinal (that is
actually a cardinal) being cofinal with #. The cardinal « is called regular iff
cf (x)= @ and singttlar otherwise. For every « we denote by «t the smallest
cardinal greater than =.

L5
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The generalised continttum hypothesis ((G.C. 7. in what follows) (s sometimes
assumed in our paper. It can be formulated as 2* = =z~ for every =.

R, S, T, ... will denote topological spaces: for this we will also use the
notation (R, 7y if the distinction between different topologies on the same set
R is impoertant. Here ¢ denotes the set of all r-open sets in R.

A topological space R is called leff {or right) separated if there exists a
well-ordering —< of K such that every point x££/ has a neighbourhood not con-
taining any smaller (or greater) element of R in the above welil-ordering <

The supremum of the cardinalities of all left separated (or right separated)
subspaces of R ix called the width (or height) of R and they are denoted by
«R) (or I(R)), respectively.

The space R is cailed z-Lindeldf if every open covering of £ has a subco-
vering of power not greater than «. R is called = -separable if it contains a dense
subset of power not greater than . We will say that R is hereditarily >-Lindelof
(or z-separable) iff every subspace of R is z-Lindeldf (or z-separable), respecti-
vel

yOnc can show easily that 2(R) (or z(K}} is also the supremum of cardinali-
ties of well-ordered sequences of open stthsets in R that are strictly increasing
(or strictly decreasing) ordered by the inclusion. respectively.

These ohservations, together with other well-known facts (see ez, {2] and

[3]), vicld us the following results.

Lesisa b For every = R is liereditarily = Lindelof iff #(R) =«

Leswa 2. For every » R is hereditarily x-scpﬁrahle itt z(R)= =,
As a third easily provabie result on hereditarily z-Lindeldf spaces the fol-
lowing lemma can be mentioned.

Lesiva 3. (K. 1) is hereditarily z-Lindeldt iff there exists a base B for «
such that the union of every subsystem = =% can be obtained as the union of
at most « elements of 2. Then every other base for v possesses this property,
too.

As an easy consequence of Lemma 3 mention

Lewma 4, If (R, v) is hereditarily »-Lindelif then
|Ti = Wiy,

(Here w(R) denotes the weight of R its definitien follows below.)

If o is a cardinal valued function defined on a class of topological spaces
o is briefly called a cardinal function.

Thus the height-function # and the width-function z are cardinal functions.
Other well-known cardinal functions we are going to investigate are tiie weight
and density functions w and s, respectively. w(R) is defined as the smallest
cardinality of bases for the space R and S(R) is the smallest cardinality of dense
subspaces of R.

1t is easy to show (sce e.g. [4], 3.3, p. 345) that if R is left or right scparatcd
then w(R)=IR|, and s(R) = ‘Rl if R is leﬂ separated and iR, is regular.
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If & v a cardinal function defined on 2, the symbol
('T) ({)_“ e

means that Re and ¢{(R)=> » imply the existence of a subspace SR, for which
5(S) = = (see [5]).
The cardinal function is said to possess the (regutar) Darboux property on
@ iff
(4, D ~c

holds for every (regular) =

§2

The miam aim of this § is to show that neither of the properties of being
hereditarily «-Lindelof or being hereditarily «-separable implies the other one
at feast among the Hausdorff spaces.

THEOREM 1. If (R, 1) is a hereditarily «-lindeléf space, then there exisis a
jopology T on R, such that

(i) 7 is finer than =,
(ii} (R, 7) is hereditarily o-1.indeldf.
(i) If MR amd [ M, w2, then M is closed in <.

Proor. Let a base B for 7 consist of all sets G” having the form
G = N\

where Ger, and Mc R, |- 2. 1t is easy to see that B determines a topology
T on R, indeed. It is alse ohvious that (i) and (iit) are true for 7.

In order to show (ii}, it s sufficient to prove that for every £ there
exists a subsystem P Z such that [Pi=2 and JB='UE (see Lemma 3). Let
€= {G; = G\.M, 1 f£ I} be an arhitrary subsystem of B: since (R, 1) is here-
ditarily «-Lindeldf, there is a subset f !/ of indices such that i/ =« and

UG, = U,
i, i
It follows that
JE=(UAGNMY) U M,

i<t T,
'UE\( U {Gf\fuf))' = o
i<l

Let now I consist of the sets G for ic Jyand of the sets G where G is an ar-
bitrary element of 2 coutaining x, and x¢ UE —( U ().
. . : £l
It 15 itow obvious that "¥l~ g and UPB: U Z what completes the proof.
If now we take a Hausdorff space (R, t) such that 1R| = 2% and w(R, 1) =«
(the existence of such a space is well-known fur every a=e, e.g. D+, where D

is the two-point discrete space). then (R, 1) is obviously hereditarily »-Lindelsf,
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and applying Theorem | to (R, 1) we get a Hausdorff-space again, because
of (i). On the other hand, |R| == and (iii) yield s{(R)= « immediately. Thus we
abtain the following

CoroLLarY. For every ¢=w there exists a Hausdortf space whiclt is here-
ditarily e-Lindeldf but not z-separable.

Now we are going to prove the converse to the above Corollary, by means
of a very similar process.

Theorem 2. If (R, ©) is a hereditarily o-separable space, then there exists a
topology v* on R, such that

(1) % is finer than t,
(i) (R, *) is hereditarily a-separable,
(i) (R, %) Is right-separated.

Proor. Let = be an arbitrary weil-ordering on R, 1f Mo R is an arbitrary
subset of K, we will denote by M, the section of M by x:

My = {yrrvelM and y=x}

Let =* be the topology on R for which the sets of form G, with xX2fi<r consti-
tute a base:
B = i, 1 xelieT).
It is @ base for & topology, indeed, because
zeG N, = ze(GNIN . GN
¥ is finer than 1 because
(G = U G,
REG
holds for every Ger.

(R, v#) is also right separated, since R, is a neighbourhood of x that does
not confain any y=x. ’

Finally, we have to prove that every subspace MR is a-separable. This
will be done by transfinite induction on the order-type tp (M) of the subspaces
taken n the ordering induced by =.

Assume we have already proved that HcR is z-separable if tp (H) <3
for some fixed ordinal E=tp (R) and let M be a subspace with tp (M) = £ If
& has the form & == n+ 1, A can be obtained by adding a single point to a space
that, having a smaller order-type, is z-separable. Thus M is e-separable, ton.

[f £is a limit ordinal, we have to distinguish two cases a) and b).

a) cf (§)==, In this case M is the wunion of not more than % subsets all
having an order type less than £:
= UJ'\'J,J
1,'<.;
wlhere I+ 2 and tp (M,)=¥ for each y=I. But then s(3)== for each 7<=z,
what obviously implies

s{tvly = a.
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by ¢f (§)==. Now we first choose a subset Sc M such that |Si=a and §
is dense in M in the subspace topolegy derived from {he original topology 7. Since
tp (S)y=ct () = cf jtp (M)], we can find a point x,€M such that SCM,.
Since £ is now a limit ordinal, tp (M, )=tp (M), Le. s(¥My)=a. Let 5, be now
a r*/"-d -dense subset of M, w1th |bn"~sc We shall show that D = SJ&O B
a dense subset of M in z¥%/M, and that will complete the proof. Let, indeed,
X€AM and G, €% an arbitrary base neighbourdhood of x. It is sufficient to show
that

G,AMOD = 0.

[f x=X,, this follows fromi the facts that GO M= G NV, and 6,,CD is den%u
in M.

1f x=Xx;, we can choose from the set GN.M a point v of S, acce nrdmg to the
definition of S. But then y=x,<x implies ve G, N M, too, ie.

veEG.NMNOD = .

CoroLrLary. For every o there exists a hereditarily e-separable Haus-
dorff space R which is not x-Lindeldf.

In order {o prove this we can start again with a Hausdorff space R of car-
dinality 2* and of weight « and se Theorem 2 can be applied to it. Then we get
a hereditarily =z-separable Hausdorff space R of cardinality 2« which is right
separated. But then i(R) = |R| =« implies — according to Lemma 1 — that
R is not hereditarily =-Lindeldf. One can afso show that £ itself is not «-Linde-
I6f, since it contains a strictly increasing well-ordered sequence of open scts
of type 2%, and Kanig's inequality obviously implies cf (2*)> a.

§3
{G.C, H. is asswned throughout this §)
In the present cliapter we are going to investigate the Darboux property
of the weight function on the class &, of Hausdortf spaces. Asit has been shown

in [5], we can get positive results in this direction only having assumed G.C. /1.
That is why we have to assume G.C./f throughout this §.

THeorREM 3. Lel R be a Tyspace right separated by the well- nrdmnu 2
and assmine tp (R) = « with respect to <. Then

W(R) =

Proor. According to §1 w(R)=|R| = «. On the other hand, let R,
= {y:y=<x). Then |R <« and so w(R)=2"J ={R |*=0u. But Rx is opur

in R since < right qeparateb R, and so R = U R, obviously implies
XER

WR) = Y wR) = «,
XER

k) = .
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CoroLLARY. If R¢T, contains a right separated subspace ScR such that
I§] =&, then there exists a stthspace T R with

WT) = =.
The proof is obvious,

THEOREM 4. Lef (F be the class of Heusdorff spaces R such that

WR)=[R].
w possesses the Darboux property on "O,*.

Proor. 1ir order to prove this we are using a result from [7]. This says that
every R¢‘0, with, |[Rl= o+ contains a right separated subspace, SCR withiS. =a.

Now if ReCy* and f<w(R), then |R{=w(R)= -, consequently there
exists a right separated subspace ScR with |S| = 8, hence — accerding to the
Corollary of Theorem 3 — R contains a subspace TR with

w(Ty =7

and this completes the proof.

Note that both the ciasses of tocally compact and metric spaces (annd more
generally the class of p-spaces introduced by A. ARCHANGELSKIT [6]) are con-
tained in OF.

Assume new that Re’(, is a space for which

(v, (R)) -

holds. Then, of course, x= m. According o the Theorems 3 and 4 this implies
w(R)=|R| — i.e. w(R) = [R|* — and A(R)=a and even AR)=<z. if o has the
form o = f+. Note that if » = f#+ the latter just means that R is hereditarily
p-Lindelof.

On the other hand, as we have already recalled it , |[R]|<a* must hold,
what, together with z=w(R} = IR|* gives us

x = [R].

Assume now «=>w is of the form e=8"*. If now we want to find an Re &,
such that (w, {R}}-~=« then first of all we have to find a hereditarily 3-Linde-
10f space R with |[R{ = « and w(R) = «~.

Note that, if R is regular, the latter property must also be hereditary on
the large subspaces of a certain ScR with |§| =|R|, or more exactly S has
to satisfy the following properly N(o): 7c S and |T|=1S|=o mmply w({7)=
=W(S) = e*. Indeed, as it is well-known (sce e.g. [7]) Re'C; implies
W(R)=s(R}~, i.c. s(R)y== in this case. But then, as it has been shown in [4],
p. 345, R has te contain a left-separated subspace S with tp [S| = « and,
x being reguiar, every Tc S with |T|= S| =« also has the density =z, hence

w(TYy=s(Ty= =
ie.
Ty = et,

according to our assumption #{T) = = for each TcR.
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The main result of this paper is the construction of a Hausderff space
R. for each « having the fortn g+ such that R, has all the properties depicted
above, and from this we will easily get counterexamples of the desired type.

FREOREM 3. If o fias the form «=f+, then there exists an R, < O, satisfying
the following conditions (i).. .(iti). ,

(i) iR} = =
(ii} R, s hereditarity 3-Lindeldf,
(iii) R, possesses the property N(x«).

Proor. Let us choose R, = «, t.e. the set of all ordinals less than «. First
we take a topology t, on R, such that (R,, 1)< 7, and w(R,, 1,) = 3.

Then we are going to use a purely set theoretic result fromr [8}, Th. 43. (1),
p. 179, that assures us the existenrce of a system € of suhsets of R, with the fol-
lowing properties a), b) and ¢):

) Y o= o, LUI‘lel}UEIlt]}’ ¥'s clements can be indexed by the ordinals
]

fess than =~ :EJ = {C:, S=="}.
by If AcR, and |A| = «, then there exists an ordinal ((A)==«~ such
that &= (A) implies

ANCy = 0

¢} Sinece C: =, it is a set of ordinals, that can be ordered in an increasing
sequence as follows:

Cs = {9 r=al,

(Consequently we also asstime Cel = for each sf=¢ )
Now if § =%, then there exists an ordinal {5, &)=2 such that v= (), &)
implies
i = 32,

We are going to denote by B the complement of C; in
Ri==) and ¥, = {B:: =z}

Let us choose now a base B, for the space (R., 1) such that [¥,} = 3
and B, is closed under finite intersections.
Let now B be the system of all sets having the form

B:N...NB:, NG

where <. .. =5, =%, =0 and GeBy. According to the choice of B, B is
also closed under finite intersections and tOIl\tquEl]ﬂy itis a base for a topology
T on K,. 7 is finer than 7, and so it is Hausdorff, too. Now we are going to show
that (K., 1) possesses the properties (ii} and (iii).

In order to shew (ii), according to Lemma 3, it is sufficient to prove that
from every subfamily 28 we can choose at most 7 elements such that their
untort s equat to that of Z.
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Let us denote by (G, 1) that subsystem of Z the elements of which Im\u
the form
' B.N...NB:, NG

for every Ge€8, and | =n<e while 3(G, 0) = {G}.
Since the number of all such subsystems (G, ) is not more than [Bla= g
and
US= U E(G, n).
GeB,
o
it is enough to prove that for every Ge¥, and it=e we can get L E(U, 1) as
the union of at most g elements.
This we are comg to prove by induction on .
For n = 0 this is trivial. Assume now it is true for n—=1 and for all Sc¥,
where n=1. If there exist finitely many indices -

O g

such that in each member B: N ... NB: NGES(G, n) at least one of the sets
B, occurs let us denote by & \3 the C.y\tem of those elements of (G, 1), which
B:9 occurs in. Then we can use the induction hypothesis for each of the systems
obtained by the removal of B:) from every inember of Z;. Having intersected
these reduced systems by B again, their union yfelds us the required system
of at most g sets.

It such a sequence of indices does not exist, then, for every finite sequence
of indices 0, ... oot we can find an element B: ... B: NG of
Z(G. 1) such that

) — & for ; <Dy o = f =
Foh= L for I=i<xand l=j=n
But then we cant obviously define an fofinite sequernce

B.nn...08B 4, (a4,
g gl

Bg_;!k)m ‘s r|B (k)ﬂ(}_.

of elements belonging to Z(G,n) such that all the occurring indices 2% are
different. We ciaim that in thix case

- U (B, CIARES NBow) =0

i{l’\-tl
This incquality is obviously equivalent to

|ﬂ (C (-“}U . chiki). = (f

k-‘.n
In erder to show this we wiil prove the existence of an 3,52 = R, such that
Ny = %=« implies

'-'?E N ((- -.UL}L.J S UC )

feezin E!I
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Let us define n, as the first ordinal greater than atl the countably many ordinals

{g(kl)) {g(" b
’Qv P and ”(kl'k )
TR i+ da

where 1-("1» 2 = 1(=("1 ), ko oky=o and fy, jo = 1. Then yy< 2 really, since
cf (a)— Py Aqsume NOwW p=n==z amnd neN (CE("’ .chm). Then

k{r:

for each k= there exists a j,, [ =j.<n with :}th(k, Since the sequence of
1
ordinals (3 : k=) consists of different elements, it has an increasing infi-

nite quhqu]uem_e (5% 1 L <w). For brevity let us denote &5 by £,. y belonging to
each Cy, it can he written in the form i = }( 0, We shall Prove now r,=r,
if k=1, Assume on the contrary that r.=y, then we would get

— g A = aEp ) ==
U i

according Lo our definition of #,< . This is, however, a contradiction, because
{r. k=) would be a strictly decreasing sequence of m‘dl]]dh which obviously
does not exist, and this contradiction shows that
(U (G, -'?)\SU (Baw .- N Boo). = 3
=l H

from what obviously follows that US(G,n) is the union of at most g members
of $(G,m). This completes the proof of (ii). Note that as a partial result of the
proof we obtained that the intersection of infinitely many (different) members
of € is always of a Ldl‘dlll’!llty less than or equal to p’

In order to prove (i), in view of Lemma 4, it is enough to show thdt if
SR, and |8| = «, then there are «7 different open xubsetq of the sithspace S.

Indeed, because of (i), S is hereditarily S-Lindeldf, hence w(S, 14) = 2=2"
would imply |rgi=w(S, 74) = (2)' = «. Here, of course, 74 denotes the sub-
space topology onr & determined by =, li order to show |zg| = «7 it is suffi-

cient to prove that there are ot different sets having the form SNC: for sonie
C:2¥, because the complements of these sets in S yicld ot open subsets of
S.1y).
( ’L)ct us denote by ¥, the system of all eleinents of € having non-empty
intersection with 8. Then = (S) implies

Cegds.

Nete first that, if {Cet p-=at} is a subsystem of ¥y with indices cofinal
with «*, then the sets of furm C:,NS cannot all coincide. Since if this was the
case, according to our above remerk, €., NS would have a cardinality not greater
than 3, being contained in the intersection of the C-,,’\ But then (S {C,NS)i= «,
wlnch is impossible because of the pmpelty b} of ¥, since if &, = HSC,,NSY)
we would get Cy,M[S-(C:N8)] =

Thus for every set of the fnrm SﬂC there exist at most = members of

s having the sane intersection with S. Now we can define the requlred ot
(th‘ereut sets of form SNC; by transfinite induction. 1f for sonte p,—==* the
pairwise different intersections C:, NS have bheen already defined for each
0= gy according to our above considerations, there are only at most |g,-21= «
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elements of ¥, whose intersections with S coincide with some of the sets C:,M o
already defined. Hence we can find an element Cy, © ¥ whose intersection with
S is different from all the intersections having been defined already. Thus we
really get =+ sets of the requn'ed form, what completes the proof of (ifi).

Cororeary. If = bas the form » = 3+, then

(v, O,)~=.

Proor. Let us take the space (R,, 7) given by Theorem 5 and apply Theo-
rem I to it. Then we get a Hausdorff space (R, 1) that is hereditari]y ﬁ-Linde-
16f, and SCR and |8|= =« imply that S is discrete, hence w(S)=

We will also show that (R,, 7) satisfies the property \(oc) as we]l Indeed,
it SCRy and [Si=u=, then for the subspace (S, 7)) 174l = because 7 is
finer than =, i.e. 74> 7g. (S, 74) is, however, ht’!r{}(hldrllv 3- Lindeluf hrence by
Lemma 4 w(S, 75} = «~.

These results obviously imiply

o, L) —a.

Finally we mention that for regular spaces we cannot even solve the following
problems:

ProeLEM [. Does there exist a regular space which possesses the property
N(wy)?

ProeLEM 2. Does there exist a hereditarily e-Lindelst space which hag the
weight e,?
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Let ¢ be a finite group. Denote by Gl its order. For an arbitrary but fixed
itatural number 1 denote by A(n; G) the number of clements x in & satisfying

(H M=,

where e stands for the unity clement of (.
We prove the following

THEOREM, L.ef (G be a finite group. Suppose that 1 (s a Hall-group of odd erder
in G. Suppose further that for a square-free divisor n of |G| the relation A(n; Gy = n
hotds. In the case ;

(2) f, = {n, | H])=1

define k as the uniguelly defermined greatest divisor of |11] containing prim-factors
dividing n, only. Then jfor every buf fixed decomposition kK = ab with the pro-
perty that for any pair p, q of primes with pfa and gjb the relation g=p hoids,
there are subgroups of order b in G, and all these subgroups are super-solvable.

To prove this Theorem we need some resultes partly well-known, partly
new. From these the fellowing well-kiown theorem of Frobenius is of great
importatce,

LEmma 1. Let G be a finite group, 71 a fixed divisor of [U|. For an elemeat
a in G denote by K(a) the class of elements in G, which are conjugate to a.
Then the number of clements x in & with

xte K(a)
is divisible by (nlH|, {G). Especially in the case a = ¢ the number of cleinents
x in G satisfying (1) is different from zero and is divisible by 7.
For the Lemma 1 see [1]. The proof of this lemma may be found in [2]
too. See p. 235., Theorem 11.6.2.

The main tool of our investigations is the folfowing result which we deduce
from Lemma 1. ‘



126 K. A. COREADI

Lemma 2. Let & be a finite group. Suppose that for square-free divisor n
of [G] the relation A(n; G) = n holds. Then the elements x in € satisfying (1)
form a characteristic subgroup in G.

Proor oF LEmma 2. For a natural number 1 denote by £'(n) the munber
of different prime-divisors of 7. We prove Lemma 2. by induction on U(n).
If ') = | ie. i is a prime-power, the statement of Lemma 2. is obvious.
suppose therefore that for the square-free number n U{n)=1 holds. and that
Lemma 2 applies for m if U(m)-=U'{u) hoids. Take G as the group for which
[} is minimal and for which the assertion of the lemma is net yet proved.

Denote by p the least prime-divisor of n. Let n be defined by n = pn’.
We begin by showing that A(n’; G) = #° holds, or G has a non-trivial centre,
whose order is divisible by p.

We have by Lemma I the inequality

(3) e AR GY

Using that n is square-free, and noting that there are clements of order pin ¢
it now follows. that on the right-hand side of (3) the sign of equality can not
OCCUF.

Suppose that 1= A(; G) holds. By Agn Gy =1 and by AW G)--n
it now follows, that there is at least cue element v of order p in G, for which
there are elementis x in ( with

- X" o= yOK(y)

EF IR (Y)Y = 1 holds, G has the centre with the required property.
in the sequel from the assumptions 1" <= A{; G) and |[K(v)| =1 we deduce
a contradiction. By (4) it follows, that for every { with 1-<{-— p— [ the equation

{3) X o= _'l"

has at least one solution x in G. If for every { mentioned before except = 1,
¥ K(y) holds, the contradiction quoted formerly follows at once using Lenwma |
with v (1=1=p—1) instead of a.

In the opposite case there is a number § with s;p—1 greater than one <o

| . . L . .
that there are —(p— 1} classes of conjugate clements in ¢ each of them contain-
s

ing exactly s from the elements ¥. By s+ p using the definition of p and Lemima
| again we have the contradiction required.

So either A(#’'; G) = n’, or there is a non-trivial centre in G, whose order
is divisible by p. In the first case the elements for which

r

Nt=e

hoids form a characteristic subgroup of order #” tn G by U(i’y=U(). 1In the
second one the centre of G has subgroup of order p, which is & normal subgroup
in (. In both cases therc is also a normal subgroup in G, whose order m is a
divisor of 1. Denote this subgroup by D,
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Consider now the group (;D. Take the clements z in G/D for which

hiolds, where ¢' stands for the unity element of G/, If z is such an element,
consider the elements x in G, whose image by the naturat homomorphism gene-
rated by D) is the element z. They lay in a residue-class of D in G. For these

elements
2

(6) X"eD

holds.
By || = m and by (§) now we have that X" = ¢ holds.

5 . e, . .
The number of the z-5 in G/D is § — by Lemuma 1. Se on the one hand using
H '

A GY = n, we have that the number of the elemients x in (7 is at most s

. " N T
On the otherhand using that there are { — z-s in G{D, by the definition of the
i

. . . i .
elements x it follows that their number is at least m.f-— =tn. 50 we have
m

that # = 1 had to hold. This means that the elements z in G/D form a normal

m
So the elements X form a group of order 12 in €, and are the only clements
satisfying (1) in (. So the assertion of Lemma 2 is proved.
For the proof of thie Theorem we need the following well-known facts too,
which we state as lemumas.

N . . I
stibgroup. Note L (—) = U(11) and that the nuimber of the z-s is equal to —.
i

LEmma 3. Let ¢ be a finite group, I a subgroup of .
Two different Sylow-groups of /I of the same order can not be contained

in the sanie Sylow-group of G.
For this lemuna see {2] p. 70, Theovem 3.3.-L.

LEmma 4. Let ¢ be a finite group with [G] = p", where p stands for an
odd prime. Suppose that G has a single subgroup of order p. Then G is zyclic.
See |21 pp. 216—220, Theorem 10.2.1 and Theorem 1(.2.3.

LEEmma 3. Let G be a finite group, whose Sylow-groups are all zyciic. Then
G is super-solvable and for every decomposition of |G| in the form

|G

where the prime-factors of & are all greater or equal than that of ¢, A{f: () = #
hotds and the clementis x with

= b

A
inn (G form a characteristic subgrotip of .
Lemma 5 is a well-known result of O.lu.Schumint [3). See [2] p. 254.,
Theorem 11.7.2. too.
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LEmsa 6. Let G be a finite solvable group, Let (G, = m-n, (m. 1) =
ay There is a stwbgroup of order m in G.
by The subgroups of order m are all conjugate to each other.

¢) Any subgroup ol G, whose order s a divisor of m. lays in one of the
subgroups of order m.

This lemma s a result of P, Hauil {4]. See [2] p. 288, Theorem 1111 too.
The groups in Lemmma & are the Hall-groups of G.

We arc now in a position to prove our Theorem.

Let p be any prime divisor of 1z, By the definition of &, jpn holds. By Lem-
ma 2 the clements x in G satisfying (1) form a characteristic subgroup in (.
By the assumption of the Theorem the elements of order p lay all i1 this sub-
group mentioned. By Lemma 3 and by Lenna 1 it now follows that the p-
Sylow-group of & is zyclic.

We nake now use of the ceiebrated result of Feir and Taosesox, which

asserts that all groups of odd order are solvable. See [5]. This remark applies
to ff. S0 by Lemma 6 {7 has a Hall-group K of order k. K is supersolvahle,
Note that the Sylow-groups of K are all zyelic and apply Lemima 3. So by Leni-
ma 3 the existence of the subgroups of order o-in the notation of the theorem-
now follows. These subgroups are super-selvable. Note that K is super solvable
and the ohvious fact that the subgroups of a super-solvable group are all super-
solvable.

To tinish the proof of the Theorem it remains to show that any subgroup
of (G of order & s super-selvable. This follows aoting that the Sylow-groups of
these subgroups are all zyclic and appealing on Lemma 5 again.

This completes the proof of the Theoren.

The Theorem has the fellowing

CororLranry. If the Hall-group #f of the Theorent is uilpotent, su in the
notation of the Theorem any subgroup of order  in Giszyclic. and the subgroups
of order b in ¢ are all conjugate to each-other.

To prove the Corollary it is enough to observe that a nilpotente group is
the direct-product of its Sylow-groups, and that by a known result of Wielandt
(6], if there is a nilpotent Hall-group /4 in the finite group G, so the subgroups
of (i, whose order is a divisor of |[{! lay in a suitable conjugate of .

This proves the Coroltary.
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ON A FUNCTIONAL CONNECTED WITH THE ZEROS OF THE SOLUTIONS
OF THE DIFFERENTIAL EQUATION y” 4 g()y = 0.
WHERE ¢4(#) IS A NONNEGATIVE, MONOTONIC, CONCAVE FUNCTION

By
A. ELBERT
Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Scicnces, Budapest
{Received fanuary 3, 1968)

D. Banks [1] proved that if y= V(r) is the solution of the dltfcrultlal
equation

() ViR = 0 ('=E;|

where g(f) is a non-negative, concave function, the solution y(t) satisfies the
initial conditions ¥W0) = 0, v(0) = 0 and T is the first positive root of the
equation y({) = U, then
"
T [ g{f) df = 6,9536. .
0

If g({) is monotonic but not necessarily concave, then
T
T fq(i)dfr_:T,SS... .
0

Following Banks' method we shall prove

THEGREM [. Lef T be the Jirst positive roof of the solution y = y{t) of (I
with the initial conditions y(0) = 0, y’(0) = 0 and suppose that q(t) is non-nega-
tive, monotonic and concave in the closed inferval 10, T). Then the inequality

T
') T | qtydr=8550. ..
/

holds. The constant is the best one.

4 ANNALES Sectio Mathematica. Tomus X1,
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DEFINITION. We will cali the functional of g(f) in (2) with 7" defined in
Theorem 1 simply the functional of ¢(f) corresponding to the equation (1) or
the functional of ¢(f).

Proor. The functional of ¢(f}) is invariant with respect to any linear trans-
formation of x, thereby we can take T = 1.

On account of the symmetry of the conditions y(0) = (1) = 0 in 0 and
] we can assume g(f) to be increasing. In case of a decreasing g{f) we can con-
sider the new function ¢*(f) = ¢{1—1) obtaincd by a linear transformation
from ¢(f). First we restrict oursetves to the class of function g(x) having conti-
nuous first and second derivatives in [0, 1].

Let q.(f) be defined as follows:

gy = 1 D=r=1"
(3) .
I (2H —)f O=t=pu
0y =2
‘—— a=f=l, 0=p=1,
2—-111.
then
. 1 .
(4) J.qg(f)a‘t — 1 Osu=1,
0
and
I La2-p)
(5) a(0) = 2Ot +— et~ | EE (gt e
: 2

One can prove the validity of (3) by a partial integration using definition (3).
Integrating ¢(f) over [0, 1] we have by (4) and (5)

1 1
e B2
(6) a[q(r)fu = 40)+ ¢ (1)~6f—7—q W)

In the following we shall denote by A(p) the smallest eigenvalue of the
boundary value problem of the differential equation

% Y ap(ty = 0
with the conditions y(0) = y(1) = 0. We shall use the fact that (p) is the mi-

nimum of the Rayleigh quotient [2], i.e.

[ wora
8) Xp) = min % -

J' p(OR(t) dt

U]

¥
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where u(x) ranges over all functions having piecewise confinuous first deriva-
tives in [0, 1] which satisfy the conditions 4(0) = u(1) = O.
Applying (8), (5), () and taking into account the fact that under our as-
—u(2—u)

sumption the factor u-—~——~——q’(;:) of ¢.{(f) in () is non-negative, we obtain
! !
[ g dit) | gttty i
= — = max" . sgymax .
;’(q) i ! a(0) i 1
] i i (n’z(f) ot
i i
. !
J gttt | gttty at
_% q (I) [11;1\ i l _ vr N(ZQ_H) q”{‘”} “l“‘:l_\- E__l i ‘h ==
jwana " [ W) dt
I-} {'I
:
i
= AN - gli) df.
O=uxl ;_(q”) 0'
hence
1
&) [ ghdl = mm 2q..)-

2wzl
“

Now we are interested in findiig the minimum of the function 2(g,.). From
(7) we have the equatien

(10) VALY = 0

which has a selutton with v, (0) = y.(]) = & and v, (0) » 0. By the lincar

2
transformation 1 = ex where ¢ = ¢(n) = |A{q. )——] 3 we get from (10)
1(2— 1)

the differential equation
(11} W Quxm =10

for ==L, where

(12) Q.x) =
.u) [
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Let Ui (x) be the solution of the differential equation (11} with the initial ¢on-
ditions U,(0) = 0, U{0) = 0 and fet y.(x) be the continuous function defined
by . A

(13) tg y, = Bl%:;’_(s)__, ]1”!‘(0) = (.

Similarly we define the continuous function y(x) by

b X Ulx)

tg y{x) = U

. p(0) = D,

where ['(X) is the solution of the differential equation
Hxu =14

with the initial conditions {7(0) = 0, U'(x) = 0. The function y{x) is increasing
§3] and satisfies the differential equation
, e §inZ2p
(14) o=y —,
4x

It is obvious by (12} that

pe{X) = (X}, Urxesed,
(13)
1 K
pix) = %, xais,

By (13) tg y,(x) vanishes if and only if L.(x) = 0. 0is a root of tg y(X) and its
first positive root be. say, at x = x, where 5.(x,) = 7. Therefore by (13) we
have ‘

2 2 1

(16) %=y (7Y

For the sake of simplicity we write g(r) = (02} and by (14) we have

(17) )= o7y 2

The tunctional of ¢,(f) remains unchanged by a linear transformation,
therefore by {16) we obtain

1 X,
. - - 1
(18) ilg) = | Mgglhat = x, | Qx)dx = (1-+:r-qr-)l-a-v+rr—q=l=
o o “
del

= J(), U=uzl.
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Equality (18) holds for 4 = 0, too, becatuse A(g,) = =° By taking »(0) =0 we
have ¢(0) = 0 and by the definition of J(¥) in (18) we obtain J(0) = = By(17)
we have

(19) S0 = pamp- E 2= |

I'he function ¢{v) is increasing from O till & when » varies from 0 {ill », =

= max vz}, hence one can consider the expression J'(») in (19) as afunction
0-—

of ¢, meanwhjlc it is » = »(p). We want to show that the equation J'(») = 0
has only one root. The proot goes in 3 steps.

I Q=g(r) = -g then J{(#)-=0. From (14) it follows

p(x)=Yx for 0=<p(x)=< ;:;_,

hence
S VS
i ) ;; - . . 2
(20) gp)=plv?) == J w’(x) dx:—f ¥x dx =3
0 0

The concavity of sinx on the interval [0, @] implies the validity of the in-
equality

2hH ) Siﬂxi—'t-”—SX for O=x= -
4 3

hence by (20 and (21)

2V3

et

2.1 Jg'—-:qrg —"j then J7(¥}=0. From (19) it follows b}'} differentiation -

sin 2g

6} (v) == % sin 2p — (w—q) [2

1

GJ”(”) = (Pt(“ ]‘—' 3 CO5 2(p)-— i COs 2qn "7"} . (3'!'— {p)+ 4 Sll'l 2?

1r

(e—p)y+
-l-z sin 2¢-¢” = 0,
v

because atl terms are non-negative in the interva]% <@ %
3.IF -;— =p=<m then f(#)=0. This follows immediately from (19) because

sint 2¢. =0 for these valies of .
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Statements 1, 2 and 3 above show that the function J'(¢) vanishes at one
and only one place and here J(») attains its mrinimuni. This minimum can be
determined numerically for example by a computer and this gives by (18)

(22) min f(») = min i(g,.) = 8,55, ..,
UESTE-]|
hence by () the inequality (2) holds for ali ¢(f) satisfying the conditions of
Theorem | and having continuous first and second derivatives.
If g(f) is increasing but has no continuous first and second derivatives in
[0, T] then we extend the domain of definition of g(f) from [0, T1 to {0, =)
by taking g(y = ¢(T) for f=T and define the functions g.(f} by

IENS T
P - > .
g-{t) = — l l glor)do Jdr (e=0).
S

The function g.{f) tulfils tie conditions of Theoremn | and has continuous first
and second derivatives on [0, <)}, therefore its functional satisfies the inequa-
lity

"

(23) T, fqr{z)[n-_v 8330 (¢ 0).
) .

But lim ¢.(f) = ¢(f) and lim T, = T, thereby the left-hand side of (22)
PR P

tends to that of (2), hence the inequality of {2) holds for this g(¢), too. This

proves Theoren: I,

For the sake of completeness we mention that GaceraiTa [4] proved the
inequality

N
(24) i f gyt == =2
0

under the restrictions of Theorem 1 but dropping the condition of mouotonity.

At last we consider the case when g{{) is a non-negative linear function, i.e.
g(!y = a+mi. FINK [3] proved for fixed T that if ¢ increases from O till =%/T*
then m = m(a) decreases and the functional of ¢(f) increases from 7, = 9,4781. ..
to =% We shall prove an inequality about this functional in

THEOREM 2. [f gty = a+mi is a linear non-negative increasing function
then the inequalities

T @
(25) 22 = Tj glt) dt = = (G, = 0.4781 .. )
e [ 1 1
0 ——aT?¥)——-—
i YRS
arnd
(26) O=aqT?=x?

hold.
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REmaRrk. It is obvigus that for a linear non-negative decreasing g(t} in-
equality (25) holds with a+mT instead of 4.

Proor, We transforin the differential equation (1) by the substitution
{ = Tx into
Y'+T(Tx)Y = 0,
which has a solution with Y(0) = Y(I) = 0, ¥'(0) = 0. Now we have
T (Tx) = aT?4-mTx,
where a=0, m=0, hence by (8) and (3)
1

f aT?g,{x) ~% mTﬂql(x)] H(x) dx

1 I at? mT?
| =— - = max —- : — 2 + .
2(T2g(Tx)) it x Mg} 24(q,)

fu’ (x)dx

o

IIf

(27)

But Xg,) = 77 and for determining the quantity A(¢,) we must solve the egua-
tion i .
Y74+ 24g)xV = 0

with the boundary conditions Y{(0) = Y(1) = 0. Its solutions with the initial
condition Y(0) = 0 are

Y(x) = C¥x jl;s(z"s}/fi(&ﬁ ¥y (C = constant).
From the boundary condition at x=1 we have

. "] 'odef i}
(28) M) = ‘é"]f = L

where j, = 2,902568. .. is the first positive root of the Bessel function Jfy(x)

and 4, == 9,4781.. ..
The inequality (24) implies

T
]
(29) T f o) dt = aT*+— T = 2,
: 2

and from this inequality (26) foltows at once. By (27) and (28) we have

T at? + 1 mT?
T it =2 ————,
f a0 aT2 mT?
3 —
at 24

. . . . ..
where the right-hand side is — by A;<=a® — an increasing function of -2—m?"‘.
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Therefore by (20)

qu“)(” _ ﬂT +(~z~—aT)
2?—aT?

-

x* A

which is the right inequality of (25). The left inequality is the same as in{24)
and this completes the proof of Theorem 2

Finalty 1 want to express my gratitude to Mg, St, Tomaszewski (Wroc-
jaw) for having computed on QDRA 1013 the numecrical value in (22).
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UBER DEN DURCHSCHNITT EINES KREISES UND EINES POLYGONS

Von
G. HAJOS
Lehrstuhl fiir Geomwetrie der Edtvis Lorand Universitit, Budapest

(llingegutigent aun 5. fdnner (968 )

1. L. Fejes Totu [1} hat fiir die euklidische und nicht-cuklidische Ebene
tlas Moment
M(D)= | (OP)dP
D

eines Bereiches D beziiglich des Punktes O eingefithrt, wobei f eine streng ab-
nehmende Funktion und P das Inhaltselement bei dem Punkt P hezeichnet.
Er hat diesbeziiglich folgende, Momenteniemma genannie Behauptung bewiesen:

Unier allen konvexen n-Ecken vou glcichem Inhalt hat das regelindssige n-
Eck mit dem Zenfrum @ ein griftinogtichies Mament M.

Dies kann leicht mit Hilfe des folgeaden Satzes bewiesen werden, der zu-
gleich eine leichie Folgerung des Momentenlemmas darstellt:

Satz. Unter den Lonvexen Polveonen mit hichistens i Ecken und von gleichem
Tnliaft weist das it einent gegebenen Kreis Konzenirische regefindfive n-Eck efnen
maximalen Durehschnittsinfialt mif diesem Krels auf.

Unizitit wird dabei nicht behauptet: es gibt Fille, wo auch andere der
betrachteten Polygone einen Durchschnitt von ebenfalls maximalem Inhalt
aufweisen. [Is ist offenbar, dabB dies der Fall ist, wenn der inhait der betrachte-
ten Polygone kleiner als der Inhalt eines in den gegebenen Kreis eingeschriebe-
nen regelmiBigen n-Fcks ist, und ehenso, wenn dieser [nhalt den Inhal des
umschriebenen regelmifBigen #n-Ecks diberirifft. In diesen Fillen bedarf cs
keines Beweises, daB der Durchschnittsinhalt bei kouzentrischen regelmiligen
n-Ecken maximal ist, da dane der Durchschnitt dieses n-Eck bzw. Kreis ist.
In allen iibrigen Fiillen gilt die Unizitdt: das Maximum wird nur darch die
konzentrischen regelmiBigen rn-Ecke erreicht.

In der hiyperbolischien Ebene gibt es nicht immer cin umschriebenes regel-
méaBiges n-Fick, also dann auch keine dadurch gelieferte Schranke. Der Inhalt
der betrachteten Polygone kaon aber natiiriich den Inhajt der Grenz-n-ecke
nicht iibertreffen (bei denen je zwei Nachbarseiten zueinander parallel sind).
Fiir einen solchen Inhalt gilt unser Satz auch dann, wenn uneigentliche Eck-
punkte zugelassen werden, wenn alse Nachbarseiten auch parallel scin kénuen,
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Anstatt der elliptischen Ebene soll ¢twas allgemeiner die Kugel als sphiri-
sche Ebene betrachtet werden. Man ist hierbei berechtigt sich auf Kieise und
Polygone zu beschriinken, die innerhalb je einer Halbkugel liegen. Dann bleiht
alles ungedindert giiltig, was dber dic uncudnu.hulen und umschriebenen
regeimiiBigen n-Ecke als Inhaltsschranken gesagt wurde. Der ausgeartete Fall,
daf der Kreis cine Halbkugel ist, kann dementsprechend auBer Acht gelassen
werden. Wiirde der Kreis eine Halbkugel i seinem Inneren enthalten, so ge-
niigte es anstatt des Kreises und des Polygons die Ergdnzungsberciche ins
Au“e zu fassen, da die fir diese und fiir die urspriinglichen Bereiche ausge-
sprochenen Behauptungen dquivalent sind. Ist die Konvexitét in diiguneme—
rem Sinne derart verstanden, daB je zwei Punkte des Bereiches durch wenigstens
cine Strecke innerhalb des Bereiches verbunden werden kdnnen, so ist der kon-
vexe Bereich bekanntlich entweder in einer Halbkugel enthalten oder enthilt
er eine Halbkugel. Dieser letzie Fall darf aber in unserer Untersuchung auBer
Achi gelassen werden, da hei in einer Halbkugel enthaltenen Kreisen auch das
wiuschriehene regelmifige n-Eck in einer Halbkugel enthalten ist, und wir uns
nur mit einen solchen Inhalt heschidftigen, der die angegebene abere Scliranke
nicht dbertrifft.

im Folgenden beweisen wir den ausgesprochenen Satz mit efemmentargeo-
metrischer Methode. Der Beweis ist dem Grundgedanke nach derselbe, den
der Verfasser 1964 in Charkow anlidBlich des 11, Gendmtso\\_|et|:»-.]1u:n Geometri-
schen Kongresses vorgetragen hat. Beim Beweis verzichien wir auf die als be-
langlos gekennzeichneten Fille, beweisen aber auch das, was erginzend liber
die Unizitdt und im hyperbotischen Fall {iber uncigentliche Eckpunkte aus-
gesprochen worden ist.

2. Wir betrachten eine Kreisscheibe K it dem Mittelpunkt O in der eukii-
dischen, hyperbolischen oder sphirischen Ebene. Tm fezten Fall soll sein Halh-
messer =902 sein, Bereiche und ihre Inhalte werden durchwegs gleicherweise
hezeichnet.

Es sei 1123 eine natiicliche Zahl, Wir wihlen einen Inlialt 7, der nicht klei-
ner als der [nhalt des in K geschriebenen und nicht groBer als der Inlalt des
um fC geschriebenen regetmaligen n-Ecks ist (wenn es ein solches gibt). Im
hiyperbotischen Fall soll £ den Inthait der Grenz-n-ecke nicht {ibertreffen.

Wir betrachten alie konvexen Polygone I7 mit hichstens # Ecken und vom
lahalt f. [ hyperbolischen Fall wird es zugelassen, dab unter den Eckpunkten
von I7 auch uneigentliche vorkommen. 1m spharischen Fall folgt aus der Voraus-
setzung beziiglich der oberen Schranke fiir 7, daB // innerhalb einer Halbkugel
tiept.

Bei unserer Untersuchung diirfen wir voraussetzen, dafl @ nicht auBBerhalb
{I liegt, da sonst IT derart verschichen werden kann, dafl der Rand von [T den
Punkt O enthalte, und dabei ein jeder innerhall K liegender Punkt von {{
ndher nach O riickt, folglich der Inhalt K 77 zunimmt. Durch die Strecken,
die O mit den Ecken von I7 verbinden, wird /1 in Dreiecke zerspaltet, Ihre An-
zahl kann auch kieiner als diec Eckenzahl von /7 sein, wenn namlich O am Rand
von I liegt, Wir fassen es jedoch so auf, daB diese Anzahl imuner n isf, unter
den Dreiecken aber auch entartete fcere Dretecke vorkommen kinnen, deren
bei O liegender Winke!l auch ein Nullwinkel oder ein gestreckter Winkel sein
kann.
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Wir lassenr nun die Bedingung fallen, daf je zwei Nachbardreiecke auBer
O noch einen weiteren gemeinsamen Lekpuokt haben, und betrachten um 0
gelegene i Dreiecke, deren bei O liegende Winkel den Vollwinkel schiiciit be-
decken. Wir lassen es auch weiter zu, dafl unter diesen Dreiecken auch entartete
leere Dreiecke vorkomumen. 1m hyperbuolischen Fall werden uneigentliche Eck-
punkte auch weiter zugelassen, [m sphérischien Fall fordern wir es nicht mehr,
daB alle Dreiecke in einer Halbkugel enthalten sein sollen, und es stért nichts,
wenn wir als entactete Dreiecke auch sphérische Zweiecke zulassen. Wir be-
haupten, daB unser Satz auch fiir sofche aus 1 Dreiecken bestehenden Figuren
X ungedndert giiliig ist.

3. Wir crsetzen jedes der # Dreiecke durch ein gleichschenkliges Dreieck
mit gleichem [nhalt und gleichem Winkel bei seiner Spitze 0. Wir zeigen, daB
dadurch der mit K gebildete Durchsehnittsinhalt zunimmt oder ungefndert
bleibt.

Bei leeren Dreiecken ist die Behauptung nichtssagend, Sie ist auch dann
helanglos, wenn das ersetzende gleichschenklige Dreieck in K enthalten ist
oder den zu seinem Winkel an der Spitze gehirenden Kreissekior § von K
enthdlt, da sich dant als Durchschnitt das Dreieck selbst bzw. § ergibt. Wir
beschrdnken uns also auf den Fall, daB das Dreieck AOB durch das gleich-
schenklige Dreieck A0B, ersetzt wird, dessen Basis den Randkreis K in zwei
Punkten schneidet (Fig. 1). Es sei 0A=0B. Wir zeigen zuerst, daB der Schnitt-
punkt P der Strecken AR, A B, durch die Winkeihalbicrende des Winkels
4 AOQB vom Schenkel OB getrennt wird.

Fig. 1

Wir verbinden dazu den Punkt A mit dem \littelpunkt C der Strecke A, B,

Die Verbindungsgerade schneide den Schenkel OB in D. Der kaelberelcll
< AOB enthilt das Spiegeibild des Dreiecks A,0B, an der Geraden A, B, (auch
im sphirischen Fall, da dort OC=90° ist). Hieraus folgt, dal das Splege]bllci
des Dreiecks CDB, bezugllch des Punktes C als echter Teil im Dreieck CAA,
enthalten ist, daf d]‘i() fiir die Dreiecksinhalte CAA,=CDB, gilt. Da aber die
Dreiecke PAAI, P BB, inhaltsgleich sind, mub die Hdlbgerade AP innerhalb
des Winkelbereiches < A, AC laufen, aiso /7 tatsdchlich durch OC vom Schenkel
OB getrennt sein.
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Licgt nun B nicht innerhalb K, su folgt aus der Lage von P, dall KX1TPAA,
um P gespiegelt zu einem echten Teil von K TPBB, wird, weil der Mittelpunkt
einer jeden durch diese Bereiche enthaltenen. durch £ hindurchlaufenden Sehne
(d. h. der FuBpunkt des von O aus auf sie gefdllten Lotes) im Winkelbereich

:COB liegt, Das bedeutet aber, daB durch das Ersetzen der untersuchte Burch-
schnittsinhalt zunimmt,

Liegt B innerhalbh K, so ersetzen wir das Dreieck A08 zuerst durch das
Direteck A’OB” mit gleichem Inhait, gleichem Winkel bei O und mit der Ecke
B am Randkreis K (Fig. 2). Der untersuchte Darchschnittsinhalt ninimt dabei

Fig. 2

zu. da je nach der Lage des Schnittpunktes @ der Strecken AB. AE entweder
das Dreieck QBB villig innerhalh K oder das Preieck QAA’ villig auiierhalb
A liegt. AnschlieBend kann dann das Dreieck A’OB’ mit obiger Methode, den
Durchsehnittsinhalt weiter vergrélernd durch ein gleichschenkliges Dreieck
OB ersetzt werden.

Wir haben damit unsere Behaoptung bewiesen. Wir kilnnen auch feststel-
len, dall wenn nach der Symmetrisierung eine Basis auftritt, die den Randkreis
K schneidet, dann KDL zugenommen hat.

4. Wir zeigen nun, daB es uns genligt nur Dreiecksinengen Y zu betrachten,
die aus solchen gleichschenkligen Dreiecken bestehen, deren Basen alle den
Randkreis K treffen, d.h. ihn beriihren, schneiden oder Kreissehnen sind. Leere
[Preiecke mit bei O liegen(lem Nullwinkel oder gestrecktem Winkel werden auch
weiter zugelassen.

Aus den Schranken fiir 7 foigt, daB nicht alle Dreiecke innerhalb / liegen
wird nicht alle den entsprechenden Kreissektor enthalten kénnen. Kommt aber
cin Dreieck mit samt ihren I“ndpunkten im Inneren von K liegender Basis
(bzw. mit samt ihrem \littelpunkt 11n AuBerem von K liegender Basis) und ein
anderes, das nicht dieser Art ist, in X vor, so 148t sich die Basis des ersten nach
auBen und die des zweiten nach innert (bz.w. die des ersten pach innen und die
des zweiten nach auBen) derart verschieben, daf die Inhaltssumme dieser
Dreiecke gleich bhleibt. Wir verschieben die Baseu derart so weit, bis dic sie
hetreffenden Anfangsbedingungen nicht mehr erfiiflt sind. Es ist dann offen-
sichtlich, da8 die Summnie der Durchschnittsinhalte zugenomnien hat. Durch
wiederhohlte Anwendung dieses Verfalirens gelangen wir zu lauter den Rand-
kreis K freffenden Basen,

Dieses Verfahren kano nur dann scheitern, wenn ein leeres Dreieck mit
gestrecktemn Winkel bei ) vorkommt, dessen Basis nimlich nicht nach aufien
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verschoben werden kann. Leere Dreiecke mit Nullwinkel bei O kbnnen ja bei-
behalten werden und kdnnen auch die erzielte Endiage nicht stéren. Auf leere
Dreiecke mit tei O liegendem Winkel ¢(0, ) kann dagegen unser Verfahren
ohne Hindernis angewendet werden.

Kommt aber ein gestreekter Winkel vor und entspricht & unserer For-
derung nicht, so gibt es in ¥ ein Dreieck .1, dessen Basis samt ihrene Mittel-
punkt im AubBeren von K liegt. Dann vergribern wir etwas den bei O liegenden
Winket von - and vermindern mit ebensoviel den gestreckten Winkel, fegen
dann in diese Winkel gleichschenklige Dreiecke von der Inhaltssumme A derart
ein, dab das 1 ersetzende Dreieck den entsprechenden Kreissektar enihalie.
Wir erhallen so eine Dreiecksmenge mit einem groberen Durchschnittsinhalt,
auf welche unser urspriingliches Verfahren schen angewendet werden kann.

Dieser letzte Schriti ist auch im hyperbelischien Fall anwendbar, wo in
einen grifieven Winkel eventuedt nur ein Dreieck kleineren Inhalts und in den
verminderten gestreckten Winkel kein Dreicck von beliebig vorgeschriebenem
Inhalt hereingelegt werden kann. Das ist ndmlich der Fall, wenn .1 zwei un-
eigentliche Eckpunkte hat. In diesem Fall bleibt aber die Inbhaltssumine kon-
stant, wenn in beide Winkel Dreiecke mit je zwei uneigentlichen Eckpunkten
hereingelegt werder, so daB der obige Schritt auch in diesem Fall auf kein Hin-
dernis stafi.

5, Aus was fltr Dreiecksmenge wir auch urspriinglich ausgegangen sind, ge-
Jangten wir in allen untersuchten Fillen in endlich vielen Schritten zu einer
Dreiccksmenge, die aus gleichschenkligen Dreiecken hesteht, deren Basen alle
den Randkreis K treffen. Der mit K gebildeter Durchschnittsinhalt hat dabei
zugenommein, wenn die iil&plllnglldle Dreiecksnienge nicht sclbst der Forde-
rung entsprochen hat.

Pie erhaltenen Dreiecksmengen Kocnen durch 2n Parameterwerte gekenn-
zeichnet werden, namlich durcht die Winkel o,, .. ., @, bei O und durch die o
Hdéhen der gleichschenkligen Dreiecke. Diese Parameterwerle liegen in den
abgeschiossenen Intervallen [0, =] bzw. {6, r] , wo r den Radius von K bezeich-
net. Im hyperbolischen und sphiirischen Fall bilden jene Stellen des so ge-
kennzeiclmeten 2n-dimensionalen Parametergebietes, denen eine Dreiecks-
menge von vergeschriebenem Inhalt T zugehdrt, offensichtlich eine abgeschlos-
sene Menge. Dasselbe gilt anch im eukiidischen Fall, wenn nur solclie Dreiecks-
mengen zugelassen uuden die in einem festen Kleis Hegen. Wir kinnen uns in
diesem Fall fatséichlich auf solche DleleLkm]engen beschrdnken, da das im
Abschnitt 6 zu erdrternde Verfahren zwei beliebige der Winkel «y, ..., o, durch
thr arithmetisches Mittel ersetzt, folglich nach hi)'ch*%tcn‘; zweimaliger Anwen-
dung es erzielt werden kann, dab w; =a—2¢ (i = 1, , 1} gilt, wo ¢ einen
geniigend kleinen Winkel hedeuiet. Das hat zur Folge, ddlﬁ dle zu betrachtenden
Dreiecksmengen im um (0 it dem Radius rfsin ¢ geschlagenen Kreis liegen.
In jedem Fall gehdren aiso die zu betrachtenden Dreiecksmengen zu einer
kompakten Stellenmmenge des Parameterbereiches. Da der Durchschnitt K12
eine stetige Funktion der Parameter ist. ninunt sie nach WEIERSTRASS auf
dieser kompakten Menge ihr Maximum an.

Unser Satz behauptet, daB dieses Maximum nur durch das konzeuntrische
regelmiBige n-Eck erreicht wird. Es geniigt also zu zeigen, daB K1 X immer
vergroBert werden kann, wenn es unter den gleichschenkligen Dreiecken, aus
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denen Y hesteht und deren Basen alle den Randkreis treffen. zwei inkongruente
gibht.

Der Fall, daBl auch cin gestreckter Winkel vorkommt, wird auch weiter
mithehandelt. Der Fall des Nulhwinkels kann aber beseitigt werden. Kommt
pdamlich ein Dreieck mit Nuliwinkel bet O vor, se kann man ein beliebiges in
Y vorkommendes Dreieck mit einer von O auslaufender Transversale in zwei
Dreiecke zerschneiden, diese laut Abschnitt 3 synuuetrisieren und dadurch zu
einem grofieren Durchschnittsinhalt ankonien.

6. Als letzter Schritt bleibt es noch @ihrig, zwei inkongruente gleichschenk-
lige Dretecke A,08,, A,0B, zu betrachten, deren Basenmittelpunkte C,, Cy zu
K pehdren und deren von () verschiedene Ecken nicht im Inneren von K sind,
und zu zeigen. daB diese Dyeiecke durch zwei andere mit gleicher Inhaitssunune
und gleicher Winkelsumme bei O ersetzt werden kinnen, die einen grifercn
Durchschnittsinhait mit K aufweisen.

Der mithehandelte ausgeartete Fall, dalh etwa < 4,08, —= 7 ist, wird das
Folgende gar nicht stéren. Dann wihlen wir die Punkte A,, B, am Randkreis
K. Die Halbgerade OC, sei auch in diesemt Fall, wo O und C, zusammenfallen,
auf der Strecke A,B, senkrecht,

Wir legen die Dreiecke A,0C,. A,0C, so nebeneinander, daff die Halh-
geraden OC,, 0C, zusammenfallen und die Dreiecke voneinander trennen (Fig.
3). Wir bezeichnen ihre Vereinigung mit ¥V und den im Winkelbereich < A,0A,
liegenden Sektor von K mit 8. Wir werden ¥V durch ein Dreieck mit demselben

Inhalt und demselben Winkel bei € ersetzen, das einen griBeren Durchsclmitts-
inhalt aufweist. IDas vervollstdndigt dann unseren Beweis, da zwei Exemplare
dieses Dreiecks die urspritnglichen Dreiecke A,08,, 4,08, unserem Ziel ent-
sprechend ersetzen kiinnen.

Sind C, und £, identisch, so kann das Dreieck A,0A4, laut Abschiritt 3 in
ein gréfberen Durchschnitisinhalt aufwetsendes Dreieck symmetrisiert werden,
was dann den Beweis heendet.

Zs sei also OC,>=0C,, ferner M der Mittelpunkt der Strecke C,C, und P
der Punkt, wo die Strecke C, A, den Randkreis K trifft. Wir unterscheiden zwei
Fille je nachdem, ob die Gerade A,/ die Punkte 0. M trennt oder nicht.
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Fali I: Die Punkie O, M werden durch die Gerade AP getrennt.

Wir schneiden aus dem Winkelbereich < A0 A, it der Geraden AM ein
Direieck V| ab. Diese Gerade trifft den Schenkel 04, auch im hyperbolischen
Fall (eventuell in seinem uneigentlichen Punkt). Sonst kénnte ndmiich die
Halbgerade C,A, nicht die Halbgerade A M und auch den Schenkel A4, tref-
fert, was aber der Fall ist, da A, am Schenkel und das ebenfalls auf der Halb-
geraden C,A, liegende Spiegelbild von A, beziiglich A an der Halbgeraden
A M liegt.

Esist V=V, da aus V das Dreiecck A,C,M abgeschnitten worden ist, und
das Hinzugefiigte innerhalb des Spiegetbildes vom Dreieck A,C,M beziiglich M
Hiegt. Es hilft nur, wenn dic Gerade A,M die Strecke C, A, schneidet, da dann
noch ein weiteres Dreieck aus 1V abgeschnitten wird.

Es ist SNV <3871V, weil der aus SNV abgeschnittene Bereich wm M
gespiegelt einen echten Teil des hinzugefiigten Bereiches ergibt.

Ist V=1V . so entspricht das Dreieck V', unserer Forderung.

Ist V=1V, so verdrehen wir die Gerade AM um A, bis sie aus dem Win-
kelbereich < A,00 A, ein Dreieck V, db‘;lemdet fiir \1e]LI1ec V=V, gilf. Da
man dabei den mit S gebildeten Durchschnitt vergraBert. ergibt sich SNV =

=850V, =8NV, Das besagt aber, daBl V, unserer Forderung entspricht und
den Beweis im untersuchien Fail beendet.

Es sei noch darauf hingewiesen, dafh man auch im hyperbolischen Fall zuim
Dreieck V, gelangen kann. Dazu geniigt es einzusehen, daB die vonr A, aus
zum Schenkel 0A, gezogene Parallele aus dem Winkelbereich <A()A, ein
Dreieck 4 abschneidet, far welches A=V gilt. Das ist trivialer Weise richtig,
wenn die Gerade A,C; den Schenkel O A, trifft. Ist aber das nicht der Fall. so
hefindet sich die Parallele innerhalh des Winkelbereiches (eventuell durch
zueinander parallele Schenkel gebildeten Nuliwinkels) <0A,C). Dann ist aber
der Defekt von .l grifier oder gleich als die Nefektensunune der Preiecke
A,0C,, A0C,. woraus A=V folgt,

f all 11: Die Punkte O, M werden durch die Gerade AP nicht getrennt.

Fig. 4

Wir schneiden jetzt aus dem Winketbereich < 4,04, mit der Geraden
AP ein Dreieck V, ab (Fig. 4). Diese Gerade schneide die Strecke C,C, im Punkt
@Q. Man hat also C,Q=C,0, woraus folgt, dall das zu SNV hinzugefiigte Drei-
eck C,PQ um P gespiegelt den aus SNV abgeschnittenen Bereich als echten
Teil enthalt, dal alzo $7V =8NV, ist.
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VoSTVe 1V, =57V,

Ist V' =1, so entspricht V', unserer Forderung.

Ist V=V, so verdrehen wir die Gerade AP A, bis sie ein Dreieck V,
abschneidet, fiir welches V=V, gilt. Dieses Verdrehen vermindert die aus
herausragenden Bereiche weiter. Es ergibt sich also

V-SNV=V,-87V,,

woraus wegen V =V, folgt, dab $7 V=S50V, ist, daf also V, unsercr Forde-
rung catsprichi.

Ist V=¥, so verdrehen wir die Gerade AP wieder um A bis die verdrehte
Gerade ein Dreieck V, abschneidet, fiir welches V=V, gilt. Das ist auch im
hyperbolischen Fall maglich, wie wir da schon hei demy Fall | eingesehen haben.
Das Verdrelien vergrifert jetzt SV, weiter, so daB SV --8§7V,-=8N0V,
gilt. Das Dreieck V., entspricht aiso auch jetzt unserer Forderung, was den
Beweis engiiitig beendet.
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In this paper autonomous systems of differential equations are considered
and the concept of stability with respect to a level surface of a first integral
is introduced (cf. [3] p. 61). The connectiion of this concept to Lyapunov stabi-
lity is poinfed out. Furthermore, the coencept of a derivo-periodic solution is
defined and its stability discussed. The results are applied then in dealing with
the stabitity of closed geodesics in a Riemannian space. While the stability of
geodesics has been investigated by T. LEvi-CiviTA [2], it seems to the author
that its relation to the rigorous concept of stability has not yet been pointed
onf. On the other hand stability of closed geodesics can be investigated with
imethods not applicable in the general case. At the end of the paper two examples
are presented which illustrate the general ideas and, at the same time, throw
light to well known limitations of some existing criteria of stability.

1. Let
dx

— = X(x
(1) = =X

he an autonomous system of differential equations where X(x)€C? xcT an
open and connected region in the n-dimensional space of X = (X, X, ..., X,)-
Let us denote by x(f, x*) the solution of (1) satisfying x(0, x") = x® and by
g(f) a solution defined for 0={= 4 = such that

pf)eT, if 0=f< 4o,

7(0) = ¢"
Suppose that a first integrat @(x)€C? x€ T, is given (P a scalar), i.e. D(x) is
constant along any solution x(f, x%) of (1), and that

(g(t)) = 0.
We shait call the n— 1 dimensional hypersurface
(2) D) = 0

[+ ANNALES Sectio Mathematica, Tomus X1-
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the irdegral suface of ¢(f). We assume that
grad @ = [}
over the surface {2).
DeFINiTION L. The sofution () of (1) is suid {0 be stubie with respect to ils
fntegral surface (2), if
() a g=40 can be found such that any selulion _\'(i', X" with |X"—¢®| <o and
DX = 0 is defined i1 0=f= + o,
(i) givent an arbitrary =0, a 0= d =g can be found such that
X XY —q (D) =6, Ofm oo,
whenever
XV =P = & and PM) = (.

Since B(x% =0 implies ®(x(t, x)) = 0, the definition above means that
the path of ¢(f) is stable in fhe sense due to Lyapunov “conditionally™ i.e. with
respect to all paths on the level surface (2) of the first integral ®(x).

Throughout the paper the modulus 1x| of a vector x=(x,, ..., X,} in under-
stood to mean

X} = max | Xg]

[=f-

[

“'I.

",

2. Keeping to the notations and assumptions made in 1. suppose that
the surface {2) admits the paramelric representafion

(3) X = x{u)
where 11 = (i, tlay ..., ), Nu) C* and
ax
(4 rank I— =n—1,
) ('hf-l

if u€@, an open and connected region of the n#—1 dimensional space of u =
=(ty, ..., U4, ), assume furthermore that the point x(u)eT, if ne @, ie. by
the mapping

o= x(u),

peO =TcCT.
Obviously
(3) D)) = 0.

LEMMA. If x(f, x%) is a solution of (1}, x°¢T', iie. p~-x® = 4% O und D(xY) =
= O, then a unique function u(HycC?, | <« for some 2=, exists sueh that
x(t, X% = x(u(®)), ] ==,

u(0) = u® and u(t) satisfies a well defined explicit vutonomous sysient of diffe-
renfial equations with “right hand sides” cantinuousty differentiabte in 6.
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Proor. Without restriction on generality let, say, the Jacobian
NXyy v Xyoq)

= 0, ueh.
1 (1 | I
I't follows from (3} that
(6) 50 _o o2, -,
=1 axk afl

oP
and as a copsequence t]lat))— =0, since otherwise grad @ = 0 would hold.
ax,

The last result ensures that in a neighbourhood of x” one can express x,, uniquely
from

Dx, ..., x,)y=10

Y, = flee o Xl feCh

ie.

Consider the system
X(F X0 = xy(ity, oty )

Ny o X)) = X q{the <ot 2y)
Ol X0 = X, {1y, ..., Uy y)
i the unknowns wu;, i = 1,2, ..., n—1. From the first n—} equations u,, ...
,U,_, can be expressed uniquely as continuously dilferentiable functions of

lf(r; r‘}) |;| s ',,f_ (X% in a I(Eeighbom-hond of x%, ..., x%_, and, as a consequence,
L] t = 7 TOU SOfnte «=1:

= uf)eC, u(0y = 1
This done the last equation becomes an identity, since both
Gl X% = [ X)X X)), ] =
x(u) = flodw), .o x, (@), Ju—t| <P
for some F=0, holds, i.e.
() = [ @), ..., x, (D)) =
= fxy(f, XD o X X)) = (0 X9, i =

The function u(#) satisfies the differential system

and

nlgx .
(7) > i, = X(x(u))-
k-1 ()HR
If we look at (7) as a linear algebraic systetn in the unknowns i, k=
= 1,2, ..., n—1, then the first 71— 1 equations of this system can be solved

uniquely for these unknowns and the last one is a simple consequence. The
last assertien follows from the fact that because of (6) and
D : D
2 ided X, =0, -~ = 0,

. | ax RSN f}x”

10
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X, is the same linear combhination of
ax, X,y

ax, .
Xiyp ooy Xy a8 =i of —, .
, at; au,

Let us denote the sysiem got this way from (7) by
(8) u = ).

Here U(u)cC, ue ©. Since u(f) is a solution of (8) it follows that u{f)eC* and
that it is uniquely determined. This proves the Lemma.

It may be noted here that, “inversely”. if «{f) is a solution of (8) then
obviously x{t1},.. . 18 a solution of (1).

3. Throughout this section notativons and assumptions made in 1. and 2,
hold.

THEOREM [. Lel 4 = p(t), U={=+4 o=, be u periodic solution of (8) with
period 7, the points w({Yc O for all {=0; if y(1) is stable in the sense due to Lyapu-

nov and .
1) = X(W)ju-ry = X)),

then the perfodic selution q(t) of (1) is stuble with respect fo it’s integral surface (2).

Though the proposition in this theorem may seem to be obvious, it is not
a triviality since e.g. stability is not invariant under general coordinate trans-
formations (see [1] pp. 12— 13).

Proor. Denote by u(f, u") the solution of (8) with u(U, #") = u® and let
p* = p(0). [t follows from the stability of »() that an 5=0 can be found such
that if [u’— 4" = x, then uft, 4"} is defined in O=1 .« + =<

Now, a bounded open and connected region ¥ exists such that the points
p()eY, 0=f<+4 ~ and W< G, where ¥ is the closure of W. It foliows then
from the stability of (f) that =0 can be chosen such a way that the points

u(f, e, 0={<+ oo, if |4"—p° <.

Let x(f, x°) be an arbitrary solution of ([} with @(x% = 0, then by our
Lemma a solution u(f, u"y of (8) exists such that

(9) X(f, x°) = X(H)|u=u(‘i’. uy = .\'(”“, Hu)). if| “T
for some a=0. From here we have
(10) xX? = x(0, x% = {10, M) = x(u*);

in particular
‘T(I — x(l"ﬂ).

By considerations similar to those made in the proof of the Lemuma, u°
can be expressed from (10) as a continuous function of x° in a neighbourhood of
¢° hence a p=0 can be found such that lu®—¢"] =i, whenever

X0 — ¥ <o, DY) = (.
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As a consequence ihe solution u(f, u®) of (8) occurring in (9) is defined or can
be continued over the whole interval 0={f-= + =, Furthermore since over the
same interval the points

i, e W 0,
x(u(t, 1%} is defined and is a solution of (1) in 0=f< 4 .
Thus we have proved that a p=0 can be found such that if
{11) jx'—q¢"l=p and @(x") = 0,
then x(f, x% is defined i1 0=t 4 co.
Now, let x* satisfy conditions (11) and an arbitrary "e={ be given. Since

x(ut) is uniformly continuous on the hounded and closed region ¥ a ¢=0 can
be found such that

(12) [x(t, X —q¢ ()] = |x(u(, u“))—x(rp(i))| - &,
. whenever
[(f, ) - p(t) <0, O=Ff=x+ oo,

On the other hand because of the stability of p(f) the last ineguality holds for
arbitrary o if

L~ == 1,
w =10 sufficiently small, and this in turn if
(13) ¥ =’ <b=p,
8= 0 sufficiently small. Thus a 0=d-<p can be found such that (I3} imnplies
(12) and this proves the Theorem.

DermniTion 2. A function u(t) is said o be derivo-periodic with period © if
it's first derivative is periodic with period 7.

1t is easy to see that the function af) = (i,(f), ..., 1, _,(f)) is derivo-
periodic if and only if

) = O+ f, k= 1,2 ..., n0=-4
where v (1) are periodic with period r and a,-s are constants (not necessarily
all different from zero).
We are going to prove a theorem analogous to the previous one for the
case of a derivo-perindic solution.

THEOREM 2. Assume that x(u) is periodic in u, with period a.x, @, # 0,
k=m+1,m+2, ...,n-—1,ic

(14 Xy, e M @ T oy iy ) = X, o - ),
k=m+l,m+2, ..., 0—1, (O=m=u-1),
Jor alt nc @ and fet @ be now the set theoretical product of @™, J"+' ... I"~L

ice.
O = EuX [mrix. . x=

where O" is an open and connected region in the m-dimensional space of iy, ..., ty,
qud I* is the inferval —co =i =4 o, k=m+1, ..., n=1; let u = p(f), the
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points p()ye O, 0={f= + e, be a derivo-periodic solution of (8) with period =,
namely
gyl = o)+ af, k=1,2 ..., 0-1,
wihere ey ff)-s are periadic with period v, 1, = a, = ... = a,, = 0 and a, is as in
(14) for k = m+1, ..., n—1; if p(t) is stable in the sense due to Lyapunov and
g(t) = () u=py = X(3(t)).
then the periodic solution ¢() of (1) is stuble with respect to ifs integral surface (2)

Proor. The proof of this theorcin follows the outlines of that of the first
one. This is so especially in proving the first requirement in Definition 1.
Therefore this part of the proof won’t be given in detail, only the necessary
alterations will be pointed out.

Since the projection of p(f) to the subspace 1, ...ty b2 (), .o, pld)}
represents a closed curve there and

(l;‘l(!') C ey ?jl'm(t))e (-)'rrl 0= = e,
a bounded open and connected region ¥™ exists in this subspace such that
(i'{-‘](f). s 'f'm(t))e W (p=f e 4 e

and ¥ O™, The role of ¥ in the proof of Theorem | is played now by the
region :

!,U* — !P’mx Im+1 ® ... X ‘(rl—l

and the first part of the proof can be carried out without any other modifica-
tion. We use the notations introduced in the proof of Theorem 1 in what follows.

In the second part of the proof which we are going to give in detail the
role of ¥ is played by the bounded and open region

g}i" = lflm x !{;:{X D4 1:]_':!‘
where ff; is the interval
I5, u =l = 2[maxie)i 4 o, jv] + L,
k=m+, ..., n—1.

T]]L: nequality corresponding to (12) can be proved ihe following way.
For arbitrary 0={-= + = u non-negative integer N can be found such that

Nrsf= (N .
Since x{y(f)) is periodic with period 1,
x(y(6)) = x(p(t— NTY).
For the components of p(f) we have
Wl —N1)y = 9 ). A= L2 ....0m
im{f—N1) = o {f —Nt)+at—a Nt =
= o)+t —a Nt =
= plt)— N,
k=m+1,m+2, ..., n—1.
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Hence
(15) fun(t — NT) = (0)] = 2 max T« (O] + |4, ]r =<
_ = 2[max {ef)| + [a )]+ 1,
i.e.
(16) p(t— NT)EWE,.
Let u¥ = (uf. ..., u}_)) be defined the following way
uf = w1y, k=12 ...,m,
up = il y--a Nr,  k=m+1,...,n-1
Obviously
(17) [, w0 = plt)] = [t — it — N7

Since (f) is stable, if an arbitrary o =0 is given, a sufficiently small »=>0 can
be found such that

|It‘"—~ y'"] I C R

impiies

(18) Julty 1) = p(t)] <0, 0=t= +
and

{19) {a{t, 1), <., 1) = (L L ah ey

thig in turn means that the points

uft, Wy WE, Ui 4 o,
H D<o, then from (19), (18), (17} and (15} follows
(20 urcyE,.

Since x{u) is uniformly continuous in ¥¥,, if an arbitrary £=0 is given, a
o=>1{} can be found such that :

(%) — Xl — NeY)| <

I (i = N1)| <0

whenever

and - B
e, p(t-NreWt,.

Because of the periodicity property {14) of x(«)
x{u(i, 1")}y = x{u*),

hence

Il

Xt X)—g ()] = [x(u(t, 1) —x(p®)| =

x(a®) —x(p(f— N©))| <e,

it
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[ —p(f — NT)| = |u(t, 1) — p(t)| <0< 1.
Since the fast inequality holds if

|t = y®l <=7
and this it tuen if

[X0— ¢t <d<g, B =0

(6 sufficiently small}, the stability of ¢(f)} with respect to it’s integral surface
has been proved.

4. 1t has been shown in the previous section that the stability of a derivo-
periodic solution of a system in certain cases may guarantee the stability of a
periodic solution of anoiher system with respect to it’s integral surface. It is
therefore of some interest {o see whether standard criteria of stability known
for periodic solutions could be applied to derivo-periodic solutions foo.

We are dealing here with the generalisation of the probably most funda-
mental Andronov — Witt theorem only. This theorem in it’s original form states
under certain differentiability conditions that a periodic solution of a p-dimen-
sional autonomous system is stable if the first variational system corresponding
to the given periodic solution has I as a simple characteristic factor and the
remaining p— ! characteristic factors are in modulus fess than 1. Let us proceed
now with the generalisation of this theorem.

Given the autoromous system
(21) i = Un),

= (U, ..., u,), U= (U, ..., U,), where U(u)€C* in somc open and connected
region @ of the p-dimensional space, assume that it admits a nen-constant
derivo-periodic solution ¢(f) with period v=10, i.e.

) = o+ ad, k=1,2,...,p,

where the o (1)-s are periodic with period v, a4, = 0,k = 1,2, ..., m, (0=m=p),

a, # 0, k = m+1, ..., p; and the points ¢(1)¢ @, 0=f= + o=; assume further-

more that U(u) is periodic in #, with period a,t respectively, & = m-+1, ..., p.
The first variational system of (21) corresponding to p(f) is

(22) v = A(t,
where the p hy p matrix A(f) is given by
xo-[24e))
L du,
[t is easy to sec that A(f) is periodic with period v and further that (22) admits

the periedic function ¢(f) as a solution. From this it follows immediately that
(22) has 1 as a characteristic factor.

Keeping to the assumption and notations made in this section there holds
the following
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THEOREM 3. [If | is a simple characteristic factor of system: (22) an  the re-
maining p—1 characteristic factors are in modulus less than 1, then the derivo-
periodic sofution ¢ (1) of (21) is stable in the sense due fo Lyapunov.

Proor. The proof of the original Andronov — Witt theorem is fairly Jong
and there are surprisingly few modifications te be done there. Therefore we are
not giving the proof of the present theorem in detail. Instead of that we shall
make use of the proof of the quoted theorem as given in [3] pp. 278 — 284 and
point out the modifications {0 he made.

Throughout the proof quoted, with the exception of one stage only, the
periodicity of 7{f) and that of U(x) it’s first and second partial derivatives taken
along 1 = (1) is used and not that of ¢(f). These conditions hold now {oo.

At one stage only, where the new variables z* = (¥, ..., 2%_)) and s are
introduced by '

= TS+ ¢(s) = g(z%, 5)
(formula (28) on p. 281 of [3], TH(s) a periodic regular matrix defined there),
is the periodicity of ¢{s) used to ensure that g(z*, s) is unifornily continuous.
However, the fast assertion holds in our case too since ¢(s) is the sum of two
vectors, one of which is periodic and the other linear in s.
With these alterations the proof quoted yields a proof to our theorem.

5. We are going o apply now the previous results to the study of the be-
haviour of closed geodesics in a Riemannian space. Tools of local differential
geometry only are used.

Let M denote an n-dimensional differentiable manifold with a positive
definite Ricmannian metric, V a simple coordinate neighbourhood of M, where
gi and Iy denote the components of the metric tensor and the Chnc;toffel
symbols, I"erEC‘tl\ ely in the conrdinate system v = (3, .. _, v

Let

iy =f(s) U=s=4 o, fls+1) = f(5)
be a closed geodesic, yC V, s the arc length and

- qoy, f, =4O
fo=10) fo= ;

us
Let us denote by ¥ = 1(3; ¥y, %) the equation of the geodesic with
. . dv(0; v, ¥
vo = 10: e ).y = 2T
s
where s is again the arc length on the latter. Using these notations we are giving
the following
DEFINITION 3. The closed geodesic v (s safd to be stable if
(i} u 0=0 can be feund such that if
—fol =0, {Vo—foi <o

then v(s; yo. Vo) is defined for U=s—=< + <o}
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(it} given an arbitrary ¢ =, ¢ O d-<0 can be found such that
Yool =< [Fo=fol <
implies
1y(8; Yo, ¥o)—F(S)] ~ & wnd
19055 Yoy Fo) (s} <& 0S5 4o

REMARK. [f y is stable in a given coordinate system, then it is stable in
any other admissible coordinate system. This is so hecause a hbounded and open
region R can be found such that

»ZR, RTV

where R is the closure of R, and any admissible coordinate transformation is uni-
formiy continuous in K.

As it is well known the geodesics given in canonical parameter { satisfy
the system of differential equations

Zaf o
(23) dy +I"' u‘} u’} -
d at dt
i=1,2....n

If we introduce the 20 dimensional vector
X={X, oo X ey X))
and put
xp=v k=12, ...,n
an-.‘.' = jrk'

then considering the normal form of system (23)

x!.‘ = Ay g
"
. - _ K s .
(24) Npig =— 3 !H,\,,-J.-.\,,_- "
INED]

one could easily expect that the stability of the closed geodesic + as defined
above amounts to the Lyapunov stability of the periadic sotution
o) = (g1. ..., Far o ovr fan) =
=" .. f]_ ---,)‘:")

of system (24). Now, this is not the case simply because the canonical para-
meter { is not necessarily the arc length but, in general, a linear function of it.

The canonical parameter £ in (23) is the arc length along a solution y(#) if
and only if

Ly = 1.
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i.e. if and only if

n
(25) Z ik Xae oo s XNy Xy 1y = 1
I k=1
along the corresponding solution of (24).

Now, since the tangent vector y of a geodesic given in canonical parameter
is parallelly displaced along the samie in the sense due to Levi-Civita and the
fength of a vector (in the Riemannian — space) is invariant under paralle!
displacement, the function

!
2 g:“!’.‘(xl‘ e -\';,)X”.-.i.\‘,,,: I3
i h=1

i s constant along any selution of (24) and so is obviously

1
{26) Q‘)(\) = 2: gr’k{xl' e xl‘!)xll LT 1.
ik=1
Thus (26) is a firsi integral of the system (24).
From these simple considerations there follows the

Taeorem 4. The geodesic v is stable if and only if the corresponding pertodic
solution ¢ (i) of (24) is stable with respect to ifs integral surface (25).

6. The Sphere. Let us consider the unit sphere with centre at the origin of
the Cartesian orthogonal coordinate system x, v, z:

X4t = L

Our first task is to find a parametrisation such that a whole geodesic, Le. a
great circle of the sphere should lie “well” inside an open region consisting of
regular points oniy. This can be achieved by intersecting the sphere with planes
passing througlt the point (0, 0, — 1) and paralle! to the axes ¥ and x respectively.
Denoting the “slopes™ of these planes by « and v respectively we get the fol-
lowing parametric representation of the unit sphere:

‘- 21
|+
- 2r
1) TR
1424

N USRS,

) T+ uzpre
The parameter lines are the circles passing through the point (0, 0, — 1} and
having there tangents parallel to the axes x and y, respectively. As it is easily

seen, (27) represents a homeomorphism between the open plane on the one
hand and the unit sphere deprived of its “southern pole” on the other.
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It is easy to get now the components g, of the metric tensor, the Christof-
fel symbols I';; and the system of differential equations of geodesics. We omit
the details.

Introducing the notations

X i X i X du X, dv
X = f Xo = "’ Xy = — Xy = —
di dt

the system assumes its normal form:

di]' = _\'3
ilf
dx,
— " = "\"I
di
28 ) 2
(28) dxy 5 NNz 2X,X%, — 607
dat 1+ x3+x3
dx, _ 9 — XaX5 4 20, X,X, + X,X3
i 1+ x7+x3

The first integral (26) and the integral surface (23) is now

A+

29 D(x) = 1
(29) (x) (L2 1)
and

(30) AN

(1433 +x3
respectively.

A periodic solution of (28) lying on the hypersarface (30) of the 4 ditnen-
signal space is

31 gy x, = cosf, x, =sint, x,;= —sinf, x, = cost.

{This corresponds actually to the “equator™ of the sphere given in natural para-
metrisation.)
A parametric representation of the integral surface (30) is

X=Xy X; =, X,=
Xz = V2(uf+ui+ 1) cos dy,
X, = 12013+ ui+ 1) sin oy,

where the

rank of lg;:l = 3.
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The system (8) i.e. the system “equivalent” to system (28) with condition
(30} is in our case:

i, = 205+ ui+ 1) cos uy
(32) i, = [2(u3+ ui+ 1) sin uy
{ty = iy SiN Gy — 11, COS Uy,
The latter system admits the derivo-periodic solution

(33) w(f) 1wy = cost, uy =sind, Uy = t+~g-

corresponding to (31), i.c.
¢(1) = X(t) y=pey-

Since the conditions of Theorem 2 hold, if (33) is stable in the sense due to
Lyapunov then (31) is stable with respect to its integral surface (30). One may
try to apply Theorem 3 (i.e. the Andronov — Witt theerem as modified for the
case of derivo-periodic solutions) to settle the problem of stability of (33).

The tinear system of the first variation corresponding to the solution (33)
is
Zy =-—sintcost.z —sin*t.z, —cost-z
(34) Zy = cos*f-z +-sinfcost.z, —sinf -z

7y = CO8t.z,4sin{-z,.

With some trouble one is able to find a fundamental solufion to the matrix
differential equation corresponding to (34), it is

sint f cosf{ siin f cos {
Z(ty = [—cosi sin f cos ¢ sin® ¢ ]

—1 sin f —cos{
Since Z({f) is periodic with period 27 the fundamental matrix
C=Z ) -Z(t+ 2=)

is the unit matrix and as such has 1 as a triple eigenvalue. Thus system (34)
has 1 as a triple characteristic factor. This means that the theorem quoted above
doesn’t work in this case. There are some results giving sufficient conditions of
stability in case | is a double characteristic factor and all the remaining cha-
racteristic factors are in modulus iess than 1 (see [4]) but the author is un-
aware of general results concerning the case when 1 is a triple characteristic
factor. The obvious stability of the solutions of (34) doesn’t imply in general
the stability of (33).

However, it is perfectly clear that the equator is stable with respect to tie
family of great circles given in natural parametrisation, i.e. (31) is stable with
respect to its integral surface (30).
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The Cylinder. Let us consider now the circular cylinder with radius 1 and
axis z as its axis in the Cartesian orthogonal coordinate system x, v, 2:

X4yt = L

A parametrisation containing a closed geodesic i.e. a parallel circle well
mmside a regular region of the parametrisation is

R— __l' ==
(2 L2y =
(35) y = .

{u 12y 2
¥ = If)_L{(H:-J:- 1.2)1_'.:,
The treatment is now analogous to that of the sphere, we are giving a short

sketch only, :
Introducing the notations
di dr
Xy =1, Xog=1, Xy=—, X;j=—
it dt

the differential system of the geodesics in nrermal form is:

ix,
— = Xy
dt
dx,
— _'\‘}
it
(36) X, XN+ 200, — XX
dt X3+ X3
dx,  —XaXE4 226X, + XX
dt H+x3 '

The first integral (26) and the integral surface (25) is now

X3+ a3

(37) . B(x) = 2T,
x2+x3
and
S 42
(38) XX 2,
Y+ x3

regpectively.
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A periodic solution with period 27 of (36) lying on the hypersurface (38)
of the d-dimensional space is
{3 () 1 x; = cosd, X, =sin{, = —sinf, x; = cost

(This corresponds actually to the parallel circle lying in the piane z = (0.)
A parametric representation of the integral surface (38) is

= x(u):x; = tiychuy, X, = 0, chuy,

Ryl

s o= iy Sl it Xy ==t ST i — 1y,
where the

rank of |=| = 3: w4+ ui=A.
At

System (8). i.e. the system “equivalent™ fo systent (36) with condition (38)
is in our case

. shu, i,
=1 — "L =
cha, chu
. sl gt i
(-—H}) ”i = 2 ..._--.—‘; _,.1__
chay,  chony
,I,'-j".{ = U.

The latter system admits the periodic solution
(41} () sy = sind, 1, = cosd, u, =0
corresponding to {3Y), i.e.

y{{) = X[} w=sny-

Since the conditions of Theorem | hold, (34) is stable with respect to its
integral surface (38) if (41) is stahle in the sense due to Lyapunov, If one tries
to apply the Andronov — Witt theoren (seee.g. [5] p. 275) to settle the problem
of stability of (41) one finds that the first variational equation of (40) correspond-
ing to the solution (41) admits 1 as a triple characteristic factor. Thus we are
confronted with exactly the same critical position as in the case of the sphere.

However, in the present case, clearly, the periodic solution (39) is not stable
with respect to its integral surface (38), the corresponding parallel circle on the
cylinder is not stable with respect to circalar helices even if given in natural
parantetrisation.
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