

















































































































CUET LEJbIX TOYEK B KPYFE

H. KATAH

Kadegpa anrebpui-YHupepcurera um, JI. Irsewa, Byganewr |
(Mocmynuao 13. 11. 1965.)

Nyers U(n) uncno pelueHui ypaBHeHuss n=Xx*+ Y% B LEJbIX UMCNAX X, ¥ U

Px)%® 3 U(n)—m=x.

1=n=x

I'. KPAMEP joKasan [l], uTO MMeeT MECTO TOXKAECTBO

y
[ Pr(x)dx = Bys2 + O(514+2),
TIe ' .
g = | U¥(n)

3n% ;=1 W

K ¢ > 0 mwoboe manoe QUKCHPOBAHHOE UYHCIO.

E. JIAHOAY [2] noawe poxasan — ¢ ynyuenuem merona Kpamepa —
TOMECTBO

[ Prxyax = By + 02 +).

A. BAJIOHMII B pabote [3] nokasan, uto MOXKeT Hamucats O(y log® y)
BmMecTo O(y1+9). :
B sroii paGore Mbl JOKa)KeM CJIeAyIOLIMe TeOPEMEL.

TEOPEMA |. Mmeem mecrno moxcOecmso

y

-

) PH(x)dx=By** + O(y log® y)-

1

TEOPEMA 2. [Tycms O <1t<y'®. To20a umeem mecmo moxcoecmso
y

J’ (P(x +1) — P(x))*dx = O(y log?y) + O(yt log y).
1
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R S

BrnepBrie ¢MOTpUM HHTErpa

y

f P(x)P(x + t)dx.

1
B nanphelem nycTh ¢, €, ... abconbloTHBIE KOHCTaHTh. (Q003HauMM uepes
Af(x) pasHoctb f(x+ 1)— f(x). :

JIEMMA 1. Ilvets y > £, |M| = [N} un

det ¥ o ,
Kun®) = Kun= J.xa/"(X-k 124 A e MVEFT4¢iNVx gy,
®

'[‘or,ua
n .
M| - ' = M| . |MN|
K =¢ l min(Vy, IN])+¢ zt—————mm(l, npu M= —N.
1K mn| 1Y ]M+NI ( ¥ | |) 1Y ’M+N] p
u
@ ]KM,M——; yo M2| =AMy min(t+ M, y) mpu |M]= 1.

JIOKA3ATEJIbCTBO. 1. Paccmotpum cavualh N = — M.
Mycrs onpepenennl ¢pyuxumu Fp(x), g(x), F(X) ¢ cnepviomnm ofpasom:

Fp(x) = eiM4 Vx _ 1, g(x) — x"’“(x-{—t)”‘*e’“wm" Vx) ,
F(x) = g(o)F m(x+F \(x)-

Takum ob6pasom

y
Kyw= f B pomemyzgy = 2 f F(x)de«mwv”

! ! o V-J—C' ! (M+N)l

X M3 3TOT0 C [IOMOUbIO a6esIOBCKOro WHTErpUPOBAHUA NMOJIYUYUM OLEHKY

, [FO)+IF ()
Ty ﬂf |F/(x)|dx +2 N

IKmnl =
B ciyyae x>t uMeloT MeCcTo0 OLIEHKH
M

|5 Irmeol = 2

|F p(x)| =min "2, [M_l
! QVX 4x—2' |

8(x)] = e5x*;  [g'(X)| = co(x +tMX2).
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Tax

|F"(x)| = Cs(x+th min (4 M| lMNI,

1
—, = +egmin{[M|xZ, |MN|) =
e ) ey min (e, an)

e iMimin (%, (V) -+ e min [1, 58|

M U3 ITOr0 HemocpeacTBeHHO cneaver (1).
2. MNyvers Tenepp N =—M
W3 To)knecTBa €i? = 1+l¢p-3+0(¢p3) cnepver

AeMVxFitge —iMYx — exM(Vm—V?){eiMAVx_u_ 1 }{e—tM:AVx—_ 1} =

= ¢M(x+i-Vx) {iMA Vx+f - i;f (AV;TJJ 2} {_— iMAYx - 1”2_2 (A]/;).’_.}+

4 o _ P
+0[—M;’ = M+t —Vx ){MzAVx +iAVx +—A? AYVxAVx+HAVx +1—
X2 | ,

— ] 4
- AVx)l+o"_".2.].
o
TlpuMeHsa OlleHKH AVx = —~+ O|l— , AVxAVx+t = ST N +0 —-,
2¥x X3 4 xlx+ t) x?

AVxAVx+E (A x+E — A7) =0 ’%ﬁl’

NOJYYHM, UTO

AeMVFH, fo-MYF o gMFTEVE) {__’Vf__+o’i”_’_ o(.ﬂ“(‘_*lj}+
Wx(x+1) x* ) xR
+0"_A;1;‘.= M: +iM‘_‘(l/x4+t—-}_/x)+0( M“(t;H) "+0‘£,
LX) 4/ x(x+1) 4/ x(x+1) x5 x2

Takum o6pasom
R M r L
@) Ku-m=- f M4 (x+ ) VAdx = f (VX +1 — Vx )4 (x + 4 dx +
: " v

+0(M¢+ 1) log y) + O(MY).
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. Wa-33, omenru (Vx +1—Vx) x4 (x+ )4 = 0 (il-

I BTOPOTO MHTErpaia

npapofl yactn (3) UMeeT MeCTo

M3 fo 't_t_l_l dx = O(Ma(t+ 1) logy).

Torpa BbIMOJMHSAETCS

‘_A_’_l_z_yu 1/4 =Mi 3/2 _ 3 2
; [fx.‘/(x+t) dx = = (7 ~£)+0 (Mt 1)Y),
uv"raic
K M__G_ys/zl O(M3(¢ + 1) log y) + O(M&Y¥) + O(M(t + 1)y ) +
+O(MX(B+ 1)) =.0(MWy) +O(M2(t + 1) ).

C apyroit cTopoHB TPHBHAJILHBIM 06PA30M NOJIVUUM OLEHKY

IK pp,— ml = O(M2y3/2),
U3 storo cnepver (2).
| Janbgeine leMMbl CBA3aHHBI ¢ KBajpaTHUHOK dopmol x*+ y2. Kak xopo-
wo ussectHo, umeem U(n) = 4 X' y(d), rae y(n) — He-rnaBum#i — xapakrep
mod 4. "
JIEMMA 2. Ilvets X = 1, Torpa

n) 1 '
V — = L l, b
n:x n ( x) * 0‘ X
rje
def o=
( 0= K
n=1 n

ﬂOKaSaTeJIbCTBO -XOPOIUO H3BECTHO.

JIEMMA 3. Tlyctb a HaTYPaHEHOC ynchao 1 b = 1. Torpa

‘Z xn) = L(I,Z)Z—”(L)x(—m-+0‘z(—a—)', rae (@) — uucio Reauteneit a.
nsp N ola 0 L b
(n,a)=1
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JOKA3ATEJILCTBO.
5 »n) _ 5 40 xn) S we) = o) x(e’:x(k)‘ -
(r:a‘)bl n nso 1N ol(n,a) o[a ks% ‘ Q
- 3 M) < 1) x(k) = L(1, ) 3 HQKe) Haole) | 0(
ela 4 P ela 0 ela

2

— L(l )2 #(0)%(0) -I-O [1"(:)

ela
JIEMMA 4. Ilyctb a HaTypaibHoe yuchno, b = 1. Torpa

] ;b 2(n) - n =0(b - ®a)).
na=1

JOKA3ATEJILCTBO, Ilvcrh

def
mn
Sp= —L(-—_)—, n=12 ..., 0 s=0.
m=n M
m, a)y=1

C nomombio abesioBCKOF0 CYMMHUPOBaHHS

0] (o]
2 x(”)n = 2 (Sn _'Sn—l)n2 = an{nz —(I‘l + l)z}+8[b]([bl +1)?
n=<p n=1 n=\
n, a)y=1

M u3-3a JleMMH 3

+L(l x)z #(Q)Z(Q) {[b]+ l}z _

ola

by @ 17((1)

. n=b

= L(1,y) 3 M) “u(e)xle) #OKO) (i _p1y 40

ela 0

= 2L(1, y)([b] + 1) Zf_("ﬂ("_)‘w(bt(a)) = O(br(@),

e/a 0
yTo M TPeGOBaNOCh A0Ka3aTh.

JIEMMA 5, [lyere X'=2, v HaTvpanbHOe YuCIO B HHTEpBase | =vs= X',
Torpa
3 UGG +v) = OX-b_,01), e b_,(0) = > L.
n=Xx ) - dln d
JOKA3ATEJIbCTBO . Tlvcth
def

Sap= 2 UmUn+v)y= 2 Ulm)U(m,).
n=X 2Pmy - 2Pmy =
2%in 2Mm, < X

Bllnsr my=miz=1(mod4)
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Torna 3 U(n)U(n+v) = :S‘ i‘ Sa5-
n=X a=0f=0
PaccMoTpuM Teneph Buparcenue S, 5. Ecim 26> X, unn 26 +v>X +v, T0 S, 5=0.
IMpumensisi  XOpoIIo u3BecTHoe TOXAecTBO U(n) = 4+ ) y(d) nonyunm
’ din

Sep=16 3 gx)x()
2Bxy—2%t—y

2%t = X
xy=zt—1(mod 4)

Nyers = a. Ecn 224 v, 10 Sp 5 = 0. IlvcTh v = 2%y, Tiie v, HaTypaibHOe
4yucyo. Takum 00pa3oM MOYKeT HalucaTb

@ Sep=64 3 x(x)l(2)+0" 2 1)+0 Z‘ IA’.

?ﬁxy—-2‘zt= » 2By 2%t =, 2ﬁxy—2¢z’ =y
2%t = X %2t = X 2%22 = X
xy=zt==1(mod 4)
x<y, 2<t

Tak kak w(m) = O(m®), ¢ > 0 nw0H0e Manoe PUKCUPOBAHHOE YKCIO, TO

X%+ £ ‘ ( —‘+‘
2 1=0\—Fr u \
2fx3 9%t =y 26/ 7ﬁxy—1¢z$._y 2:/2
X7t = X 222 % X

PaccMoTpum Temephk IepBYI0 CYMMY B NpaBoii yacTd TOXAecTBa (4). B aro#i cymme

X+v . Bxy—p .
Pxy = X+p T8 Y= . Vis-3a yenosust z <t = — ¥ pyeer mecto
26x 2%
s 2Pxy—v 222 +v
HEPABEHCTBO 22 < ——2 | U U3 3TOr0 CJeAYeT y=> ———.
2« 26x
def 2zz2+v .
Ilycte @, , = max ’———ﬁ——, xJ. B cnyyae mnoOCTOSIHHBIX BeJIMUMH X, 2 Haio
- :
CYMMHMPOBATh TOJIbKO HA 3HAUYEHHs Y, JUIsi KOTOPHIX MMEET MECTO HepPaBeHCTBO
X+v
L<y=2tY
2x
: X F4
BBegem cieavioume ofosHaueHus: 6 = (x,2), x, = % 2, = 5

NockonbKy ypaBHeHHe 2Pxy—2%2f = p paspelinmoe TPH TMOCTOAHHBIX X, Y,

Y1
TO 8|vy. TIPeANOI0KUM, YTO bjv; M MVCTH S5 = PaccmoTpum uMCJIO pelueHuiH

VpaBHEHU S
) 280-my -t = vy
. X +v
NpY NOCTOSIHHEIX SHAYCHHUSX X3, 2, v, M TPH VCIOBUAX Gy, <y = >
) X

xy = 2t = 1 inod  4). TlociegHee vcioBUe BLITIOJIHAETCA TO W TOJILKO
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TO, €CJIKH MMEIOT MECTO CBefeHHsI 2~ —yp,=1 (mod 4), xy=1 (mod 4) Takum
00pasoM vpaBHeHHe (5) PaBHOCUJILHO CBEJEHUIO

(6) 2%,y = v, (mod 2,).

U3s-3a (x,, 2,) = | pemenus y cBefienusi (6) MOryT ObITh HaNUCAHBI B BUJie
¥ = vy(27=x) 1 (mod z,),

rae (26-°x)~1 (28-°xy) =1 (mod 2)).

Takum 06pa3oM UKCIO pPelueHUul VpaBHeHHs (6) npu ycnosuu x= y = | (mod 4).
" paBHO
(7 - 1 _X_"‘L_@_ﬂ.;o(l)
4 | 20xz FA
B ciiyyae 26-2*—yp, = 1 (mod 4) u O umave. Iycrs
def

Sa,p,6 = 2 2(x)x(2)-
. 28xy—9%7t= prd
x)'_zt_i(zmod 4)
(x, z) =4

TaKiM 06pasoM S.p = 64 IZ' S5,
din

[IpeAnon0)KnM, YTe BHINOJIHAITCS CBefleHUus1 22— —p, =1 (mod 4), =1 (mod 2)
[pumensst Bhpa)keHHs (7) TOJNYUHM OLEHKY

1 X+» 1 X
Sups = Tl——Tz+0(—«_+ﬂ)'

4 28 4 v at+f
»62_2 2
rae
Xy a x)- x(z
T,= > @) T,= x (%) 2(2)
Wxs X4 1V‘XT' ot
X1<-a Y] X1<—o- —27
1)/X < X
) 23l
(%1, 21)=1 (1, 21)=1

W3 ompefeneHus a, , CIeveT TOMNJIECTBO

T, = Ty1+ Ty,
rae . .
2(2)
Ty, = > 2(x)x > _z—
x1<—VX+v z1<-‘1;Vmax{ 25:25:‘_,' 1} 1
(x1, Z21)=1
4
1 2222+,

21(2)

Tz, 2 = Eﬁ 2 2(x)

IV X+v IV 2Pxs — . IVX
1<3 ; 3 max e 1' <n<yf —
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C nomoubio Jlemmn 3 cnenyé’r, yT0

Tz, L= E 2(x,)x [ L(, z) > Houe) p(0)1(0) +0 x,)+ 0 _
x1<%l/¥; l o (1 max{———zﬂxz_", 1})
2 ,

=L(LgP > mo)r*e) I kxk)+

1]/ X+» 1}/ X+»
L k s__
° OV of b

‘ ”(xl)xl
+0 [ 8 .
( x1<%%x$" ,max‘] 26x2 — ‘Jllz )

Da

HiMeeT MeCTO HEepaBeHCTBO

7(X;)x , : Da¥i
2;121_ . =3 wlx)x + Z (%)%, V =
11<-I/ Xir [max( ) 2'3‘::::029 1<31- X;B-r
a-t-l a+1-4 l

2 2

= 0(—5—7 log ,+ 0

;—_"“. . 1/2 ’
X+v10g x) = o‘MJ,
1 Prs

- C apyroi cToponn ¢ nomowpio Jlemmnl 3 npu ¢ = 1 cieAveT HepaBeHCTBO

R OR l
/X% | 125/260
W3 3THX ciaeayeT, uTo
7 F X2
Ts, :0' o logXl.
UmeeT mecTO TOWKIECTBO
- « o
Tae= 27 3 E3) > 1)z +
el ZE T (257 ) n ) X
B (x1,21)=1
mr® X 1a) > Hz)

285 x&%l/?;;r Xy l( ( 2ﬂx=—,-) 172 V_ 2
v _ T ,
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~ C nomowsio JleMmbl 4 CrefyeT, yTO MepBas CyMma NpaBoit yacTy

- )1 1/xX 2_
=0(2u—,3 > M.EL/E_):O(W ﬁx1/210g2x)’

. >
1)/ X+» xl 2
x,<;

2a

H BTOpas CyMma
f [ X178 \
= 0‘11- Iogzx) = O'L logzx’.
| 268 | 266 |
Tak mMbl HONYYHM HepaBeHCTBO

Ty o = O(2-0X12 l0g?X),

M TaK Kak 29y, 2* = p = X1/ BLINOJHSITCS HepaBeHCTBA
Ty o = O(X?Plog2X); [Tyl = |Tyy|+|Te,l = (

Pacemorpuim tenepp T,. C nomouinio JlemMmnl 3 cieaver, yro

T1 = j Z(%){LU X)Z [L(Q)X(Q) +0(1(x )6 21/__ .

1Vx—+v Xy ooy 0
X1<) Y

— L(1,%) 2&‘1@2‘19) ¥ k), of 2%

2812

*1/2)} a

1/2
VX+: 4 1)/x+v k X l/x+v
0= - - — . Xq <=

ool of
= O(1) +0(2:/28 X112 log2X) = O(1),
TaKk KaK 292§ = 2%§ = p = X183,

~ : 2 \‘
Sayp,0 = 0'—)—<— +0(——————X310gx ),
2f8 2612

Taxk uMeeT MecCTo

H U3 3TOro

Sap = 64 \ Se,p,5 = O[ XU 1(”1) +0( IOQ,"X T(V])
rhl
Nyverb '
S — 223”3 S@ — 2 E Sm.ﬂ
3=02=0 B=0a=p8-+1
Tak kak ©v) < X9 ¢_,(») = 1, BhINOJHSETCA HEPABEHCTBO
4 p+1 (B+ D)X
S, ;=0 F1 " M log2X . =
:os,,ﬁ > _l(v)’+0 S 198 X t(v)v

’

B+

+1

82

X2B log? x|

B}

Xo_ l(v))
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[Tono6HBIM CrOCO6OM MOXKET J0Ka3aTb, 4TO

. S = O(Xo_,))

M TaK ,
3 U(mU(n+v) = SO+ 8@ = 0(Xo_, ),
n<X - :

4yro U TpeboBanoch 10Ka3aThb.

JIEMMA 6. Tlycth » HaTypanbHoe uucio, » = y¥8, y = x. Torua

UmUnty) _ O(a'_l(v)log(—;-+ 2)’

y=nsx n

JOKABATEJILCTBO. OGo3Haunm uepes f,(2) cymmy 3 U(n)U(n+v). U3
n=z

Jiemmbl 5 £,(2) = O(zo - (v)), ecnu z>v3. Takum oGpasom

5 UmU(n+v) _ f dt,(2) = tv(x) t-(y) t0) ft-(z!)dZ

=n n
oy <x b

=0(o_, )+ f 0 (E:;:_(K)J dz=0[o_, ) log(%+ 2)'

yTO M ,TpeGoBaioch [10Ka3arh.
Taxum e cndcoGom MOMET BUAETD, YTO HMEET MECTO CIeAVIOasi JiemMa.

- JIEMMA 7. Mycts » HaTypaibHOe uyucio, v=yY3, y=x, @ MOCTOSAAHHASA.
Torna
UmU(n+v) _ [O(y*"®o_,()) npu6 > |
O(x17%0_,(v)) npu® < 1.

y=n<x n®

JIEMMA 8§, Ilycth 2z = 2. Torga

Z‘ _U..L(v), = 0(|ogz)'

1<z v

> 210 0-—,.

N A RN P
JTOKA3ATENLCTBO.

o_,({v) 1 1 1 1 1 I
v‘s".. v vé‘z v dzln:' 6 6=z 6'=2k151’ dgzbz 2 k

JIEMMA 9. IlycTte n HaTypanbHOe uucio. Toraa

Y49 _ o(1og 2n)

nl8sy=n
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JOKABATENBCTBO. Kak xopomo wussectHo P(x)=0(x?) [4]. Taxum
obpasom -

n

by U ty) = f-l—d{P(n+zz)—P(n)}+n f—l—du =
v u u

1/3 g
n <v=n nl/3 . nl/3

_ P(2n)—P(n) _p(n+n1/3)uP(n)+ n P(n+lI)—P(rl) dll-i-O(lngn) _

n ms3 . u
ni/s

= O(log 2n).
JIEMMA 10. Ilvers x = 1. Torpa

> U¥(n) = O(x log 2x).

) n=x
Jloka3aTenbCTBO CM. Hanpumep [5].

JIEMMA 11. Ivers

def x3/4. o U n S !
D(x) = pry 'g; -nrf—M)Acos 'Qﬂl/nx—%).

Torna uMeerT MeCTO

y
f d(X)D(x +t)dx = By*? + O(y log®y)+O(yt log y).

.
JJOKA3ATEJBCTBO. [lvers

Y 3 3 . '
det [",a i -z x— T
(Lonn = Y ) = fx*(x+t) A cos | 2 Ven(x + ¢ 2 ) A cos| 27V nx 2 ]dx,
©

Un)

n5/4 mn:*

def
(T =)TWy)= ¥

n<m

TaxkuM 00pasoM HMMeeT MeCTO cliefvIolllee TOMCIECTBO !

, |
m f )Pty = 3 5 I@UO ;- 5 UM g
P m-1ri=1 MR ’ Moz MO
o Uim)
+m§1 o m,m

4 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIIIL.
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def —_ det -
Mycte M = 2n¥m, N = 2xf/n, TOrla UMeeT MeCTO TOXJECTBO

\
Acos 2aer(x+t)——JA cos ‘Zar}/nx —Z—l -——-AgtMVx+ AetNV—-}-
7
+__Ae—tMVx+r_AetNVx’+_AeiMVx+t . Ae—iNV;:_+_iAe—iM VthAe-iNVx‘,
4 ' 4 4 ‘

N U3 3TOro cCJeayer

{ 1 1 i
L,,= _TKM,N'*"ZKWM,N. +7KM,_N+_4TK-—M_—-N'

|. Tlvcts BepBue m > 5, T.e. M> N = Q. Toraa ¢ nomownio Jlemmnr |

1
ILm,n[‘<‘ ?’(|KM,Ni‘+ IK _ sl + 1K g, -l 1K N =

= ¢y m min(}y, VE)+cmy3’2t mm[] an,,
m-—n m-—
M TaK
. {, Vmn
- A U(n)mm‘l —_—
(Tl = cym > U(n)smm(‘/)’y Vn) +eytmt Y ,
nem  no*(m—n) n<m (m——n)n5/4

Taxkum obpasom

def w in(Vv. Vn
me2 m5/4 . =2 rn1/4 nem n5/4(m — n)
Ulm) U(n) mm‘ I, — an
: > m
+ey¥’t 3 — 4
10y =, mit S et (m — n)

BBenem cnenyviomue 0603HauyeHud:
Sy Un) 3, Un+vy)
1= n‘:y ﬂsl4 v;l v(v+n)ll4 ’

'22: 5 U@n) =, U@n+v).

n»>y nb/ =1 11(11+ﬂ)1/4 ’

an
y

: U(n)mm

z

=, u@m)
N =
<3 mé; "11['1 n

o4 (m — n)
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anMeHﬂﬂ 9TH 0003HauUeHHUs] BLINOJHSETCS Clleyiollee HEPABEHCTBO !

R = C9y21 + csy8/222 + 610y3/2t23'

INyvcrb

Su= 3
Su= 3
Sn- 3
-

def U(n)

U(n+v)

n3/4 VZI

n=y =n

Wy + )t
o _ Um) (, Un+y)

?

n=<y

def o U(n)

ndh = v(v + n)i4

Un+v)

n>y

r

n5/4 r=n V(v + n‘)]'/4

det U(n)v U(n+v)

2

n>y

S o

Kak HEeTPYIHO BHJEThL BHINMOJHSAOTCS TOXIECTBA

HMMeeT MeCTO HepaBeHCTBO

21=2n

< .

e 12"

2o = 2ot oo

_ QU o U+ I . Un+v)U(n)
2u= 2 n > =>2—= 2 =2t e,
n=y r=n v r=y y=n=y n
rie
1 U(n+v)U(n)
2= 2 2
r=y » =n =min{s3,y} n
H .
L o1 o Uatr)U)
2= 2 2 n :

v =yl V y3<n=y

' Tlpumensist Jlemma 6 u 8 BEINOJIHSETCA HEPABEHCTBO

D=0

7-18) 1og y| = OClog2y).

p=ylis ¥
Tak Kak
I
S = 30y ),
n=y n nli3 <y=<n v
: ~ .U
u ¢ nomowbio Jlemmbl 9 . Uty O(log n), Takum o6Gpasom
n/3 <p=n
_al L U
2 = 0|08y 2 ——|.
n=y

4%
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Hanee wuz-za U =0(log y) nmeem > = =(log?y).

n=y
W3 aTtux HepaBeHCTB CJIeAVET, 4YTO

>, = O(log2y).
Onenka ans 2‘21:

- U(n) U(n+v) =1 Un)U(n+v
221 — E " 2 " SC112~—-' ( ) ( ) —
n>y M v=n 1»'(11+n) r=1 Y n=max(y,s) (v+n)8/2
oo U(n)U(n+v) U(n)U(n+v)
=3 ~oin " “eanyr S
v=1 ¥ ln>max(y,ss) (V+n) / . max(y,r)<n <3 (”+")s’2
N3-3a Jlemmul 7 npu @ =-2- cIenyer
1
E(P)_U(niv_)_ = O(O—_I(V)[max(y, v3)] —E).

N>max@ys) v+ n)alz
Taxkum 06pa3om TnpumeHsas Jlemmy 8

defy = ] . UnU(n+v) = o_,(v 4
T P
r=1 ¥V n>max(y,s?) (V+n)3’ r=1 v[max(y,.v )]1/
= O‘J_ 2" O'_I(V)]+0 ~ 0'_.1(1)) _ 0( log}’ .
[y s v s Vo2 1z
C npyroit ctopousl nNpuMeHsss Jiemmy 9
det = | - Un)U(n+v) _ U(n) Un+v)
2oe = 2 > T )3z =Ty -
v=1 V max(y,r3)=n=, (‘V'f'n) n=y I nl!3 <y <n v
_ U(n)
-~ 0( 3 i o8 y”.

TpuBHalbHbIM 06pPa3cM #M0XKeT ObITh J0KA3aHO, 4TO

5 U gy _ o102

) .
=, ndi2 yu2 |

W3 atux paccymguenuit us-3a 3, = 0(3,,,) +0(3,,,) ClIeAVET HePaBEHCTBO

- =Orlogy)

2l I JH2 :
PaccmoTpum Tenepb cyMmy ..

U Un+
S P arr

n>y I y>n

..___U(n) = b
y1/2 '

n>y I 52
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TaK Kak .
Un) 1
ng; “nb2 —O(y_I/E}
HNayueHue CYMMBI Za‘
Kak Herpyano BHJETb
Zasc.ﬁ 221'*'015232’
rae
U(nymin l,E
> % & Um) ¥ ¥
NS mi g nb4(m—n)
——‘an<m
U(n)min[ 1, Ymn )
df 2 Um) 5 y
32 e, mi/4 n<T— : n514.m
) 2
C npyroii croponm
_Ge < Um) U(n) U(m) U(n)
231 - ? 2 ml/4 2 n]/4(m_n) +C13 Z‘ mi/s 2 n5/4(m_n) )
m=y %S,Km m>y Tz—‘sn<n.
INepByio cyMMy npaBoff 4acTH MOXKET HANHCAaTbLb B BUJE.
_ U(n) U(n+v)
2311— 2 14 { 14,,
y n 1=p=n (n+v) v
7l<§'
Torna
U(n) Un+v) U(n) U(n+v)
Sm=2— 2 (1 + )l t 2 (n+v)hy
nsg n 1=, =nl/s U1 v)lity ) nsJZ_' n nl8 <y=n vy

= 23111 +Z—3112'
VIMeeT MecTO TOXKAECTBO
N 1 UmUn+v)
23111 - —

: 14
”s(g)lla v vasn.sy (n(n+v))

2
C nomompio Jlemm 7, 8 nmeem

a1 = 0( ye (Zy,;lls'—a-~l(u) ) = O(y"*log y).

1 4
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M3 Jlemmul 9 cnenver, uro
- U(n)logn
.23112 2 nls :
y
n=z.

C ApVYroii CTOPOHBI CTAHAAPIHEIM METOAOM MOYKET GMITh J0KA3aHo, 4TO NpaBast
yacTb 310ro HepaseHctsa O(y''2 log y).
Takum oGpasom Ham Vanochb NOJIVUHTL OLEHKY

2311 = O(y1/2 log y)'
PaccmoTpum Teneps cymmy
U(m) U(n) -
a2 = 2
m>y

mll4 m s{m n5/4(m __—n) .
b :

Kak HenocpeiacTBEHHO MOYHO BHAETH

U(n) < Un+v) (logy
= =0(S. ) =0]—=2],
2312 'E:% nbi4 '.;.',' v(n+v)1’4 (Azl) — J
U TaK
- log y
2:31 - 0’ — ]
; Vy
H3yuenne cymmel e
U(n)min(l. an, -
> y ' _Vm um) > Un)
nsﬂ ' n5/4 y - -}’_’ m n3/4 in y_. ‘m - sﬂ n5/4
2 m’ 2 m’ 2 2
Tak Kak

Un) _ {O(zl/“) npuz=1
nd/4 |0 npuz<1,

>

- U(n) ={O(z‘l"‘) mpuz=1
= 0(1) nmpuz<l

n=x

M BTOpasi CYMMa DaBHO HYJIO Hpu m-<}2y, TO BHINONHSETCS HEPABEHCTBO
‘ y? 1 U(m
3, =0/~ > U(m)mm( m”+y : 5y Um, 5 Um

LY m=y: m3t V2 ysm=y: M yrsm mbH
Jlanee MMEKOT MECTO HepaBEHCTBA

Um (P m) um) | . Ugm) _
m3/4 “(m’ EJ——CB 2 ml? e Y 2 m

msV—y
= O(y'* log )’)r

m=y? V2 y=m=y?
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Yoy Sy JiSm M
H U3 3THX CJIEAVET
>, = 0"V log )

R = O(y log? y)+ O(yt log y).
;, U(m)

= moe

K TaKuMm 06pasom

H KOHEUHO

2. UsvueHue cymmbl

Ly m- Tlvets M =2x¥'m. Toraa ¢ nomouso

Jlemmnt 1

—i 1 i i
Ly,.=—K +— K_pyu+— Ky _m+—K_pm_m=
X 1 M, M 1 — M, M 1 M,— M 2 M,— M

- %{K_M,M+KM,_M}+0(ymin(V}7' ’”)HO(WZ’ minf 1, 7)) -
Uy

2 _ . 1 Y
= —ﬂg Y2m+0(myy min ¢t +m, y)+O(y min (Vy, m)) +Oly3/2tmin(l,ﬂ] .
y '
Taxkum o6pazom nonyuum

o, U%(m) Y U(m)min (t + m, y)
= v

U?*(m)min| 1, m

+0 , 2 Uz(m)mm(l/}’, m)’+0( ; i‘ ms/2 : J)

. m=1 moiz

C nomowmpio Jlemmst 10, KaK HeTPYAHO A0Ka3aTh BLINOIHSIOTCA Clle/yIouue
HepaBeHCTBA ©

U¥m)t+m
3 = 00+00 logy),
LUm) (.5 , . Um)
2 oly gy 3 T = 00
m=|y
t . . 3
¥ U;’;’) =0(y~*logy); ¥ Uzgg) = oly7E).
m=Yy ™ mzy S
Takum 06pa3oM MMeeM TOXKIECTBO
- U2(m 248/2 ~  [J2(m i
Z:nff,'z—) mm = M; 2 2,2) +0(ylog®y) + 0(ytlog y).
m= . m=1
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Jlanee uMeeT MecTo
R = O(y log* y)+O(yt log y),
U TaK BbINOuHSETCA

y
[ @B+ dx = py¥* +0(y log?y) +O(yt 10g y),
12

YTo H TpeﬁOBaJIOCb AO0Ka3aThb.

ITycrs
x+1

Q) = P +1, W) = f Q(w)dw.
JIEMMA 12. VimeeT MecTo TO>XIeCTBO
y
[ PP+ nax = gy*2 +0(ylog?y) +Olyt 10g),
ﬁ .

ecny O=t=y3 y y—+oo,

J],ORAaATEanTBO. Kaxk xopoumo H3BeCTHO HMeET MeCTO

[aman-= 3 ad i”) Jo(2my/0)-
° n=1

ansi x = 0, roe J, o6osHavaer @yHxuuio Beccensi Bropod mopsaaxu. Toraa

T(X) - = 2 U(ﬂ)

T n=

Ax Jo(2n¥ n)-
IlycTh N0 OLpeleneHnio

Q(x) = P(x)+ D(x).
Ilvers

y y
I = [oe+nQex; 1, = j D(x + HQ(x)dx;

12

oy
DPX)A(x+tdx; I, = J‘ D(x + ) D(x)dx.

1
B, ¢ b

Jlangay B paborte [2] mokasan, uto

[ @dx = o).
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M3 aroro cieaywr HEpPAaBEHCTBA

I, = 0(y),

y y 1/2
iy = ( [ @2+ yax | Qz(x)dx) = 0(y)

U ToI00HBIM cNOCOOOM TIONIVYUM OLIEHKY

I, = O(y).
N3 JHemmn 11
1, = By*2 +0(y log®y) + O(yt log y).

C ApYro# CTOPOHBI MMEET MECTO TOWKIECTBO _
y .
[PeyP(c+ax = L1~ 1, +1,,
2

H KN3-34 ITOr0 BHINIOJIHAETCA VTBep)Kl[eHHe.
JIEMMA 13. Tlyers g=0, t=0 wuensvle. Torna

(kL) T ( W+ ) P(x) — Q(x+t +—1)Q(x +l]’ dx = OU(g+ DU(g+t+ 1),
J | 2 2

JIOKA3ATEJILCTBO. HerpyaHo BuieTh (CM. [2]), uTo

Y(x) = U{g+ 1)({x +—;}——;—) +Q (x +—21—.,

P(x+1) = Ug+t+ 1)({x +—;-}—%, + Q’x+t+—é—],

rhe {2} — Apo6Has uyacTb BEeJIHYMHMI 2.

IMvers
def g+l

K, =! Q[x+tf—;-”{x+%}—%) Ug+ 1)dx,
g £

K, = f Q[lx +—;—} U(g+t+1)'n{x +—;—}—-—é—')fx,

1
def e

Ko = [ Ug+t+)UGg+1) "{x+—;}—-;—]2dx,
;- ;
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g+1 . :
Taxkum obpasom K = K;+K,+K,. I/Is-saf ({u}——;’ du = 0 ‘uMeeT MecTo
: g

K, = j‘l[Qix +—;—J—Q(g)] U(g+t+1)[{x +%}——;, dx = |

= 0U@E+ DHU@E+t+ D).

Taxum >xe o0pasom MOXKeT OBITb AOKasaHo K, Ky = OU@E+ DU@g+t+1)
u tak K = O(U(@g+ DU(g+t+ 1)), uto n TpeGoBanoch A0Kasathb.
Ecnn ¢ = 0 penvle, TOraa

fQ(x)Q(x+t)dx = }]‘Q(x +—;JQ('x+t+—;—jdx+O(y) =

vl v
= j W(x)W(x+t)dx+0(y)+0( > U@U@+1) = By¥2 +0(y logty) +
12 v=<y-+1
+0(ytlog y),
¢ momowso > U)U@+1h) =2 > Up) (cm. Jlemma 10). Toraa
y=y+1 y=y +141

y y y y
J P(x)P(x +1)dx = J' QX)Q(x+fdx — j (Q(x) + Q(x + H)dx + j dx =
12 e 12 ' 12

= By¥* +O(y log?y) + O(yt log ).
C Apyro#t cTopoHsbl

n ot » v
|| PeyPex+dx | = 2[ PHxdx = 0@+ 1) = 0(),
i1 1
M TaK
y
| P+ )P(x)dx = By¥ +0(y log?y) + O(yt log y).
1
[Ipu t = O u3 aroro ciuenyer. Teopema 1.

Ecnu ¢t HarypanbHOe YHWCIIO, TOTAA CIEAVET

y
J’ (P(x+1 — Po)dx = O(y log2y) + Oyt log y).
. 1
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- Ilyvers ¢ 2 [t)]. Torxa

y 4 y .
j (PO +1 —Po)dx = 2 j (P + by — Pix + [1])2dx + 2 f (P(x +1t) — P())%dx =
1 1 1 :

y
=0(y log2y) + O(yt log y) + 2 j (P(x+t)— P(x +[th)2dx =
1

=0(ylog?y) + O(ytlogy) + 0( > Uz(n)) = O(y log%y)+ O(y +log y).

n=y
Taxum obpasom mbl fokasanu Teopemy 2.
W3 TeopeMbl 2 HemoCpeACTBEHHO cllefyeT
TEOPEMA 3. [Tycms
l =q<g=... .

nocaedogamenvHocmes HamypaabHelx n, 04a xomopex U(n) > 0. Toeda npu
t =1 umeem mecmo
x log2x

£

2 (qv+1'"q0) =0
q,+1-—q,=.2t
dy+1=%

JIOKA3ATEJIbCTBO. TakK Kak
Pu+t)—Pu)= 3 Um)~—ux,

u<n=u+t

)+O’—th log x

941t
TO j (Pu+t)—Pw)du = ¢,,t*(qy 1, — q»), €COU ¢y, —q, = 21.

'™ :
Taxkum 00pa3om

X
J'(P(ll'i-t)—P(U))zdll =cat? 2 (@)
1 Gy 419>
- Ay 41=%
C nomombio Teopembl 2 cieaveT VTBEp)KAEHHUE.
M3 3T0r0 HemocpeACTBEHHO BLITEKAeT ClieAVviOUlee YTBEPHK/AeHHE.

TEOPEMA 4. Ecau g(X) noaoxcumeabHas, MOHOMOHHO HeyObisawwas,
HeoepaHudeHHana @ynxyus npu x = 0, mo

> (¢4+1—¢) = O(x), npu x-—o.
9y +1—9y>8(x)logx
9y +1=%
TEOPEMA 5. HMeem mecmo HepaseHcH60
3 (@+1—9)" = Ox logx).
. q,+1‘sx
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JOKA3ATEJILCTCBO. llpumenss Teopemy 3 npu t = 2H logx, nonyuum

X

> @o11—9) =0 ‘-)

9,+1—4,>2Hlog x H
91X

Taxum o6pasom

” 2 (@ +1— ) JdH = O(y log ).
1 9y 415X
9y+1—4,> 2Hlogx

C npyro#i cTopoHbl
9y+1—9y
2logx

x
J( > (qv+1"qv)JdH = > @vs1—65) J dH =
1 dyy1—9v>2Hlogx 9y +1—qy>210gx i

9y 41=X Gy41=X

—a)2
(q"+1 q’) -I-O(X).

9y41—qy=2108X 2 log X

9y +1=X
Tak kKax
2
(q"+1 _ qﬂ)
— = > (o541~ ¢») = O(x),
9y 11— 9y=2iogx 2 logx gy 41—, <210gx
q’,+1 =X . . q’,+1‘sx
TO
1.

e > (¢r 31— )" = O(xlogx),
log xgq,,,—4,=2108x :
qy1=x

4YTO H TpeﬁOBaIIOCb AOKa3aThb.
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0 PA3HOCTSIX INPOCTBIX UHUCEJI

U. KATAHU

Kagdeapa anrefpnt YBusepcutera um. JI. StBema, Byvpanemt
(Mocmynuao 15. 11. 1965.)

1. MMycte npu x > 0 @(x) MONOXKUTENbHANA, MOHOTOHHO HeyObIBaroOmas
¢yHKEHA, Ansa koropoil lim @(x) = <. I[Tverb m(X) mepa Jlebera uucen x B

X—oo
uutepBaiie 0 = x = X, 1A KOTOPHIX WHTepBan (X, X+ P(x)) He COREPIKHUT NPO-
CTOTO yYucha.

' KPAMEP [1] nmokasan cleAyllyRQ TEOpeMmy:

W3  pumaHOBOH rumotesnl cnenyer, yro npu D(X) = (log X)3+f, roe ¢ > 0 —
nmo6oe Manoe (QUKCHPOBAHHOE YUCHO, HUMEEM:

(1.1) lim ™X) _ o,
X—e X
- A. BENBEPT [2] pokasan, yro (1,1) uMeeT MecTo M TIpH O(X) = (log X)2+e.
B Toii >xe pa6ore oH-moKa3al, uro (1,1) umMeeT MeCTo 6€3 KAKOH-nuGO rumnoresst,
eciu :
im log(X) 19

li .
X-e  log X 77

YTO0 MO)KHO CKa3aTb, €CJI MBI TMPEATIONIONHM, YTO MMeeT MeCTO IHIOTHOCTHAS
runotesa? B aroit pabore mul poxaskeM, uro (1,1) umeer mecro, ecnu

X—= (log X)

JI0Ka3aTeNLCTBO NMPOUCXOAUT ¢ TOMOIUIbI MeToAa JIMHHUKA, pPa3paloTaHHOro
B pabote [3].
2. IlpumeM 0603HAUEHHS:

‘log p, ecnn n = pk,
O nHaue,

@.1) An) = {

(2.2) ' §(s)— € — dyHKuMA Pumana.
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N(oy, T)— uucno uyieit £(S) B IpAMOYIONbHUKE 6y = 0 = 1, [t| =T, s=o+it.
Nyere z=u+1iy, O <u < l—n = u =a; K = K(u)>0 HaTypalbHOoe 4YHCIO.

(2.3) p) = 3 Am), =0 mpu —e=x=],
(24 A(X) = p(X)—p(xX —(K+ 1)) —(K+1),
(2.5) . ) = 3 A(mye=.
n=1
IycTh o NepemeHHoe, npoberatomee Uy QyHKIUM £(S),
(2.6) T@) = X2z7eI(o),
2.7 = ! .
. f 1 ?
( log’—}
. u

TEOPEMA. Tlycms @(X) =.(log X)"3hX), rae 1 = h(X) = 0(X14),
lim h(X) = =, moHomonno HeyOGwigarowyan @yHkyua. O06o3naqum depes m(X)
X—boo

Mepy JleGeea uucen x 6 unmepease 1 =x =X, 044 komopsix uHmepea (x, x+ D(x))

He coOepycum npocmoeo 'ucaa. Ilpednosoeas, umo
N(o, T)=0(T*1-91og>T), _;-

=g =],

HMeerm mecmo

e = (hm

JIOKABATEJIbCTBO. KaK HeTpyJAHO BHAETb WMEET MeCTO TOXKAeCTBO

— = i‘ A(m)e™ .
n=1

def e
(g(z) =) R +e 2+ ... +e X)) —(K+1) -

" Npumenns dopmyny [lapceBans

P4
.o

> ame = [ [gpdy.
= I 1

n=1
-

Mpexnonoxxum, uro uK — O opu u - 0. Torpa mpu |y = A4 BHHIOIHSWOTCA
HepaBeHCTBA _

l4+e 24... e K= 0'—1—’ = 0'—1—),
- 2| |

e"Z

= o’l)
]-e7¢ y
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Takum obpasom _
J-A |g(2) |2dy = 2 J- PN+ ... +e K3 2dy+ (K +1)2 J- y 4y =

yiz 4 ly|=4 jyi=4

-0 A_lzl_f [f(z)12dy+o(5;).

i3  acCHUMATOTHYECKOT0 3aKOHa IMPOCTBIX YHUCCJI W3BECTHO, UTO

f i@y = 0 (le ‘°g11?}'

Takum o6pazom

flg(Z)izdy~0‘__10g +0(K2)

lyj=a

PaccmoTpuMm Temepbh MHTETrpai J lg(2)|2dy.
. lyj=4
10. B. JIMHHUK jokasan (cn. [4], [5]), uto
.
i) = _!_—T(z)+0'log3——’.
F u
Takum o6pasom

' 4 ... ek
lg@)’dy = -

-z |2
— dy +

lyi=a4

4 '
J [E+ ... +e Koy,

—4

A |
r3 f]T(z)jzil ot eiady 4 0flogs -
t u

—a4

IMepBBlif WHTErpas B OpaBOii YacTH HepaBeHCTBA He HpPeBOCXONMT O(K?:1),

¢ 1oy 1+...+e k= K+1+0(K2).
2

TakK KakK
-z

10. B. JIMHHUK fnokasai, YyTo MpU VCJIOBHUSIX Hawel Teopembl [3]

4 . )
[ir@ydy =of- 10g—1_‘J,
- u u

M TaK
y )
[1T@R+ ..+ ey =0 (Kz%log‘l_lll-}.
Wmeer mecto

a4 . n .
j|1+...+e—f<z;2dy = j|1+...+e—Kz;2dy = O(K).

-
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N3 arux cnegver
4
| let@yeay = otk +0 (Kz—l log ™1 +0 [ K logo L )
—A u u u
H TaK
foore - owesofieiofofosy
u . u

+O‘Lllog—l—)+0(Kﬁl,.
142 u u a,

Taxum o6pasom

> 2 = o( ¥ Az(n)e—znu) = O(K34)+0 ( szllog-l % ]+

ns—

u B3

+0(K 1ogsl)+0(lllog_‘_]+o(1<zi).
u 4% u u A
Ilyvets Tenepb—1 =X, K =[(log X)"5r(X)].
u

Torna umeem

ng'xA ) = (h(X )

nockonbKy K- = [47Y(log X)%8h(X)]. .
PaccMoTpHM Tenepb YMCI0 M HaTyvpasibHBIX YHces-11 B MHTepBaie | = n = X,
ana koropuix p(n)—p(n—K—1) = 0. Ons a1ux uucen n umeem A(n)=K+ 1
-npu n = K+ 1. Takum o6pazom

M= K+R~n§XA2(n) 0(1_<)+0(h(—xx—)'j=0'(m‘].

Tak Kaxk 4ACJIO HATYpaJibHBIX YUCEN n B nHTepéane 1 = n= X, Ans KOTOpBIX
n=pt=n+K, k=2, ue npeBocxogur O(X**), Monyuum Teopemy.
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ON A CHARACTERIZATION OF DIRICHLET’S L-FUNCTIONS
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P. TURAN
Department of Algebra and Number Theory of the EStv8s Lordnd University, Budapest
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1. The central problem in the analytic theory of numbers is no dounbt
the conjecture of Riemann, generalized to the L(s, g)-functions- of Dirichlet
by Piltz. This asserts that if y(r1) stands for the characters of the multiplicative
group of the reduced residue-classes mod k, then the functions L(s, ) of the
complex variable s = o+ if, defined for 6 > 1 by

L(s, )= j %
n=1

" (which are all, apart perhaps from s = 1, regular on the finite s-plane) do nut

vanish for o > —;.We shall start with the riemannian caée k: 1, when y(n)=A4

for n = 1 in which case L(s, ) = ¢(s). The numerous attempts to prove the
conjecture in this case made it necessary to make it clear what properties of
the {-function can characterize it; if an attempt does not use a set of properties
which characterize {(s), then the same attempt could be used perhaps to such
a class of functions for which the conjecture is not true and hence the attempt
is doomed to failure. Such a characterization is given first by HAMBURGER
(see [4]); the proofs were simplified by SIEGEL (see [8]), and now a great litera-
ture exists dealing with.the characterization-problem of {(s). All start for a
function f(s) withr a functional relation resembling to the functional equation

2 \ S
H1=9) = G T eos 5 1)

and using some additional properties they deduce f(s) = C(s). A more general
form of this relation is the existence of pairs of functions f(s) and g(s), both
representable for appropriate right half-planes by absolutely convergent
Dirichlet-series and satlsfymg the relation

(1.1) 7(1—3)1*(%,{7: g(s)r'%’n"ﬁ,

5 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIIL
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evidently still a very strong restriction. All these have created the impression
that no characterization of {(s) is possible without some relation of type (1.1).
This impression was strengthened by the fact that in TiTcHMARsH’S book on
zeta-function too only the above-typ characterization was given.

This is also the reason why the usual estimations for a zerofree domain
of {(s) were generally considered as weak ones. These estimations run roughly
as follows. Using the deep arithmetical method of Vinogradoff one deduces
first deep estimations for

(12) 3 eflgn, N, < N, = 2N,

N1 §ﬂ§N2

Using the fact that (s) is for o > 1 representable as

La
(1.3) >
n=1 nS
and > a, is “well-approximable” by a ‘“simple” function (by x in our case)
n=x

one approximates “well” C(s)————l—] by a “not too long” partial-sum of the
s_

. 1 .
series (1.3) for 055 say. Next using the monotonicity of the a,-sequence and

the estimations (1.2) partial-summation gives a rather strong upper bound for
1£(s)] in the left neighbourhood of the line ¢ = 1, |f{ large. Then the fact that
(s) is for o > 1 representable in the form of an Euler-product

1

(1.4) n
P l__ff ’

pS

leads one at once for o > 1 1 o the inequality
LoP|t(o +itltt(o +2it) = 1 (¢ real)

from which a general function-theoretic lemma of Landau connected with the
ahove mentioned estimation of |{(s)| gives the domain already.

2. As one sees at once, no relations of type.(1.1) were used in the above
argument. This raises the question, rather hopelessly looking after the previous
" literature, whether or not the facts used on {(s) characterize it. However once
risking the possibility of such a characterization the answer is positive and the
proof- as 1 shortly indicated in an earlier paper of me (see [1])
amazingly simple. Perhaps -therefore remained rather unnoticed, it shows
anyway that the properties used in the usual estimation of the zerofree domain
are characterizing properties of (s). ' v :

For the L(s, x)-functions no characterization theory has been developed as
far as I know. Now I recently remarked that a similar characterization for the .

L(s, y)-functions is also possible.
We assert namely the ’

(ep = 0, p primes)
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THeOREM 1. If-f(s) is in a half-plane o > « representable by a convergent
Dirichlet-series '

en 2, nx(n)

with positive inonotonic a,-coefficients and also in a half-plane o > f with pesitive
g,-numbers an absolutely convergent Euler-product-representation

1 .
(2.2) M————— (pprime)
, Py _epx(p
ps
foo, then we have with a real ¢

Hence the monotonicity of the g, -ceefficients in (2.1) and the Euler-product-
representation in (2.2) are in themselves characteristic for L(s, x). The conver-
gence requirements on the series (2.1) and on the product in (2.2) could probably
be replaced by weaker senses of representability.

3. The proof of this Theorem 1 follows easily from the following theorem.

The only monotanic solution of the functional equation

@D w(mn) = yp(m)+y(n) (m, n positive mtegers)

is p(n) = clogn with a (real) constant c.

As P. Erp6s praved, the same conclusion can be drawn requiring (3. l)
only for coprime m, n. This theorem was a by-product of more general theory
and so his proof was rather difficult (see his paper [3]); simpler direct proofs
have.been given by BesicoviTcH [1], CsAszAR [2], MosErR and LAMBEK [5],
ScHOENBERG [7] and VERA Sés [9]. For the sake of self-consistency of this
paper we prepare from SOs’s proof for Erp6s’s theorem, which seems to be
the simplest, a very short proof for (3.1). Without loss of generality we may
suppose p(n) to be nondecreasing for n = 1; m = n = 1 gives

p(1) = 0.

If we had w(2) = 0, then y(2) = ky(2) = 0 and the monotonicity-requirement
would imply y(n) = 0, i.e. the assertion with ¢ = 0. If 9(2) > 0 (and hence
yp(n) > 0 for n > 1) and our assertion would be false, this would imply the

existence of integers a and b > 1 such that —~—= lp((l) _v0) ; We miay suppose

loga logb
‘(3.2) (0= )d - 1I"(a) 'P(b) )
loga - logh

Putting

def
F(n) = p(n)—dlogn
we have for k = 1,2, ...

F(a") = kF(a) = 0
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and using the monotonicity-property, if
a <n < ar+1’

F(n) < p(a"*")—dlog(a) = p(a)
i.e. F(n) would be for n— « bounded. But for r—+ - we have

F(br) —_ rlog b[ W(b) W(a) ] -+ o
logb log a

we get

which shows that (3.2) led to a contradictien, i.e. our assertion concernmg the

equation (3.1) is true.
If g(m) is positive and multiplicative i.e. for positive integer m and.n

(3.3) g(mn) = g(m)g(n)

and g(m) is monotonic, then applying the previous theorem with

, w(m) = log g(m),
we . obtain

(3.4) g(m)y = m~¢, ¢ real.

In order to prove Theorem I we have only to remark that the absolute
convergence requirement* ascertains the uniqueness of the development of
f(s) in a Dirichlet-series and hence from the Dirichlet-series, obtained from (2.2)
the multiplicative property of a, as function of n. But then (3.4) completes
already the proof.

4. As we see «all results concerning the functional-equation (3.1) which
conclude from some property of a solution to the form v

w(m) = clogm

of it, can be used to characterize the L(s, y)-functions. Such a property, dxffe-
rent from the monotonicity is, as Erpds dlscovered (even when we require
(3.1) only for coprime m, n) the requirement .

4.1) lim (p(m+1)—p@m) = 0;
M=t
simpler proofs are due to BesicoviTcH [1] and RENyr [6]. This leads straight-
forward te
THEOREM I1. If f(s) is in a half-plane o > o representable by a convergent
Dirichlet-series

a,x(n)

é

* The convergence of the series (2.1) for o >~ a implies as well-known the absolute
‘convergence of it for o = a + 1.
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with positive a,-coefficients satisfying

. a
lim =21
N—soe an‘

and it has in a half-plane o > B with positive ¢ -numbers an absolutely convergent
Euler-product-representation ’

I1————— (pprime)
P 1— EPZ(P)
ps
then we have with a real ¢
1(5) = L(s +¢, 1)-
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Let G and H be groups and n a positive integer. A rather remarkable theo-
rem due to CUTLER (2] asserts that if nG =~ nH, then there exist groups K and
L such that nK = nL = 0and G K = He& L. That is, G and H are isomorphic
up to n-bounded summands. There are several other theorems in the same
spirit in [2], as well as many interesting corollaries. However, the proofs are
quite laborious, and one suspects after examining these theorems and their
proofs that a more basic theorem (or theorems) exists which unifies Cutler’s
results and casts them in the proper light. Such is indeed the case. The unifying
concept is that of an n-extension of a group.

DerINITION 1. A group X is an n-extension® of a group G if G is an essentlal
subgroup of X and nX = G.

This simple concept. not only unifies Cutler’s main theorems in (2], but ‘
easy applications of it yield the purity of high subgroups, and that if A@ B =
~ A@C, A finite, then B = C. These applications of this concept in theSé'
rather diverse situations seem to establish its merit. This paper presents some
basic properties of n-extensions and the applications mentioned.

THEOREM 1. Every group G has an n-extension for every positive iiteger
n. If X and Y are n-extensions of G, then there exists an isomorphism f: X Y
fixing G elementwise.

Proor. Let X and YV be n-extensions of G and D and E be divisible hulls
(= injective envelopes) of X and Y respectively. Then D and E are divisible
hulls of G, so there is an isomorphism f: D—E fixing G elementwise. Since
X|G c (D|G) [n] and f induces an isomorphism D/G—E|[G, it suffices to get
X|G = (D|G) [n). If p is a prime dividing n, de D, and pd = geG, then pd =
= g = nx = pmx with x¢ X. So p(d —mx) = 0, whence d—mx is in X, X being
essential in D. Thus d€ X and (X/G) [p] = (D/G) [p]. Now suppose (X/G) [p'] =

= (D[G) [p’] and pr+* divides n. If p+*d = g€ G, then p+id = g = nx = p’+1sx
Wlth x€ X. Hence p(p’d prsx) = 0 and p'(d —sx)€G, since G is essential in D.
Thus d—sx+G is in (D[G) [p"] = (X/G) [p7], so that de X. It follows that for

' All groups are Abelian.
* Work on this paper was partially supported by NSF GP - 3581.

% In [4], HoNDA has defined this concept for n prime, but has made no use of it
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each prime p dividing n, the p-component of X /G coincides with that of (D/G) [n],
whence X/G = (D/G) [n]

For any group G and positive integer n, it follows readily that G" is an
n-extension of G if G*/G = (D|G) [n] and D is a divisible hull of G.

It is well known that any group G has a maximal n-bounded summand.
That is, G = §,®G, with nS, = 0, and no summand of G annihilated by n
properly contains S_. If S, is such a summand, then nG = nS,®nG, = nG,,.
The fundamental relationship between n-extensions and Cutler’s results is
given in

THEOREM 2. Let G =S, ®G, with S, a maxzmal n-bounded summand of G.
Then G, is an n-extension of nG.

PROOF Since nG = nG,, it suffices to get nG essential in G,. Let xe€G,,
x¢nG. We need ZxNnG = 0, and it may be assumed that p(x+nG) = 0
where p is a prime dividing n. If ZxMNnG = 0, then px = 0. Since the p—height.
of x4-nG in G, /nG is finite, the p-height of x in nG is finite, and in fact is = r,
where r is the largest integer such that p- divides n. Thus x is contained in a
p™-bounded, and hence n-bounded, summand of G, which is not possible. Thus
ZxNnG = 0, and nG is essential in G, completmg the proof.

It is well known that any two maximal n-bounded summands of a group
are isomorphic. Theorems 1 and 2 say that any complementary summands of
such summands are isomorphic. Precisely, they yield
‘ CoroLLARY 1. If G = S, &G, = T,®H,, with S, and T, maxima ln-boun-
ded summands of G, then G, = H,.

CoROLLARY 2. If nG = nH, then there exist n-bounded groups S and T
such that S©G = ToH.

Proor. Since G = S, ®G,, H =T,&H, with S, and T,, maximal n-bounded
summands of G and H respectively, and nG =~ nH, it follows from Theorems
1 and 2 that G, = H,. Clearly there exist n-bounded groups S and T such
- that S, 38 is 1som0rph1c to T,®T. Then S®G =~ T®H and S and T are
n-bounded.

From Theorem 1 it follows readily that any automorphism of a group can
be extended to an automorphism of any n-extension of that group. Thus

COROLLARY 3. Any automorphism of nG can be extended to an automor-
phism of G.

Clearly, the same is true for the endomorphisms.

The above corollaries are proved by CUTLER in 2], and Corollary 4 below
is an improvement of a further result in {2].

An n-extension of XG, is XX,, where X, is an n-extension of G,. Thus if
nG = 2G, and G = S, &G, with S, a maximal n-bounded summand of G,
it follows that G, = XX, where X, is an n-extension of G,, since G, is an n-
extension of nG. Hence G=S§, & £X,, and putting S, with one of the X’s,
proves

CoroLLARY 4. If nG = XG,, then G = XY, where nY = G and all but
at most one Y, is an n-extension of G..

A further application of n-extensions yields the followmg well known result
(1] and [6). :
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~

CoroLLARY 5. If A is a finite group and A®G = A®H, then G =

Proor. Let nA = 0 and S and T be maximal n-bounded summ=nds of G
and H, respectively. Then A9G = AeS®G, = AT H,. Now ApS=
=~ AT since they are maximal n-bounded summands of isomorphic groups,
and G, = H, since they are n-extensions of the isomorphic groups n(A&G)
and n(A@® H). That S = T follows from the uniqueness of decompositions of
direct sums of cyclic groups and the fact that A is finite. Thus G = S&G, =~
=~ Te®H, = H, completing the proof.

If H is a subgroup of G, then there is an n-extension H"of H in any n-exten-
sion G" of G. This follows from the fact that G" may be taken such that
(D|G) [n} = G"[G, where D is a divisible hull of G. There is a divisible hull E
of H in D, and an n-extension of H in G" is the group H" such that H"|H =
= (E[H) [n]. Writing G = S, &G, with S, a maximal n-bounded summand of
G, these remarks and Theorem 2 assert that every subgroup of nG has an n-
extension in G,. Since wG = ﬂkGC nG for all n, the following holds.

THEOREM 3. For any posztwe integer n, G contains an n-extension of «G
(and hence of any subgroup of wG).

If S is a subgroup of G and S¢ wG, then there is an s€S and a positive
integer n such that s is not divisible in G by n. Thus for some n, S has no n-ex-
tension in G. Hence Theorem 3 and these remarks yield the following characte-
rization of the subgroups of wG.

CoroLLARY 6. A subgroup S of G is contained in oG if and only if for every
positive integer n, S has an n-extension in G.

The power of Theorem 3 is perhaps best illustrated by the ease with which
the following-well known [5] result is derived.

CoroLLARY 7. If a subgroup H of G is maximal disjoint from a subgroup
S of oG, then H is pure in G.

Proor. Let D be a divisible hull of G, E a divisible hull in D of an n-exten-
sion S" of S in G, and F a divisible hull of H in D. Then D = Eg@F. If g¢gG,

ng = heH, theng = e+f,ecE,feF,and ng = ne+nf = h¢ HC F. Thus ne =0,
and by the definition of E, e€ S"C G. Thus f€¢G. But f¢ H since (Zf+ H)NS = 0.
. Thus H is pure in G.

Finally, the n-extensions of neat subgroups of G in n-extensions of G are
characterized.

THEOREM 4. Let H be neat in G and G" be an n-extension of G. Then the n-
extensions of H in G are the maximal essential extensions of H in G". If H is pure
in G, then any n-extension of H in G™ is pure in G".

Proor. Let M be a maximal essential extension of H in G, D be a divi-
sible hull of G, and E a divisible hull of M in D. An n-extension of H in Gn
is N, where (E/H) [n] = NJH. Since H is neat in G, GNE = H. Since M/HC
C (G"ﬂE)/ = (G*NE)/(GNE) and 'nG" = G, it follows- that n(M|H) = 0,
and M C N. Smce N is an essential extension of Hin G®, M = N. Thus maxnmal
essential extensions of H in G are n-extensions of H.

Now let N be any n-extension of H in G™. If D is a divisible hull of G
and E a divisible hull of N in D,.then (E/H) [n] = N|H. Let M be a maximal
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essential extension of H in G" with NC M. Let F be a divisibie huli of M in D,
Then N/H = (E[H) [n] = (F|H) [n] = M[H, whence N = M.

Now let H be pure in G, and N be an n-extension of H in G". Each primary
component of N/H is a direct sum of cyclic groups -of the same order since
N[H = (E[H) [n] for a divisible hull E of H. Since H is neat and essential in
GNN, H =GNN, and n(G"/H)N(N[H) = (G/H)N(N/H) = (GNN)/H = 0.
Thus it follows from (3, Theorem 24.1] that G*/H = NJH®K|H. Let rx =y,
xeG", yeN. Then rx = ry,+h, y,€N, he H. Hence y = rx = ry,+ny,, y,€ N.
Let r = dd,, n = dd,, (d,d,) = 1. Then dyy = dpdd,x = dy(nX)eGNN = H,
nx€G, so that dyy. = d,hy = dyny,, hye H, y,€ N. Hence for suitable integers
aand b,y = adyy+bd,y = adydd,y, + adddyy, + bd,dd,y, =r(ad,y, +adyy, + bdyys),
Y1 Vo yaeN Thus N is pure in G*, completing the proof.

If K is a pure subgroup of nG and G = S,®G, with §, a maximal n-bounded
summand of G, then since G, is an n-extension of nG, Theorem 4 asserts that
any maximal essential extension of K in G, is pure in G,.. This yields the following
improvement of a result of CuTLER [2].

COROLLARY 8. If H is a pure subgroup of nG, then there is a pure subgroup
L of G such that nL == H and H is essential in L.
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UBER EIN MACHTIGKEITSPROBLEM FUR TOPOLOGISCHE RXUME

Von
I. JUHASZ

I. Lehrstuhl ftir Analysis der Ebdtvos Lorand Universitdt, Budapest
(Eingegangen am 23. Februar 1965.)

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das folgende Problem: ¢ sei
eine Funktion, die gewissen topologischen Rdumen je eine bestimmte unendliche
Kardinalzahl zuordnet; R sei ein solcher Raum und ¢(R) = m. Wir fragen
nun ob fiir alle n<m ein Unterraum SCR mit ¢(R) = n existiert.

1. Einleitung

1.1. Bezeichnungen: Wir beniitzen, neben den iiblichen, die folgenden
- Bezeichnungen: @ bedeutet die leere Menge; mit R, S, T bezeichnen wir immer
topologische Raume; mit<J~ wird die Klasse aller topologischen Raume und
mit < (i = 0,1, ...,5) die Klasse aller T-Raume -bezeichret; mit m, n’
bezeichnen wir immer unendliche Kardinalzahlen. In bezug auf die Begriffe
und Bezeichnungen iiber Kardinal- und Ordinalzahlen verweisen wir auf
das Buch [2]. :

Die verallgemeinerte Kontinuumhypothese wird kurz als die C-Hypothese
erwihnt. : '

1.2. Definitionen: Eine Funktion ¢ heisst eine Kardinalfunktion, wenn ihr
Definitionsbereich eine Klasse von topologischen Rdumen ist, und ihre Werte
unendliche Kardinalzahlen sind. Wir werden hier die folgenden -Kardinal-
funktionen untersuchen: Bg(R) ist das topologische Gewicht des Raumes R;
Sg(R) ist der sogenannte Separabilititsgrad von R (siehe [1], S. 76.), Cg(R)
bezeichnet die Kurepasche Zahl von R (siehe [4]). Mit Dg(R) bezeichnen wir
die Funktion, die durch die nachstehende Formel definiert ist:

Dg(R) = sup {S: SCR ist ein diskreter Unterraum}. ‘

Die Definition der Kardinalfunktionen o(R) und o*(R) ist in 3], S. 153.
zu finden.

Die grundlegenden Definitiomen dieser Arbeit sind die folgenden: ¢ sei
eine auf einer Klasse 7 von tepologischen Radumen definierte Kardinalfunk-
tion; wir sagen, daB ¢ auf % die (regulare) Darbouxsche Eigenschaft — oder
kurz die Eigenschaft D (D") — besitzt, wenn fiir alle R€% aus (R) = m und
No=n<m (R, =n<m und n reguldr) die Existenz eines Unterraumes SC-Rmit
- 9(8) = n folgt. Wir sagen, daB ¢ auf # die abgeschlossene Darbouxsche Eigen-
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schaft — oder kurz die Eigenschaft D¢ ~ besitzt, wenn die auf allen Unter-
rdumen eines beliebigen R€ % angenommenen Werte von ¢ ein abgeschlossenes
Michtigkeitsintervall [R,, 8.} bilden. (Hier hdngt o natiirlich von R ab.) Es ist
z. B. leicht zu sehen, daB die Kardinalfunktionen Cg(R) und Dg(R) auf 7~ die
Eigenschaft D bes1tzen

Offenbar gelten die folgenden Imphkatlonen fiir jede Kardinalfunktion:

D¢=>D=D".

Wir werden spiter sehen, daB die umgekehrten Implikationen — im allgemei-
nen — nicht richtig sind (vgl. 3.2.1. und 2.2.8.). Doch wenn ¢ auf € monoton?
ist und die Eigenschaft D besitzt, so besitzt sie offenbar auf € auch die Eigen-
schaft De.

So besitzen z. B. Cg(R) und Dg(R) auch die Eigenschaft D¢ auf 7, weil
sie auf " offenbar monoton sind.

2. Beispiele und negative Sitze

2.1. Die Kardinalfunktion Bg(R).

2.1.1. Q sei die Menge aller rationalen Zahlen und p ein beliebiger Element
mit p4Q. Wir definieren auf Q U {p} eine Topologie = wie folgt: Die Punkte
aus Q seien isolierte, und eine Umgebungsbasis von p bestehe aus diejeni-
gen Mengen von der Form (Q\F)U{p} mit FCQ, fiir die

, F’ =3,
gilt, wobei' F’ die derivierte Menge von F auf der Zahlengeraden (in ihrer ibli- -
chen Topologiel) bezeichnet. So haben wir offenbar eine T;-Topologie definiert.
Es ist wohlbekannt, dab fiir alle MC Q entweder M’ =y, oder M’ = 2% = ¢
gilt. Nun sei MU {p} ein Unterraum von Q U {p} mit M’ = ¢. Wir behaupten,
daB in diesem Falle

Bg(M) =¢
besteht. In der Tat, B ={(M\Fa) U {p}aea sei eine.Umgebungsbasis des Punktes
p in MU{p} mit F,cM, und nehmen wir an, daf EB m<c gilt. Fiir
alle F, gilt offenbar die Ungleichung F =R, und hieraus U F;§m<c
acA
Nun sei x eine reelle Zahl mit x¢ M’ aber x¢ U F. und wir wahlen aus M

«eA
eine solche Teilmenge N, daB N’ = {x} gilt. (M\\N) U {p} ist offenbar eine Um-
gebung von p und deshalb umfaBt es eine Menge aus B. So gibt es einen
Index ¢, fiir den NC F, gilt und daraus folgt N’={x}c F,. Dieser Widerspruch

liefert. den Beweis unserer Behauptung, denn—wegen MU {p} = &,— gilt
offenbar Bg(M U {p}) =c.

! Die Kardinalfunktion ¢ heift auf % monoton, wenn aus R¢ % und TcR immer TG%
und @(T) = p(R) folgt.
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Wenn fiir M U {p} nicht M’=c¢, sondern M*=g, gilt, dann sind M U {p} und -
auch alle ihre Unterraume offenbar in v abgeschlossene Mengen. Darum ist
Mu {p}, als Unterraum von Q, ein diskreter topologischer Raum, und somit
gilt Bg( MU{p}) = 8. Endlich gilt fiir MC Q offenbar Bg (M) = &,.

Man sieht also, daB — unter Annahme der Unrichtigkeit der C-Hypothese —
die Kardmalfunktlon Bg(R) die Eigenschaft D’ auf Q (also auch auf <™ ;) nicht
besitzt.

Das folgende wichtige Resultat wurdealso erhalten:

Sarz. Unter Annahme der Unrichtighkeit der C-Hypothese besitzt die Kardinal-
funktion Bg(R) die Eigenschaft D7 auf I~ g nicht.

2.1.2. In dem vorliegenden Abschnitt zeigen wir ein von der C-Hypothese
unabhingiges Beispiel, das zeigt daB die Kardinalfunktion Bg(R) die Eigenscliaft
D nicht besitzt.

Es sei m, = &, und, wenn m, fiir ein X <w schon definiert ist, sei m, ,=2",
Endlich sei _ ' '

mo= > m,.

k<w

R sei eine beliebige Menge von dervMéichtigkeit m,. Wir definieren eine Topologie
# auf R wie folgt: Die abgeschlossenen Mengen in # seien R selbst und ausser-
dem genau diejenigen FCR, fiir die

F=x,

gilt. # ist offenbar eine Ty-, aber keine T,-Topologie. Wenn MC R und M= m,
dann ist M, als Unterraum von R, offenbarzu R homdomorph. Wir behaupten,
daB fiir R, und somit auch fiir alle mit R glelchmachtlge Unterraume, die Un-

gleichung
Bg(R) > m

gilt. In der Tat, nehmen wir an, daB R eine abgeschlossene Basis B = {F }qea
von der Machtlgkelt m hat, so kann man fiir jede abgeschlossene Menge
FCR(F#R) ein F,c% finden mit FC Fa, F.#R. Wegen F,=, hat aber
F. hochstens 2% = m,<m Teilmengen, und somit existieren hochstens
~m;-m = m abgeschlossene Mengen in R.-Dagegen ist die Zahl der abgeschlosse-
nen Mengen von R offenbar gleich m™; nach der wohlbekannten Ungleichung
von Gy. Konic gilt aber .
m= 3 m < 17m=m8°.
k<o k<o

So erhalten wir also einen Widerspruch, der die Richtigkeit unserer Behauptung
zeigt.?

Es sei nun M ein Unterraum von R mit M<m. Es gibt dann eme Zahl
k<o, fiir die

M=m,

* Diesen einfachen Beweis verdanke ich Herrn Prof. P. ERpGs.
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gilt. Dann erhdlt man aber

Bg(M) = 2™ = 2™ = m,,, < m.

Fiir jeden Unterraum M ist also Bg(M) > m; man erhilt somit den folgenden
Sartz. Die Kardinalfunktion Bg(R) besitzt die Eigenschaft D auf <7, nicht.

2.2 Die Kardinalfunktion Sg(R)

2.2.1. Es sei R = W(wa,+,), d.h. R ist die Menge aller Ordinalzahlen «
mit «<wy,+,. Wir definieren auf R eine Topologie o folgendermaBen: Eine
offeie Basis fiir ¢ bestehe aus allen ',,Halbstrahlen“ in R von der Form
[, @, ,). Diese Topologie ist offenbar eine T, aber keine T -Topologle

Es sei MCR ein beliebiger Unterraum von R und
(M) = sup {B}.
peM

Es ist leicht einzusehen, daB der Separabilitatsgrad von M gleich &, ist, wobei

R, = cf[a(M)]+R

gilt. cf(cr) ist aber fiir jedes « eine regulare Anfangszahl oder gleich 1; somit
erhalt man, daB Sg(M) fiir kein M gleich R, ist, sondern entweder Sg(M) =R,+1,
oder Sg(M) = §, mit k<w. Man erhilt also, daB die Kardinalfunktion Sg(R)
die Eigenschaft D auf R nicht besitzt, und somit gilt der foigende

Satz. Die Kardinalfunktion Sg(R) besitzt die Eigenschaft D auf <~ ; nicht.

Sehr leicht ist es aber zu sehen, daB Sg(R) die Eigenschaft D" auf R hat;
also zeigt dieses Beispiel, daB die Eigenschaft D aus der Eigenschaft D" im
allgemeinen nieht folgt.

2.2.2. Betrachten wir den Unterraum S = W(w.) des oben definierten
topologischen Raumes R, so ist es leicht zu sehen, daB der Separabilititsgrad
jedes Unterraumes von S gleich einer Kardinalzahl g, ist, wobei k<o, und
-somit bilden die Werte der Kardinalfunktion Sg(R) auf allen Unterrdumen von
S genau das halboffene Michtigkeitsintervall [R,, R.). Das bedeutet aber, daB
der Raum S die Eigenschaft D besitzt, die Eigenschaft D¢ aber nicht. Aus der
Eigenschaft D folgt also die Eigenschaft D? — im allgemeinen — nicht.

3. Pozitive Sitze

3.7 Die Kardinalfunktionen o(R) und o*(R).

Wir beweisen den folgenden

SaTz. Die Kardinalfunktionen o(R) und o*(R) besitzen die Eigenschaft D°
auf . ‘ '
BewEls. Wir werden den Beweis nur fiir die Funktion o(R) durchfiihren,

denn ein ganz analoger Beweis geht auch im Falle von o*(R). Wir wissen
([3], S. 155.) daB die Kardinalfunktion a(R) monoton ist, und darum geniigt

es d|e Eigenschaft D zu- ‘zeigen.
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R sei also ein beliebiger topologischer Raum und ¢(R) = m. Ist nun n<m
eine beliebige Kardinalzahl, dann gibt es nach der Definition der Kardinal-
funktion o(R) eine solche Abbildung f von R in eine geordnete Menge H, bei
der die Menge der strengen Extremalstellen eine groBere Michtigkeit als n
besitzt. Wiahlen wir aus dieser Menge eine Teilmenge S der Michtigkeit n aus,
so gilt fiir den Unterraum .S die- Gleichung

o(S) = n.

In der Tat ist o(S)=n wegen S = n. Die Einschrankung f|S der Abbildung f
auf S ist aber eine Abbildung von S in H, bei der die Menge der strerigen Extre-
malstellen offenbar mit S iibereinstimmt, und daraus o(S)=n folgt, womit
der Beweis beendet ist.

3.2 Die Kardinalfunktion Sg(R)
3.2.1. Uber Sg(R) beweisen wir zuerst den folgenden
Sarz. Die Kardinalfunktion Sg(R) besitzt die Eigenschaft D" auf < .

BeEwEls. Es seien Re</ , Sg(R)=m, n<m und n reguldr. Durch trans-
finite Induktion definieren wir eine Punktfolge in R mit der Machtigkeit n.
Es sei n = &,, und p, sei ein beliebiger Punkt von R. Nehmen wir-an, daB die
Punkte p, schon fiir alle ¢ <8 definiert sind, wobei f<w,, und zwar so, daB
jeder schon definierte Punkt p, eine solche Umgebung U, hat, fiir die aus
o <o p§ U, folgt. Da die Menge aller bisher definierten Punkte eine kleinere
Michtigkeit als Sg(R) besitzt, so ist diese Menge nicht iiberall dicht in R, man
kann also einen Punkt p,eR so wéhlen, dab kein bisher definierter Punkt p,
zu einer gewissen Umgebung U, von ps; gehort. Dieses Induktionsverfahren
kann man fiir alle § <, durchfiihren, und so bekommt man die gesuchte Punkt-
folge F:

= {Pﬁ}ﬂ<w, .

Wir behaupten, daB dieser Unterraum F den Separabilitdtsgrad n hat. Wegen
F = n ist offenbar Sg(F)=n. Nehmen wir jetzt an, daB Sg(F)<n, und M

sei eine iiberall dichte Teilmenge von F mit M<n. Wegen der Regularitit -
der Kardinalzahl n gibt es dann aber eine soiche Ordinalzahl « <w,, daB aus
pe€ M immer f<a folgt. Fiir die Umgebung U, des Punktes p, gilt dann
MNU, = 6, was aber in Widerspruch steht damit, daB M in F iiberall dicht
ist. Damit ist der Beweis unserer Behauptung beendet.

3.2.2. In diesem Abschnitt zeigen wir, daB man unter Annahme der C-
Hypothese viel mehr iiber die Kardinalfunktion Sg(R) sagen kann, als in dem
vorigen Abschnitt, wenigstens fiir die- Klasse <77,. Und zwar gilt der folgende

Satz. Unter Annahme der C-Hypothese besitzt die Kardinalfunktion Sg(R)
auf J°, die Eigenschaft D°.

BewEls. Zundchst wollen wir beweisen, daB die Funktion Sg(R) auf -7,
die Eigenschaft D besitzt. In der Tat, wir wissen schon, daB die Funktion Sg(R)
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die Eigenschaft D besitzt. Es seien also R€J,, Sg(R) = m und n<m eine
singulare Kardmalzahl n ist dann in der folgenden Form darstellbar:

1t = sup {n.}.
xcA

wobei n, fiir jedes € A eine regulére Kardinalzahl und A<nist. Wegen der -

Eigenschaft D" gibt es dann aber fiir jedes € A einen Unterraum R.C R mit

Sg(R.) = tie.
-Es ist bekan..t (snehe z. B. [6], 9. A., S. 136.), daB fiir TeT,
2,Sg<T)
und daher
1S&(T)

Bg(T) = 2T =2°

gilt. Es sei nun n = &, und fiir jedes ac A
Ny = Ryyo
Dann besteht fiir jedes a€ A die Ungleichung

n, = Bg(R,).
Somit, ergibt sich :

sup {Bg(R.)} = 1 = &,
e A ‘
Wir bemerken noch, daB man (nach Beweis des vorigen Satzes 3.2.1.) die Unter-
rdume R, fiir jedes «c A so wahlen kann, daB
%, = Sg(R.) = R.

besteht.

Es sei nun T= U R, C R. Wir behaupten, daB
agA

Sg(T) = n.
In der Tat, T = sup {Ra} = sup {8,,} = 8 =mn, und daraus folgt Sg(T) = n.

Aber anderseits, wegen der Monotomtat der Kardinalfunktion Bg(R), bekom—
men wir, daB

Bg(T) = s::g {Bg(R.)} = &,

Aus Sg(T) = §, <%, ergibe sich aber (wegen T¢€J7)
Bg(T) = Bryg =R,

mit Beriicksichtigung der als richtig angenommenen C-riypothese; das bedeutet
aber einen Widerspruch zu Bg(T)=w,. Das Bestehen der Eigenschaft D ist
somit bewiesen.

Zum Beweis des Bestehens der Eigenschaft D bemerken wir zunichst:
- dus dem Bestehen der Eigenschaft D folgt schon, dass d1e Werte der Funktlon

t
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'Sg(R) auf allen Unterrdumen:von R ein — halboffenes oder abgeschlossenes —
Michtigkeitsintervall I von der Form [&,, 8,) oder [, 8] bilden. In der Tat,
aus TCR, Sg(T) = m und n<m folgt die Existenz eines Unterraumes S von T,
und somit auch von R, fiir den die gesuchte Gleichung

Sg(S) = n

gilt. Wir sollen nun die Abgeschlossenhelt dieses Intervalls [ beweisen. Dazu
geniigt die Relation

sup {m} = 8, ¢/

mel

zu zeigen. Der Beweis ‘des Bestehens dieser Relation bedeutet Schwierigkeit
offensichtlich nur.im Falle, wenn « eine Limeszahl ist. In diesem Falle konnen
wir aber dhnlich wir im ersten Teil des Beweises verfahren.

Es seio = sup {8}, wobei jedes g€ B eine isolierte Ordinalzahl und B=as=

={, ist. Dann Exnstlert fiir ]edes pe B ein Unterraum Rz von R mit

R,a = Sg(Rp) = ¥y,
Betrachten wir jetzt den Unterraum

T == U Rﬁy
peB
s0 ist T = sup {Iz?g} = sup {8z} =R,
geB feB
und daraus folgt
Sg(T) = ..

~ Fiir jedes gc B ist aber Bg(R;)=Sg(Rs) = 8, woraus wir
Bg(T) = sup {8} = Ra.
BeB .

erhalten. Aus
Sg(T) = N; < Ra
wiirde Bg(T)=R.+3 <K« (wegen der C-Hypothese) folgen, und so besteht wirk-
lich
Sg(T) = R,

also 8.¢ I, womit der Beweis des Satzes beendet ist.

4. Probleme

4.1. Die gréBte Unvollstdndigkeit dieser Arbeit liegt darin, daB wir keinen
positiven Satz fiir die Kardinalfunktion Bg(R) geben konnten. Darum ist unser
Hauptproblem das folgende

PrOBLEM. Was fiir positive Sdtze kann man fiber die Kardinalfunktion
Bg(R) behaupten?

i ANNALES — Sectio Mathematica, Tomus VLI
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Das Beispiel 2.1.2. und der Satz 3.2.2. zeigen, daB man bei solchen positiven
Sédtzen die C-Hypothese — wahrscheinlich — annehmen muB.

4.2. Fiir die Kardinalfunktion Sg(R) haben wir zwei Probleme.

4.2.1. Wir wissen nicht ob die Rolle der C-Hypothese im Satz 3.2.2. wesent-
lich ist. Daraus entsteht das folgende

PrOBLEM. Was fiir positive Sitze gelten fiir die Kardinalfunktion Sg(R)
ohne der C-Hypothese?

4.2.2. Endlich wissen wir nicht, ob die Funktion Sg(R) auf 77 die Eigen-
schaft D besitzt, oder nicht.

ProBLEM. Besitzt die Kardinalfunktion Sg(R) auf <77 (eventuell, unter
Annahme der C-Hypothese) die Darbouxsche Eigenschaft?
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Von

E. DEAK

Mathematisches Forschungsinstitut der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest
(Eingegangen am 22. Februar 7965.)

In der Aufgabenreihe der Zeitschrift Matematikai Lapok wurde von A.
RENYI folgender Satz zum Beweis vorgelegt ([1]):

A) Gilt fiir eine im abgeschlossenen Zahlenintervall [0, 1} definierte und
daselbst stetige Funktion f(X)

0) =0, f(1)=1,
und existiert fiir jeden Punkt x € (0, 1) eine Zahl h > 0 mit x—h, x+h € [0, 1]
und

1) = 1= )+ -,

so st

f(x) = x (x¢[0,1)]).

Der Satz ist — in der offensichtlichen Absicht, Moglichkeit zu den ver-
" schiedensten Verallgemeinerungen zu bieten — sehr elementar gefaBt. Als
Losung der Aufgabe wurden auch tatsichlich mehrere Verallgemeinerungen
verdffentlicht ([2]).

Das Ziel dieser Note ist, den angefiihrten Satz in einer neuen Richtung
zu verallgemeinern [Satz (B)], und eine Bemerkung iiber den Zusammenhang
der Fragestellung vom Typ (A) oder (B) mit derjenigen der Cauchyschen Funkt-
tionalgleichung (15) (und deren Verallgemeinerungen) zu machen.

Satz (B). Es seien k = 2 eine natiirliche Zahl und u(t,, t,, ..., 1,) eine reelle
Funktion mit

(1% sty ... ) = max i,

(1**) plty 485, 48, -y b F8) = plly by oo B) 1Sy, Sh- - 45 Sk)
oder mit

(1) | Wty .., t)= min
. : i=1,2,....k
(Lax) Pty + Sy L+ -y B bSy) =ty By - o5 B+ (500 Sy <+ 45 k)

ar
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fir beliebige reelle Werte t, 1y, ..., t, Sy, Sy ..., 8, Wobei in (1*) und (1,)
gleicherweise das Gleichheitszeichen nur (aber nicht unbedingt) im Falle t, =
=l =...=1 gl ‘

Sind nun f(x), (x) auf einem nichtleeren kompakten topologischen Raum
X definierte, daselbst stetige reelle Funktionen und E S X eine nichtleere Menge
mit '

Ne) f(¥) = ¢(x) (x € E),
existiert ferner fiir jeden Punkt x, ¢ X\E ein k-Tupel
3) XpXgs oo, X € X
mit .

(4) ' .“(ﬂxl)’ r(x2)v sees r(xk» = f(xo)ly
(%) : p(x), (xg), . - -, @(xi))-= @(xo),
(6) - min g(x) = max ¢(x)

i=1,2,...k i=1,2,...k
so gilt
M [(x) = (x) (x€X).

Bewels. Es sei zuerst (1*) und (1**) vorausgesetzt. Fiir die stetige Funktion
®) 2(0) = () —p(x) (x€X)
bzw. ' :
8" . g0 = e(0) - f(x) (xeX)
und fiir
9) ' ‘m = sup g(x)
xeX

ist die Menge
F ={x:xcX, g(x) = m}

nichtleer und kompakt; und daher auch die Menée

(%) H ={x: xeF, g(x) = supp(y)}
: ye .
nicht leer. : :
Ist nun im Gegensatz zur Behauptung (7) fiir irgendeine der Funktionen (8)
(10) m > 0,
gilt also
' HSFSX\E,

S0 sei X, € H beliebig und X;, X,, ..., X, € X ein k-Tupel von Punkten niit den
Eigenschaften (4), (5) und (6). Wegen (5) und (6) gibt es dann einen Index
|l =i, =k mit . :

(1), ; #exa) > Pt),
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also x;, ¢ H und daher x;, ¢ F. Es gilt darum

12y i=1mgin kg(x,) = g(x4) = m = g(xo)
und deshalb
13) BExy), g(X5), - - ., GX) < &(X)-

Endlich folgt aber aus (1**), (8’) bzw. (8”), (5) und (13)

14y o), f00), - . ., fi) =
= Q%)+ @(Xy), 8(X) + (X, - ., G(X,) + (X)) =
= p(EXy), g% - - -5 X))+ iP(XY), PG, - . ., PXY) <
< 2(%o) + 9(%) = (%)

bzw. A

(147)  p(fec), 60, - fx)) =

‘ = pp0) — XD, POX) — ), - - -, PX)—(X)) =
= (@), P(Xp), - -+ X)) — p(g(Xy), E(Xp); - -+, X)) >
> ¢(%o) —8(%) = f(Xo),

- im Gegensatz zu (4), womit (10) widerlegt und der Satz fiir (1*), (1**) bewiesen
ist. . : .
Fiir den Fall (1,), (1,4) kann der Beweis analog (mit m = inf g(x) statt (9),
) . xeX

H = {x: x¢F, ¢(x) = ;él; ()}

statt (94) und mit Umkehrung der Ungleichheitszeichen in (11), (12), (13) und
(14) bzw. (14”)) gefithrt werden.

BEMERKUNGEN. 1° Satz (B) gilt inshesondere fiir subadditive oder super-
additive ‘Mittelwertsfunktionen g, d. h. fiir solche mit dér Eigenschaft (1**)
oder (1,,) und mit - ’

min {; = p(t,, 1, ..., 1) = max i,
i=1,2,...k i=1,2,...k 4
(wobei Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn ¢, =1, =. ... =, ist).
Eine solche Funktion (sowoh! subadditiv als auch superadditiv) ist z. B. fiir ein
beliebiges k = 2 und fiir beliebige Zahlen

k
p=0(E=12..,k, 3p=1
das arithmetische Gewichtsmittel

k
pltity <o ty) = 3 pis
i=1-
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Die Rolle von X bzw. E kann z. B. der abgeschlossene. Einheitswiirfel des
n-dimensionalen euklidischen Raumes bzw. seine Begrenzung (oder eine belie-
bige nichtleere Teilmenge der letzteren) spielen.

2° Aus Satz (B) ergibt sich Satz (A), wenn als X das abgeschlossene Zahlen-
intervall [0, 1], als ¢ das gew&hnliche arithmetische Mittel

1 1
/ pilty, b)) = 5t1 +—2'_t2’
als (x) die Funktion x (x € [0, 1]) und endlich als E die Menge {0, 1} gewahIt
wird. (Es zeigt sich iibrigens, daB es im Rényischen Satz geniigt hitte, f(x) = x
in einem einzigen Punkt von [0, 1] vorauszusetzen.)
3 Es ist interessant, Satz (A) dem klassischen Satz von Cauchy, nach dem
jede stetige Lésung der Funktionalgleichung

(15) fx+y) = [()+1(¥)

linear ist ([3]), gegeniiberzustellen. Dieser Satz 1Bt folgende 4quivalente
Fassung zu: eine geniigende Bedingung fiir die Linearitdt einer Ldsung der Jen-
senschen Funktionalgleichung

(16) ifgxr57] =5 1@+51

ist, stetig zu sein. (Die Jensensche Gleichung ist ndmlich im Falle f(0) = O mit der
Cauchyschen Gleichung dquivalent). Dies wurde mannigfach verallgemeinert
(fiir einen beliebigen euklidischen Raum E® als Definitionsbereich, fiir ein
beliebiges arithmetische Gewichtsmittel mit k¥ = 2, fiir = oder = statt =,
d. h.fiir ”Quasi-Konvexitit«oder ,,Quasi-Konkavitit« statt ,,Quasi-Linearitat«,
u.s:w.) und-es zeigte sich, daB die Bedingung bedeutend abgeschwacht werden
- kann. Ein in gewisser Hinsicht allgemeinstes Ergebnis ist z. B.:

'SaTz (C). Es sei f(x) eine auf einer offenen konvexen Menge K . E®™ definierte
reelle Funktion, mit der —,,p-Konvexitit“ genannten ~ "Eigenschaft

fpx+(1 = py) = pfx)+(1 = PI) % yEK)
fiir eine bestimmte Zahl 0 < p = -;—.Gibt es eine mefbare Menge P & K mit posi-

tivem Map und eine auf P définierte und daselbst mefbare Funktion f*(x) mit

fx) = f*(x) (x€P),

so ist f(x) auf K stetig, und daher auch konvex im allgemeinen Sinn ([4], Satz 29).

Die Tatsache, daB fiir die Stetigkeit einer ,, Jensen-linearen** Funktion die
Existenz einer meBbaren Majorante auf einer Teilmenge des Definitionsbereichs
mit positivem MaB eine geniigende Bedingung ist, wurde zuerst durch einen

Satz von A. CsAszAr (Spezialfall von Satz (C) fiir p=—;-, [5]) bekannt.

(Ausfiihrlichere historische Daten und Literaturangaben finden sich z. B. in

(4]-)
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Wird nun statt ,,fiir ein beliebiges x, und beliebige x,, x, mit

(17) . Xo = pxy+(1—p)x,
gilt
(18) (%) = pf(x) +(1— p)f(x)*

im Rényischen Sinne nur ,,fiir ein beliebiges x, existiert ein Paar xy, x, mit (17)
und (18) vorausgesetzt, so kann statt Stetigkeit sogar im speziellsten Fall,
namlich im Satz (A) keine der iiblichen schwécheren Bedingungen (etwa MeB-
barkeit oder Beschrinktheit) angenommen werden; dies zeigt z. B. das Ver-
halten der halbstetigen Funktion

(Oé‘x

-4
f(x) = 21
1

[x [heney

A
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BEMERKUNG ZU EINEM BEWEIS DER QUADRIERBARKEIT DER
n-DIMENSIONALEN KONVEXEN MENGEN

Von

E. DEAK

Mathematisches Forschungsinstitut der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest
(Eingegangen am 22. Februar 1965.)

P. E. HANSEN hat.in seiner Mitteilung The Jordan content of convex sets
(Nordisk. Mat. Tidskr., 9 (1961), 26 — 28, dénisch) einen neuen und einfachen
Beweis fiir den bekannten Satz

(A) jede beschrinkte konvexe Menge ..cs n-dimensionalen euklidischen Raumes
ist im Jordanschen Sinne messbar gegeben. Der Kern des Beweises ist folgender
Hilfssatz:

(B) Wird ein n-dimensionaler. abgeschlossener Wiirfel durch Dreiteilung jeder
Kante — wobei parallele Kanten in gleicher Weise aufgeteilt werden — in 3"
Teilwiirfel zerlegt, und aus den 2" abgeschlossenen Eck-Teilwiirfeln je ein beliebiger
Punkt gewdhlt, so enthdlt die konvexe Hiille dieser Punkte den inneren abgeschlos-
senen Teilwiirfel*.

Das Ziel der vorliegenden Note ist einen Beweis fiir (B) zu geben, der voin
Hansenschen — iibrigens nur skizzierten — Beweis verschieden und von der
geometrischen Anschauung unabhingig ist.

(Die Rechtfertigung eines neuen Beweises - fiir einen so einfachen Satz
diirfte in der didaktischen Bedeutung eines elementaren Beweises des wichtigen
Satzes (A) zu sehen sein.)

Es sei also ein n-dimensionaler Wiirfel des n-dimensionalen reellen Koor-
dinatenraumes. durch Dreiteilung der Kanten (in der erwdhnten Weise) in 3"
Teilwiirfel zerlegt, und es wird angenommen, daB die Kanten des Wiirfels je
einer Koordinatenachse parallel, und der Anfangspunkt des Koordinaten-

* Aus (B) folgt (A) gemdB der durch Indyktion gewinnbaren Einsicht, daB die Begren-
zung einer in einem Wiirfel mit der Kantenlinge a enthaltenen konvexen Menge fiir jede

: a
natiirliche Zahl k in der Vereinigung von (3" — 1)* Wiirfeln mit der Kantenldnge 3 ,.d. h.

3N _1\k . .
- ) - @ enthalten ist. Hat ndmlich diese Begrenzung mit

in einer Menge mit dem MaB

allen abgeschlossenen Eck-Teilwiirfeln der ersten Zerlegung gemeinsame Punkte, so ist der .
mnere offene Teilwiirfel im offenen Kern der betrachteten konvexen Menge enthaiten,’ u.s.w. ‘
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systems im ifitieren abgeschlossenen Teilwiirfel enthalten ist. Es sei ferner aus
jedem der 27 abgeschlossenen Eck-Teilwiirfel ein Punkt
1)) @®, a?,...,a®) F=12...,27
ausgewahit. .
Da in jedem der 2" von den Koordinatenebenen erzeugten abgeschlossenen

Raum-n-tel genau einer der Punkte (1) enthalten ist, kann ohne Beschriankung
der Allgemeinheit die Anordnung

sgna®=0 (i=12,...,n)

(F,) l =sgnag¥ (=1,2,...,j—1)
sgnaQ =11 =0 - (i=j)
=0 (=j+1Lj+2,...,n) :

Gg=L2 ..., k=1,2,...,27Y
dieser Punkte, d. h. die Struktur

AL

1 2 3 4 5 6 7 8 2n-t 2"
AN

1 - + - + - -+ - +

2 - - + + - - + + + +
3 - - - - + + + + +
n—1 — — — — - — — - PR + +
n - - — - - - —_ — o e - +

~ der Matrix (a'P) (wobei das Zeichen — bzw. -+ Nichtpositivitdt bzw. Nicht-

negativitit bedeutet) angenommen werden. (Tatsachlich ist diese Tabelle

nichts anderes, als eine spezielle Anordnung der 2" Teilmengen der Menge

1,2,...,n}) : ‘
Damit ist (B) auf felgenden Satz zuriickgefiihrt:

(C) Jedes lineare Gleichungssystem

on
Za(i()xk_=0 (i=1,’2,...,n)
i=1

dessen Koeffz'zientgnmafrix die Eigenschaft (F,) besitzt, hat eine Ldisung
(P Py -+ -5 Pn) mit

2"
(2) ) pkEO _(/C-——l,z,...,zn), Zpk:l'
i=1



| QUADRIERBARKEIT DER n-DIMENSIONALEN KONVEXEN MENGEN 91

Dies kann mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden. Fiir n = 1
ist (C) evidenterweise richtig. Da sowohl die Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems

n—1

S aPx =0 (=12...,n-1)

als auch wegen
sghy -t =sgna® (=1,2,...,2" i=12...,n-1)

diejenige des Gleichungssystems

2!!
> al’x, =0 (=12 ...,n—1)

k=2n~l’+1

die Elgenschaft (F.-,) besitzt, bedeutet die Induktlonsannahme daB (C) fiir
n—1 giiltig ist, die Existenz von Zahlen

=0 (k=1,2,...,27
mit ’

Zn-—l 2'1
2= 3 ¢=1
k=1 k=214
und
@) A =B;=0 (i=12...,n-1)
mit den Bezeichnungen
2"—1 an
= 3 qd, B,= X qd9 (=12...,n).
k=1 k=2ﬂ—1+1
Wegen _
sgn g =0 (*k=12,...,2"}
20 (k=2""141,20-242,...,27
gelten nun-

A,=0 8B,=0,
und es existieren Zahlen u,v = 0 mit u+v = 1 und
“) uA,+vB, = 0.
Das Systém (P Par - - -» pen) nichtnegativer Zahten mit

P = uqy (k:: 1,2’...’2n-—1)
* {vqk (k = 2n.—1+11 2n—1+2' . .’2n)
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‘entspricht sodann den Erfordernissen, weil ja

2" 2""1 .2"
Sh-uX v S gomurv=l
k=1 k=1 k.—.2"—1+1

und (fiir i = 1,2, ..., n—1 nach (3), fiir i = n nach (4))
2"
> ) = uA+vB,=0 (i=12...,n)
k=1

gilt, womit (C) auch fiir n bewiesen ist.



A PROBLEM ON INDEPENDENT r-TUPLES

By
P. ERDOS

Department of Analysis of the Eo6tvos Lordnd University, Budapest
(Received October 2, 1964)

G(n; 1) denotes a graph of n vertices and [ edges. A set of edges is called
independent if no two of them have a vertex in common. GaLLar and I [1]
proved that if

1 [ > max((%z——l), (k—l)(n;k+1)+(k;1"

then G(n; I) contains k independent edges. 1t is easy to see that the above result
is best possible since the complete graph of 2k—1 vertices and the graph of
vertices X, ..., Xe—1; Viy « - +» Vp—u+1 and edges (x;, x)), 1=i<j=k—1;(x,¥)),
I=i=k—1, 1=y,;=n—k+1 clearly does not contain X independent edges.

By an r-graph G we shall mean a graph whose basic elements are its
vertices and r-tuples; for r = 2 we obtain the ordinary graphs. G (n; m) will
denote an r-graph of n vertices and m r-tuples. Forr >2 these generalised graphs
have not yet been investigated very much. A set of r-tuples is called independent
if no two of them have a vertex in common.

f(n; r, k) denotes the smallest integer so that every G¥X(n; f(n; r, k)) contains
k independent r-tuples. (1) implies that

5} wevaeenef )

It does not seem easy to determine f(r; r, k) for r>2 and every k. For k = 2
Ko, Rapo and I .[2] proved that for n=2r :

3) Hnsr, 2) = '”_ :)H._

(2 Kn; 2,k) = 1 +max

The case n<2r is trivial since then no two r-tuples are independent.

Denote by g(n;r, k—1) the number of those r-tuples formed from the
elements x,, ..., x, each of which contain at least one of the elements
Xy, - -y Xy Clearly f(n; r, k) > g(n; r, k—1) and a simple computation shows
that

@ gmnk-1) =2'|A": '“"‘r’:“‘} _ (k_l){n—k+l\

r—1 '
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where the dash indicates that i runs from 1 to min (r, k—1).
Now we prove the following
THEOREM. For n>c,k (c, is a constant which depends only on r)

fn;r, k) = L+g(n;r, k—1).

The proof uses induction with respect to k. For k = 2 the result is known
{2]. We assume that it holds for k— 1 and prove it for k ..

Let n>ck and consider an arbitrary G®(n; 1+g(n; r, k—1)). Denote by
¥(x;) the number of r-tuples in our G“n; 1+g(n; r, k—1)) which contain x;.
Without loss of generality we can assume that max v(x,) = v(x;). We distin-

guish two cases. Assume first 1=i=n
1+g(n;r,k—1
®) W) < T8 )
(k— Dr ‘
and let R,, ..., R, be a maximal system of independent r-tuples of our G¢.
We show )
(6) =k

If (6) would be false our r-tuples R;, ..., R, would contain at most (k—1)r
vertices and by (5) the number of r-tuples containing any of these vertices
is less than .

1+g(n;r, k—T1).
Thus our G¥n; 1 +g(n; r, k—1)) contains an R,., which is independent of all
the R;, 1 =i=I, which contradicts the maximality of Ry, ..., R, hence I<k

leads to a contradiction, which proves (6) and disposes of the first case.
Now we consider the second. case, that is, we assume

L+g(n;r, k= 1)
(k— Dr
Consider now the r-graph G whose vertices are Xy, ..., X, and whose

r-tuples are those r-tuples of our G\”? (n; 1 +g(n; r, k— 1)) which do not contain
x;. The number of r-tuples of G{? is clearly at least

(7 v(x,) =

®) l+g(n;r,k—l)-":::} =l+gn—-1,r,k-1),

since there are at most ‘n—-” r-tuples containing x,. Thus by our induction
: ,—

hypothesis G contains at least k—1 independent r-tuples R, ..., Ry_,.
The proof of our Theorem will be complete if we succeed to show that there
is an r-tuple of our G“n; 1+g(n; r, k— 1)) containing x, which does not con-
‘tain any of the (k— I)r vertices of Ry, ..., R,_,. To see this observe that the

number of r-tuples containing x, and x; is at most n—zj , and therefore the
r—

number of r-tuples containing x, and one of the vertices.of Ry, ..., R,—, is at
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most (k— Dr {n_z’ . By (7) and (4) we obtain by-a simple computation that
r_

for n>ck

i

(k- 1)r(':_jj < v(%);

hence there is an r-tuple of our G“)(n; 14-g(n; r, k — 1)) containing x, which is
disjoint from R, ..., R,_,, as stated. This completes the proof of our
theorem. :

It is not impossible that

9) f(n;r, k) = 14+ max (rkr—l), gn;r, k—1)|. -

Forr = 2 (9)is implied by (1) and for k=2 (9) is proved in [2], but the general
case seems elusive.
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ON ARCHIMEDEAN POSITIVELY FULLY ORDERED SEMIGROUPS

By
OLDRICH KOWALSKI

Mathematical Department of the Technical University, Brno
(Received February 10, 1965)

For all concepts and formulas that follow see Fucus’ book [1].

A fully ordered semigroup S is called cancellative, if ca=cb or ac=bc
implies a=b. It is called positively ordered, if ab=a, ab=0 hold for all a, be S.
In the sequel let S be a positively f.o. semigroup. S is called Archimedean, if -
a® < b for all positive integers n implies a = e (= the identity). If 4, b€ S and
ab=ba, then for every n

) a"b" = (aby* =(bay* = bra".
If in addition S is Archimedean, then for every n
) (ba)*=ar+1r =brar +1=(ab)* +1.

Two distinct elements @, b€ S are said to form an anomalous pair if " <b"+1,
"b"<an+! for all n>0. The relation p: ", b€ S form an anomalous pair” is an
equivalence on S. If S is cancellative and Archimedean, then from (1) and
(2) it follows easily: If a<beS form an anomalous pair, then

3 (acy < (bey* 3, (be)* <(acy+1 for all c€ S and n>0,

thus ac, bc form an anomalous pair. A similar reasoning applies to the pair ca,
cb. Consequently, the equivalence y is compatible with the multiplication and
the (positively fully ordered) factor semigroup S = Sfy is defined. (See [1].)

If Sis Archimedean but not cancellative, then from (1) and (2) only a weaker
result follows: If a <beS form an anomalous pair, then

3" o (ae)r=(bc) 1, (be)yr=(acyr+* for all c€S and n=0.

Let S be Archimedean and let it contain no maximal element. It is readily seen

that S contains no idempotent d = e. We shall prove that the inequalities (3)
are satisfied in S.

Let a<b form an anomalous pair and assume ¢ # e. Now bcz=ac=c and
we have ac # e, be # e. If (ac) =(bc)* +* for some k >0, then (be)* = (be)t+1=...

7 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIIL
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and (bc)*=bc is an idempotent ><e, a contradiction. If (bc)™ = (ac)™*+* for some
m=>0, then by making use of (3") we have (bc)*" = (ac)*"+*=(ac)*"+1=(bc)*",
and thus (ac)®m+1 = (ac)®**+? = ... Obviously, (ac)®*™+1=ac is now an idempo-
tent = e, a contradiction. (3) is now an immediate consequence of (3).

ProposiTION 1. Let S a positively f.o. semigroup which is Archimedean and
contains no maximal element. Then the equivalence y is compatible with the multipli-
cation and the factor semigroup S = SJy is defined. S is positively fully ordered
under the obvious ordermg and the natural map S—S is an o-homomorphism.
Moreover,

. § contains no anomalous pair,
2. S is Archimedean,
3. S contains no maximal element.

_Only the last statement remains to be verified. Let # be a maximal element
of S. There exists an element a' = ¢ which is mapped on u. Now a <a? do not
form an anomalouspair, but a* is mapped on I, a contradiction.

PROPOSITION

- assume there exists a non-trivial o-homomorphism ¢ of S into the additive semi-

- group of the non-negative real numbers. Then S contains no maximal element and

two distinct elements of S have the same image if, and only if, they form an anoma-
lous pair.

s

2. Let S be an Archimedean -positively f.o. semigroup. We

Cororvary. The semigroup o(S) is o- zsomorphzc to the factor semigroup
S/y.

ProoF. S contains no maximal element, because p(S) does not. Let a=b¢ S,
o(a) = p(b) # 0 and we assume e.g. a # b(y) Then a*+1=b* or b+i=a* for
any k>0 and (k+ g(a)=kp(a), a contradiction. Let ¢(a) = 0, then there
exists some beS, p(b)>0. Now ¢(a”) = 0 holds and thus a*<b for all n>0.
Because S is Archimedean we have a = e.

Let us have a = b, a = b (y), then g(a) = O = @(b) and @ < b+, b <gn +1

n _gl@ _ n+

n+l @) n

We obtain ¢(a) = ¢(b). Q.E.D.

THEOREM. Let S be an Archimedean positively f.0. semigroup. The following
statements are equivalent:

for all n>0, thus L for all n=0.

a) S contains no maximal element,
b) There exists a non-trivial o-homomorphism of S into the addztzve semi-
group of the non-negative real numbers.

Under the last homomor phism two distinct elements of S have the same zmage
if, and only if, they form an anomalous pair.

Proor. By making use of Proposition 1 and of a theorem by Fucus ({1},
p- 169), the factor-semigroup S/y is defined and it is o-isomorphic to'a sub-

semigroup of the additive semigroup of the non-negative real numbers. S/y
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has more than one element. Thus (a) implies (b). The converse is obvious.
Finally, the last statement is a consequence of Proposition 2. Q.E.D.

This generalizes a result by Hion (see [2]), which was presented by Fucns
[1} as follows: _

CoroOLLARY. Let S be a cancellative f.0. semigroup which is positively orde-
red and Archimedean. There exists an o-homomorphism of ‘S into the additive
semigroup of the non-negative real numbers such that two distinct elements
of S have the same image if, and only if, they form an anomalous pair.

In fact, if an Archimedean positively f.o. semigroup S is cancellative, then
'S contains no maximal element unless it consists of a single element.
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STRUCTURES SYNTOPOGENES ET TRAMAILS

Par

A. CSASZAR
1e Chaire d’Analyse Mathématique, Université Edtvds Lorand; Budapest
DEpiE A M. A. D. WALLACE A L’0CCASION DE SON 60° ANNIVERSAIRE
(Regu le 18 mars 1965)

- Dans les notes [4] et [5], M. L. HADDAD introduit une espéce de structures,
appelées framails, et étudie leurs relations aux structures habituelles-de la
topologie générale, comme topologies, structures de proximité, structures uni-
formes, ainsi qu’aux structures syntopogénes introduites par ’auteur du présent
article (pour celles-ci, nous renvoyons le lecteur a la monographie [2]).

Le but de cet ouvrage est de montrer que la plupart des résultats établis
par M. HADDAD par rapport aux connexions entre structures syntopogénes
et tramails, énumérés dans [4] et [5] sans démonstrations, peut étre obtenue
d’une fagon trés simple & ’aide des propriétés de la transposition des structures
syntopogénes, présentées dans [3]. - ‘

1. Considérons un ensemble E quelconque et désignons par € 1’ensemble
de tous les ultrafiltres sur E. D’aprés [5], une base de tramail sur E est par défi-
nition une structure quasi-uniforme! sur €, c.-a-d. une base de filtre # sur
€ x €& ayant les propriétés suivantes:

(1.1) u€@, UcZ impliquent (1, u)cU;
(1.2) pour UcZ, il existe U'eZ tel que U2C U,

c.-a-d. que (i, u)el’, (i, u,)eU’ impliquent (u,, ug)eU.
Un framail sur E est une base de tramail qui constitue un filtre sur EXxE.
Introduisons sur & une topologie de la maniere suivante. Posons, pour

XcCE,
(1.3) X) = {u: ue€, Xecu}

et désignons par J , la topalogie sur € associée a la topologie classique? dont
les ensembles A(X) (X < E) constituent une base ? Sur EXxE, on considérera

la topologie
(1 4) ' 1= (%XJB)P’

1V, [2), p. T8.
2 v, [2], p. 74.
3 Le fait que la famille des ensembles i(X) peut étre considérée comme base d’une topo-

ogie découle de 1a formule (2.4) ci-dessous.
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c.-a-d. celle qui est associée au produit par elle-méme de la topologie classique
introduite ci-dessus sur . g})res [4], on appelle coffe sur E un ensemble
C C € x€ fermé par rapport & et contenant la diagonale D de €Xx€, c.-a-d.
’ensemble de tous les couples d’ ultraflltres de la forme (u, u). Nous seront inté-
ressés surtout des bases de tramail composées exclusivement de cottes.

2. L’application h de 2€ dans 2t posséde des propriétés trés avantageuses
du point de vue de la transposition des structures syntopogénes. En effet,

(2.1) KX)ch(Y) si et seulement si XY,

XcY impliquant évidemment A(X)ch(Y) et llmplxcatlon inverse étant ‘la

conséquence du fait que I’ensemble X — Y, supposé non vide, est contenu dans

au moins un ultrafiltre, appartenant nécessairement a h(X)—h(Y). Autrement

dit, h est bimonotone* :
De plus, on a

(2.2) hE — X) = €—h(X)

puisque chaque ultrafiltre contient un et un seul des ensembles X et £— X, et
2.3) KX UY) = KX)Uk(Y),

(2.4) XN Y) = hX)nh(Y);

en effet, (2.4) découie des propriétés caractéristiques des filtres et (2.3) s’ensuit
en vertu de (2.2). ) .

Notons encore que A(0) = 0, (E) = € et que le domaine de définition
D de l'application h coincide avec 2-.

- Soit < un ordre semi-topogéne sur E 5 et considérons le transposé <"
défini suivant [3], p. 56; c’est un ordre semi-topogéne et <" est un ordre topo-
géne biparfait sur €.% Par suite, on peut assacier 2 <" une relation réflexive
sur €, autrement dit, une partie C de €X€ qui contient la diagonale D.?
D’apres [2], (5.40), (z,9)€C a lieu si et seulement si g<"E—y n’est pas
valable, ou en vertu de [2], (5. .38) si r<"€—y n’a pas lieu. Eu égard a [3],
(2.3), cette condition veut dire qu’il n’existe pas de parties X, YCE telles que

X)), X<V, (Y)EE —y,
ce qui équivaut a dire que X¢r, X <Y impliquent Yer) En posant donc y(<) =
= C, on peut dire:
(2.5) (x,9)ep(<) si et seulement si Xcy, X<V impliquent Y¢y.
Observons que I’ensemble € = y(<) est fermé par rapport i 7, pulsque 8i
(¢, 9)¢C, alors il existe X et ¥V tels que

reh(X), X<Y, neh(E—Y)

(cf. (2.2)) de sorte que ' ch(X), v’ €h(E—Y) entrainent (¢, 9")4C.
En résumant:

' V. [3], p. 56..

S V. [2),p. 25. _
* V. [2], pp. 47 et 49.
V. [2), p. 53.
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(2.6) Si < est un ordre semi-topogéne sur E, alors Uensemble y(<) défini
par (2.5) est une cofte sur E, appelée la cotte associée ¢ <. En tant que relation
réflexive sur €, y(<) est associée a 'ordre topogéne biparfait <M.

On voit aisément que la condition dans (2.5) peut étre formulée en disant
que Xex, E-Y ¢y doivent impliquer que X< Y n’a pas lieu, conformément

a [5], p. 2881.

3. Désignons par D’ la famille A(D) = h(2F) de toutes les parties de &
ayant la forme f(X) ot XCE. Pour £€%’, on peut .définir

@1y k(&) = X si & = h(X)

en-tenant-compte: de la bimonotonité de /. Des formutes (3.1) et (2. l) i (2:4),
on déduit aisément:

(3.2) K est bimc otone; 0, EeD’, k(0) = 0, k(€) = E
(3.3) %eD implique E—XcD ot k(G—%) = E—k(X).
(3.4) X,De® implique TUPeY’, ENPeD’ et

KEUD) = kE)UKD), KEND) = KE)n kD).

Il en résulte que si <* est un ordre topogéne sur €, le transposé <** est
un ordre topogéne sur E (v. [3], (2.13)). Dong, si U est une relation réflexive
sur €, autrement dit si DcUcE X@€, alors il existe un ordre topogéne bipar-
fait <y sur €, associé a U, et 7(U) = <k est un ordre topogéne sur E. D’aprés
{3}, (2.3), A<{‘,B est valable si et seulement si il existe A, BeD’ tels que

AcCk®), A<yB, K(B)cB,
et A<yB signifie en vertu de [2], (5.41) que
e, (z, v)eU impliquent HeB.
Autrement dit, A<} B a lieu si et seulement si il existe A1 et B, tels que Ac Al.
B,< B et que r€h(A,), (x, )€U impliquent yeh(B;). 1l en résulte aisément:
(3.5) A w(U)B si et seulement si A€€C, (r, )€U impliquent Bey.

En partlcuher, si € est une cotte sur E, on peut poser U = € dans (3.5) et, par
14, associer a2 C un ordre topogéne #(C) sur E, conformément & [5], p. 2881
En résumant:

(3.6) Si U est une relation réflexive sur E, alors »(U), défini par (3.5), est
un ordre topogéne sur E. En désignant par <y Uordre topogéne biparfait sur E
associé @ U, on a ©(U) = <.

4. Nous allons démontrer que les applications y et r établissent une corres-
pondance biunivoque entre les ordres topogénes sur E et les cottes sur E. Tout
d’abord, on déduit immédiatement de [3], (2.5) et (2.31):

(4.1) On a pour un ordre semi-topogéne < sur E
Y S 3
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(42) On a pour DcUCEXE

<{}’"’ C <y.
Or, si Cest une cotte sur E, on peut démontrer 'inclusion inverse a (4.2):
(4.3 ' <cC <k,

En effet, si g, €€ et g<c E~1, on a (g, §)¢C, donc, C étant fermé par rapport '
a J7, il existe des ensembles X, YCE tels que

@ D)ERX)XA(Y) CEXE-C,
ce qui veut dire que zeh(X), yeh(Y) et que t'<cE—Yy a lieu pour ¥’ € A(X),
v’ €h(Y). Autrement dit, on a d’aprés (2.2)
rEh(X)<ch(E—Y)cE—y

dott X<f(E-Y etr<{* €—y. L'ordre <¢ étant biparfait, on en déduit (4.3).

On .obtient donc de (4.2) et (4.3):

(4.4) On a pour une coite C sur E

| H(©)=C.3
Pour établir Pinclusion inverse a (4.1), remarquons d’abord:

(4.5) La topologie -7 est compacte.?
Pour le voir, il suffit de montrer, eu égard a (2.3), que si
(4.6) €= U AX),
iel
alors il existe un ensemble fini I’/ tel que
E=U X,

iel”
Or, supposé le contraire, les ensembles
' E— U X, (I'cl, T fini)
fel’

formeraient une base de filtre sur E et si u est un ultrafiltre qui la contient, on
aurait E— X;eu, c.-3-d. u¢h(X,) pour i€l quelconque, contrairement & (4.6).
Nous aurons besoin du lemme suivant: 7
(4.7) Soient [T,<F"] un espace topologique et € une famille de parties fermées-

ouvertes de T, dense® pour un ordre semi-topogéne < sur T. Si A et T~ B sont
compacts et A<® B, alors il existe des ensembles. fermés-ouverts ‘A, et B, tels que

Ac A,<9B,cB.

® V. [5], p. 2882, )
°® Cf. [4], p. 2702. En effet, [, < ]est le compactifié¢ de Stone — CEcH de I’espace E
muni de la topalogie discrite.
* V. [3], p. 96.
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DEMONSTRATION. Pour x¢ A, y¢ T— B, on a par hypothése x<E—y, et

par conséquent il existe des ensembles ny, D, €€ tels que
x€Cy,<D,,cT—y.

En munissant TXT de la topologie produit, la partie compacte AX(T— B)
est donc recouverte par la famille des ensembles ouverts C,, X(T —D,,); par
conséquent, on aura :

n
AX(T-B)CU (C,;x(T—Dyp), C;<D; (l=i=n).
1

Désignons par P; (1=j=2") les ensembles de la forme F]X,- ot X; =0C; ou
1

X; = T—-C,, ainsi que par Q, (1=k=2") ceux qui ont la méme forme, mais en
posant X; = D, ou X, = T—D,. Supposons les indices j et k choisis de la
manidre que Pon ait

AnP; =0 (I=j=p), AnP;=0 (p+l1=j=2),
(T-B)NQ, = 0 (1sk=q), (T-B)nQ, =0 (g+1=k=2).
Il vient
P q
AC UP_,", T—BCUQky

et 1=j=p, 1=k=q impliquent (x, Y)EP;XQ, pour x¢ A, ye T — B convenables,
donc (%, ¥)€C; X(T—- D,) pour un indice i et P,cC;, Q,cT—-D,, d’oit P;<T - QA

AcC Llj P;<9 Q (T-Q)=T- Llj Q.CB;
en posant

on obtient I’énoncé.

On en déduit le corollaire suivant:

(4.8) Soient < un ordre semi-topogéne sur un ensemble S, j une application
bimonotone de B 25 dans 27, j(0)= 0, (S) = T, définissons pour X' c& = j(B) -
Pensemble I(X') par

X) =X ot X' = j(X),
supposons que T est muni d’une topologie compacte et que J(X) est fermé-ouvert
pour X¢B. Alors
<M = < Ja
| En effet, 'inclusion </ ¢ </ étant la conséquence de [3], (2.5), 'énoncé
résulte de (4.7): A<”? B entraine I’existence de A,, B, tels que AcC A,, j(A,)

<R j(B,), BocB, et j(Ay), T—j(B,) étant compacts et € étant évidemment
dense pour <f, on a j(Ag)<¥Mj(B,), donec A<iaB.
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On en déduit:

(4.9) Si < est un ordre semi-topogéne quelconque sur E, on a <1 = <hbk,
c’est-g-dire

’ 1(')’(<)),= <4,

- En effet, on obtient de (4.5) et (4.8) <" = <Mk en tenant compte- de
ce que les ensembles A(X) (X CE) sont ouverts et, d’aprés (2.2), ‘fermés par
rapport 3 J . Or, <" = <% en vertu de (2.3), (2.4) et [3], (2.13), de sorte
que (4.1) implique <™ = <<,

Il en résulte en vertu de (4.4):

(4.10) On a y(<9 = y(<) pour un ordre semi-topogéne < sur E.
En résumant, on peut donc dire:

(4.11) La restriction y, de y g ’ensemble des ordres topogénes sur E est une
bi ]ectwn sur Uensemble des cottes sur E. L’inverse 7 de y, coincide avec la restriction
de © ¢ Pensemble des cottes sur E.

5. Nous allons étudier les propriétés des applications y et =.
On déduit aisément de [3], (2.5) et [2], (5.16) et (5.44):

(5.1)<, € <, implique y(<,) D ¥ <,) pour deux ordres semi-topogénes sur E.

(5.2) U,cU, impligue ©w(U)D «U,) pour DCU,CEXE (i =1, 2).

Par conséquent, on peut compléter (4:4) de la maniére suivante:

(5.3) On a pour DCcUCEXE

ye) =U,  «(U) = =(U),

ot U désigne la fermeture de U par rapport d la topologie 7.

En effet, y(z(U)) est une cotte, associée comme relation réflexive sur &
a <™, donc y(z(U))D U d’apres (4.2) et [2], (5.44), et par suite

(@) o U.

D’autre part, U étant une cotte, on a en vertu de (4.4), (5.1), (5.2) et UD U:

U = y(z0) 2 p(z(L)).
Le reste s’ensuit d’aprés (4.11).
Il vient de (2.2), [3], (2.11), [2], (5.17) et (5.43):"
(5.4) /(<) = p(<)® pour un ordre semi-topogéne < sur E; si < est symétri-
que, alors (<) est également symétrique.t

(5.5) »(U9) = «(U) pour DCUcCEXE. SiU estsymetrique, alors «(U) est
symétrique.
Il résulte ensuite:

(56) AU =)= nn=).

VL [5], p. 2882.
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6.7 «n u)= (U Uy
ie re
DEMONSTRATION. <, C U <; (i€l) implique d’apres (5.()
iel R

'}’(<i)37(il;'l<i) (iel),
donc
\ N <)y U <).
iel iel
D’autre part, n p(<,)C ¥(<,) (i€ ) entraine d’aprés (5.2) et (4.9
{el

t(pl (=) Duy(<p) =<{D <, (iel),
(- .
par suite

"’(f} (<)) D iu’<i’

et en vertu de (4.11) et (5.1)
mf(<i) =y((nr<y))crHYU=<)
{el iel
puisque n y(=<,) est une cotte.
L’egallté (5.6) étant démontrée, posons en utilisant (5.3)
<; =dU) =«Uy) (iel).
On obtient de (5.6), eu égard a (4.11) et (4.9),
(N l_Jz) =7( N (=) = "W U <)) = ( u <%
tel iel iel iel
c.-a-d. (5.7). C.q.f.d.
En particulier, (4.10), (5.4) et (5.6) entraineni d’aprés [2], (3.35):

(5.8) =% = H(=<)ny(=)"
Similairement, on déduit de (5.5), (5.7) et de l’égalité U¢ = U7:
(5.9) (U a UY) = «(U).

En ce qui concerne la multiplication de relations, on peut dire:
(5.10) On a pour deux ordres semi-topogénes <, et <, sur E
H<i<hCr<I<dCr<,<
si <, et <, sont des ordres topogénes, on a en particulier

Y=<i1<a) = Y=<y Y(<2)."*

1V, [5], p. 2882,
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DEmoNsTRATION. Si U’ et U” sant deux relations réflexives assaciées aux
ordres topogénes biparfaits <’ et <” respectivement, alors la relation réflexive
U’'U” est associée & <’ <"’; ce fait se démontre de la méme manitre que [2],
(5.46) (cas particulier U’ = U”). Par conséquent, les inclusions & démontrer
sont équivalentes 2

(5]1) » (<1<2)th<¥b<gbC(<g<g)hb.

La premiére partie résulte de ]’éga]ite’
(5.12) (=<' = <h<p,

valable d’aprés [3], (2.7), et de Pinclusion
(<I<")bc <’b__ %
se démontrant similariement 2 [2], (5.45). La seconde s’écrit a Vaide de (5. 12),
(2.3), (2.4) et 3], (2.13)
(5.13) <P <Pc(<p<py.
Or, l'inclusion (5.13) est la conséquence du lemme suivant:

(5.14) Soient <’ et <"’ deux ordres semi-topogénes sur un ensemble T, muni
d’une topologze compacte et € une famzlle de partzes fermées-ouvertes de T, dense
pour <’ et <". Alors :

- ’p - rrh C ( - ’q <Ilq)b.
En effet, si
(5.15) O x<" Ty,

c.-a-d.
x<,bA<"bT-y,
on a pour u€ A
u<"T-y,

et il existe des ensembles U, Ye@ tels que
ueU<"YcT-y,
tandis que pour v¢éT— A, on a
x<"T—v
et il existe X, V€@ tels que
xeX<'VcT-—w

Par conséquent, les ensembles U et T— V constituent un recouvrement ouvert
de T, de sorte que

m n
(5.16) T=UU;uU(T-V).
‘ 1 1
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Ainsi
U <"T-y (I=i=m),
m
UUl<""T—)’,
1
et
x<'V, (1=j=n),
x<1NV; =T -U(T-V)).
1 1
On a par conséquent (cf. (5.16))

x<"T— (T =V)CUU,<"T—y
et ' ' :
(5.17) X<9<"T —y. ,
Comme (5.15) implique (5.17) pour x, y€T, on en tire (5.14) et par 13, (5.10)

- est démontré.

On déduit de (5.10) & I'aide de (4.11) et (5.3):

(5.18) W(U,U,) = w(U,)e(Uy)

pour DU, c EXE, i=1, 2. Si C, et C, sont des cottes sur E, alors C,C, est une
cotte sur E et

7C,C;) = 7(C,)7(Cy).

Considérons maintenant les ordres topogeénes parfaits.’® Pour cela, nous
aurons besoin de la propriété suivante de I’application A:
(5.19) On a pour A=\ A,CE '
lel

hA) = Uh(A)

oi1 X désigne la fermeture de £<@ par rapport ¢ la topologie -7,
En effet, en posant

N

A= U h(Ai);
el .

I'inclusion A < h(A) est la conséquence de (2.1) et du fait que h(A) est fermé
d’aprés (2.2). D’autre part, si teh(A), Xeg, on a AnX = 0, et par suite
A;,nX # 0 pour un icl, donc (cf. (2.4))

h(A) N A(X) = (AN X) = O

puisque A, N X est contenu dans au moins un ultrafiltre sur E, et finalement
AN h(X) #0. Les ensembles i(X) (X€r) constituant un systeme fondamental

de voisinages de x, on a donc xe¥.

BV, [2], p. 40.
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Désignons maintenant par €, € I’ensemble des filtres fondamentaux sur
E, c.-a-d. posons

Ey = U h({x});
xeE

nous écrirons désormais par abus de notation h(x) au lieu de h({x}) pour désigner
P’ensemble composé du seul filtre fondamental correspondant a x¢ E. Observons
que €, est dense dans € puisque x¢ X E implique

0 = h(x)ch(X)N G,

D’ailleurs 1’ensemble €, est evndemment ouvert en tant que réunion d’ensembies
de la forme h(x).

Nous -allons démontrer le théoréme suivart:

(5.20) Soit < un ordre topogéne sur E. Les propositions suivantes sont équi-
valentes les unes aux autres:

(5.21) < est parfait;
(5.22) A<MPB impliqgue Y <P ;u
(5-23) h(A)G,<"h(B) implique h(A)<"h(B).
DEMONSTRATION. Supposons que < est un ordre topogéne parfait sur E
et que A<"H(F), FcE. On a alors pour a;€¥

ai<hbh(F)7
donc, d’aprés (4.7),
a, <"h(F),

a; et € — h(F) étant compacts en vertu de (4.5) et

<M = <9h = h

étant valable d’aprés (2.3), (2.4) et [3], (2.13). Par conséquent, il existe A,
et B, tels que

a,€h(Ay), A;<B;, W(B)h(F),
c.-a-d. B, F (cf. (2.1)). En posant

on a donc
- A= U A;<U B,CF
iel iel
et

AC U KA)
iel
d’ot vient au moyen de (5.19)
ACh(A), A<F

|1 Cf. [4), p. 2702.
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et par suite
A < *h(F).

Si A<™B, on pose en utilisant (2.2)
B = ﬂj h(F;, F;CE
Je

et on obtient d’aprés ce qui précéde

A<"n(F) (e,
donc
Y- MG,
Ainsi (5.21) implique (5.22). Evidemment, (5.23) résulte de (5.22) puisque,
€, étant dense dans €, h(A) ouvert et hi(B) fermé, on a
h(A)Ch(A)n@o, h(B) = h(B).
Enfin (5.23) entraine (5.21). En effet, si
A<B; (icl),
A = U Ai’ B = U B’-’

iel iel

alors on trouve pour x€ A un indice i€ I tel que x¢ A;, donc que x< B, h(x) <"h(B)
et par conséquent

U h(x) = h(A)NE, < "h(B).

xeA

I résulte de (5.23) h(A)<"h(B), donc A<M B et A<B en vertu de (4.9).

C.q.f.d. .
D’ailleurs les ordres topogénes biparfaits satisfaisant a la condition (5.22)
peuvent étre caractérisés en termes de la relation réflexive associée. En effet:

(5.24) Soient [T, -¥"] un espace topologique, < un ordre topogéne biparfait
sur T et U la relation réflexive associée a <. Alors les deux propositions suivantes
. sont équivalentes l'une a lautre: '

(5.25) A<B implique A<B,
(5.26) si GcT est ouvert, alors 'ensemble
H ={x: x¢T, (x,y)€U pour un y€G au moins}
est également ouvert.’®
DeEmonsTrRATION. D’apres [2], (5.40) et (5.38), on a

T—H={x:x¢T, x<T—y pour chaque yeG} = {x: x<T—-G}.

¥ D’aprés M. G. CHoQuEeT ([1], p 71), les relations satisfaisant & la condition (5.26)
sont appelées mi-ouvertes.
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Par conséquent, T— H est le plus grand des ensembles X tels que X<T-G.
Or, si < satisfait & (5.25), il s’ensuit que

T-H<T-G=T-G@,
donc )
T-HCT-H

et H est ouvert. Réciproquement, si A<B, alors en posant G = T—B, on a
AcCT— H et par suite, si (5.26) est'vérifi§, AcT—H, doii A<B.

En résumant, on obtient de (5.20) et (5.24):

(5.27) Pour qu’un ordre topogéne < sur E soit parfait, il faut et il suffit
que la cotte C = y(<) satisfasse a la condition suivante: si & — € est ouvert, alors
I'ensemble

{r:£€€, (r,9)€C pour un ye@;

est également ouvert.:s
Quant 2 la condition (3.23), elle aussi peut étre formulée en termes de la
cotte associée a <:

(5.28) Soient T un ensemble muni d’une topologie, ToC T une partie dense
de T, € une base de cette topologie telle que Cc® implique T—C€€, < un ordre
topogéne biparfait sur T et U la relation réflexive associée d <. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes 'une a I’autre:

(5.29) C, De€, CcTy<D impliquent C<D,
(5.30) UcUNE ot E=TyxT

et oit X désigne la fermeture de X par rapport d la topologie produit.

DEMONSTRATION. Supposons vérifié (5.29). Si (x,, ¥o)¢U NE, alors il existe
C,DeG tels que

%€C, Yo D, CXD)NUNE =0,

c.-a-d. que xeCn Ty, yeD impliquent x<T—y (cf. [2], (5.40)), d’ott CN Ty<
<T-D et C < T—D daprés (5.29). On a par conséquent x, < T—y, et
(X ¥o) ¢ U. Ainsi (5.29) implique (5.30).

' Réciproquement C N T, <= D entraine x < T—y pour xcCn Ty, yeT—D,
donc (CX(T-D)nUNE = 0. Lensemble CX(T-—D) ¢étant ouvert, il en
résulte

(Cx(T-D)nUnE =0,

et d’aprés (5.30)
(€ x (T -D)AU =0,

c.-a-d. x€C, yeT—D impliquent x<T—y, et enfin C<D. C.q.f.d.

102) 18V, [5], p. 2882. D’aprés M. HADDAD, une cotte mi-ouverte est appelée nasse ([4], p
2 .
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On déduit de (5.20) et (5.28):

~ (8.31) Pour qu'un ordre topogéne < sur E soit parfait, il faut et il suffit
que la cotte C = y(<) satisfasse a la condition

(5.32) CcCnE

olt E = G, X € et la fermeture est entendue par rapport 4 7.2

L’avantage de la caractérisation (5.32) des cottes associées & des ordres
topogeénes parfaits consiste 3 permettre la démonstration de la proposition sui-
vante, établissant I'opération correspondant A lopération 7:18

(5.33) Si < est un ordre topogéne sur E et C = y(<), on a

W<P) = EFE 12

DeEmonsTrRATION, D’aprés (4.11), (5.1), (5.2) et (5.31), y(<P) est la plus
grande cotte N contenue dans C et satisfaisant & la condition

NcNnE.

Or,enposantC, = € n E, cet ensemble est fermé et contient D puisque D nEC

cCnEetDec DAQE. AinsiC, est une cotte De plus, C n EC €, implique
CnEcCC ANE et

¢, =CREcCnE.
Enfin si Nc C et NCNRNE, on a
‘ Nc NnEc CnE = C,.

En ce qui concerne ies ordres topogenes biparfaits, on déduit de (5.20),
(5.27) et (5.31):

(5.34) Si < est un ordre topogéne sur E et C-= y(<), alors les propositions
‘suivantes sont équivalentes les unes aux autres:

(5.35) < est biparfait;
(5.36) A<V implique A <P et int A<" int B;
(5.37) h(A)NCy<"h(B)U (€ —G,) implique h(A)<th(B);
(5.38) si &G est ouvert, alors les ensembles
{£:1€C€, (z,9)€C pour un ye®} e {x:1€€, (9,£)€C pour un Ye®}
sont ouverts,

(5.39) Cc CAE, ot Eg= €y x&,. 20

v Ct. (4], p. 2702.

1y, [2], p. 41.

V. [4], p. 2704.

2 Cf. [4], p. 2702 et [5], p. 2882. D’aprés M. HApDAD, les cottes sahsfalsant a (5. 38)
sont appelées résilles ([4], p. 2’702) .

8 ANNALES ~— Sectio Mathematica. Tomus VIIL.
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DEMONSTRATION. < est biparfait si et seulement si < et <¢ sont parfaits
et, d’aprés (5.20), <¢ est parfait si et seulement si <N implique P <N,
Vu < = <hbc, ceci est équivalent 3 la condition

€ — N <E—IM implique E— R <»E -],
ouen posant E—N=UE-M =B, a
A <P implique int Y<h int B.

Par 13, on établit I’équivalence de (5.35) et (5.36).
D’autre part, (5.36) implique (5.37). En effet, on a

KA)NE, = h(A),
€, étant dense dans €, et
RBYUE &) = h(B)UE—E,)
puisqﬁe @§, est ouvert. Ainsi

h(A) NG, <M h(B)U (€—&y)

entraine
: h(A) <" KB)U (€ —-&,),
donc
€ —-B)YNE, <" &—h(A)

c.-a-d.
‘ h(E— B) n €y < h(E — A)
d’ou résulte
h(E— B) < hi(E— A)

et finalex.nent
h(A) <" h(B).

Ensuite, (5.37) implique (5.35). En effet, six <E—ypourx € A,y € - B,
alors . .
h(x)<" € — h(y)
pour les mémes x et y, c.-a-d.
r<"€—y

pour
. L € h(A) N @0’ t) € h(E-B) n @o,

d’ou vient
h(A) N €, <""(§—(h(E—B) N &) = h(B) U (E-E,y).

On tire de (5.37) A( A) <™ h(B), donc A < B d’apres (4.9) ce qui fournit ’énoncé
(cf. [2], B.T). ~
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L’équivalence de (5.36) et (5.38) se démontre A I'aide du lemme (5.24),
appliqué pour <" et <, Enfin celle de (5.37) et (5.39) résulte d’un lemme
analogue 4 (5.28) ot 'on remplace (5.29) et (5.30) par

(540) C,D¢€ CnNTy<Dvu (T-T,) impliquent C < D

et |

(5.41) UcUnE, ott E, = TyxT,.

Ceci se démontrant similairement a (5.28), on achéve par 13 la démonstration,
On en déduit de la méme maniére que (5.33):
(5.42) Si < est un ordre topogéne sur E et C = y(<), on a

Y(<b) = CnE,. #

6. Considérons maintenant un autre ensemble E’, désignons par € l’en-
semble des ultrafiltres sur E’ et par &', ', v’ les applications analogues a i, y, v
respectivement. A

Si f est une application de E dans E’, on peut définir une application f*
de € dans €’ de la fagon suivante: pour ucG, soit f*(u) le filtre dont f(u) est
une base. C’est en effet un ultrafiltre sur E’ car, si A’ — E’, on a soit f 1(A) e,
soit f~Y(E'— A") = E—f-}A’) € u, donc soit

TATD(HAN) € f(w),
soit
E'— A'Df(f~XE"— AY) € f(u).

11 est aisé de montrer que

6.1 h(f-4X") = f*“(h’(X’)) X’ CE).

(11 en résulte que Papplication f* est continue lorsqu’on munit E de la topologie
I, et & d’une topologie <7} construite similairement & 77,; en effet, f* co-
inc1de avec I’application. qui resulte par «prolongement par contmulté» de f.)

Soit <’ un ordre semi-topogéne sur E’. En vertu de (6.1), on peut appli-
quer [3], (2.30) (cf. aussi [3], (4.3)) ce qui fournit

7<) = Y (<="),
donc (cf. [2], (6.15)
' U<y = fr-y(<"1)
et d’apres (2], (6.17)
(6.2) PIN=) = * (<),
LV, [4]), p. 2704.

8*
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Il en résulte, si €’ est une cotte sur E’, en posant <’= v(C’):
I~ ED) = +(C),

et f-Y7/(C')) étant un ordre topogéne sur E d’aprés {2], (6.11), on a en vertu
de (4.9):

(6.3) [7HEE©)) = (f*~ L)

pour une cotte € sur E’.

7. Considérons maintenant une structure syntopogéne & sur E.?? Les cottes
(<) qui correspondent aux ordres topogénes < ¢ forment une famille %
de relations réflexives sur €. D’apres (S,) et (5.1), ces cottes, en tant que parties
de € X€, forment une base de filtre. De plus, (S,) et (5.10) ont pour conséquence
que C¢% étant donné, il existe C,¢%/ tel que €3 C. En tenant compte de
(1.1) et (1.2), on peut donc dire que % est une structure quasi-uniforme sur
&, c.-a-d. une base de tramail sur E composée de cottes. Réciproquement, si
% est une base de tramail sur E, composée de cottes, alors les ordres topogénes
7(C) correspondant aux cottes Cc%/ forment une sfructure syntopogéne en
vertu de (5.2) et (5.18). En résumant, on peut donc dire eu égard a (4.11):

(7.1)  Si & est une structure syntopogéne sur E, alors
W) = {¥(=): <€}

est une base de tramail sur E, composée de cottes. Si 9 est une base de tramail sur
E, composée de cottes, alors

r(%)v= {#(C): Ce%}
est une structure syntopogéne sur E. On a toujours
W F) =L  ya#)=#.%

Nous dirons que p(&”) est la base de tramail associée a Fet que 7() est
la structure syntopogéne associée 3 la base de tramail 7 composée de cottes.
On déduit aisément de (5.1) et (5.2) (cf. [2], p. 23 et (8.67)):

(1.2) & et F étant deux structures syntopogénes sur E, F < & alieu si et
seulement si p(%), en tant que structure quasi-uniforine sur-&, est moins fine que
W) (Cestea-dire si p(F), en tant que base de filtre sur € X €, estmoins fine qut

L))
En particulier:

(7.3) On a K »nS si et seulement si p(F}) et y(F;) sont équivalentes en tant
que structures quasi-uniformes sur E (ou en tant que bases de filtre sur € x§).2

2y, [2], p. 71.
% Cf, [5], p. 2882.
2 v, [5], p. 2882.
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En utilisant les résﬁltats de section 5, on réussit aisément 2 caractériser
les structures syntopogénes simples, symétriques, parfaites, biparfaites, ainsi
que les opérations &, ¢, &5, &7, 5, V & etc. en termes des bases de tramail

. iel
associées. De plus, en admettant les notations de section 6, on déduit de (6.2)
que, si & est une structure syntopogéne sur E’, ’égalité

(1.4 YI~HL) = )

subsiste (cf. [2], (9.1) et (9.11)). Il en résulte en vertu de [2], (10.1) et (10.5):

(7.5) [E, Z] et [E’, ] étant deux espaces syntopogénes et f désignant une
application de E dans E’, cette application est (&, &’ )-continue si et seulement
si elle est une application uniformément continue de [€, ()] dans [€’, ¥ ().
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Let / be a unique factorization domain, i.e. a domain of integrity with
identity element 1, in which every element different from O and units has a
factorization into a finite number of irreducible elements and such a factoriza-
tion is unique apart from unit factors and the arrangement of the factors.

It is well known, that then the polynomial ring I[x] in one indeterminante
over I is again a unique factorization domain.

The usual proofs of this result make use of Gauss’s lemma and the quotient .
field of 1.

.In this note we give a new proof, by generalizing ZERMELO’s method {1]
of proof of the fundamental theorem of arithmetic, without reference to Gauss’s
lemma or to the quotlent field.

Thus we are going to give a new proof of ,

THEOREM. If I is a unique factorization domain, then so is I{x].

Proor. Let f(x)¢ I{x], where f(x) = 0, unit and let d be the greatest conunon
divisor of the coefficients of f(x).

Then :

f(x) = d-g(x)

where g(x) is a primitive polynomial over /.-
. ‘Since d¢ I has a decomposition into irreducible factors and every factoriza-
tion of g(x) into polynomials of degree =1 contains at most as many factors as

the degree of g(x), it follows that f(x) can be decomposed into a finite number
of irreducible factors over /1.

We prove the uniqueness of the factorization by. induction with respect
to the degree of the polynomials.

a) Let

(9€ I[x] and gr f(x) =0

(We denoted the degree of f(x) with gr (x).)
Then the hypothesis on [ shows that f(x) is uniquely factorizable.
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b) Let us suppose, that our theorem holds for every polynomial, whose
degree is less than n. We prove, that our theorem holds fer every polynomial,
whose degree is n.

Let

I=grf(x) = n.
If-on the contrary; the theorem were false for f(x), then f(x) would have at

least two different decompositions into irreducible (and therefore primitive)
factors:

(1 1) = p(0)Po(x) - . . pAX)
and
2 ' Hx) = q(¥)ga(%) - - -4(%)-
In view of our inductive hypothesis, we may suppose that r =2, s=2 and
3 pi(x) # eq(x) (e is a unit).

A) Let us suppose that none of the factorizations above contains a non-
constant factor whose degree is less than n. Then '

# 1x) = PPy - - Dur HX) = Xz - - - G

where f¥(x), f**(x)€ I[x] are irreducible of degree n, further p;, g, are prlme
elements in /.
$o, from the equation

(5) o PO, - -+ Pa = N0y - - -4

it follows that p, divides every coefficient of the polynomial on the right member. '
Because p, is prime and 7 is a unique factorization domain, we get that either

6 Db = &g;-

for some j, which contradicts (3), or p, divides every coefficient of f**(x), — which
contradicts the irreducibility of f**(x).

Hence we may suppose that at least one of the decompositions (1) and (2)
of f(x) contains an irreducible factor of degree =1 and <n.

B) Let us suppose first, that this ozcurs only in one of the decompositions,
for example in the second. Then from (1) and (2) we get

Q) PP - -+ Pu = G - 4(0)
- where gr f*(x) = n, and at least for one j
(8) I=grg(x)=<n.

Here every p; d1v1des the leading coefficient of f(x), consequently p, divides
the product of the leading coefficients of the polynomials g,(X), g,(X), . .., ¢«(X)-
But by our assiumption on I, this is possible only if p, divides the leadmg coef-
ficient of at least one q/(x)
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o) Suppose that no p, divides the leading- coefficient of a polynomial
g/(x) which is at least of the first degree. Then every p, must take place as a
constant polynomial in the decomposition (2) of f(x) that is: the elements p,
are associates with certain factors ¢,(x) in contradiction to (3).

B) Suppose that there exists such a p;; for example p,, which divides the
leading coefficient of a factor in (2) of degree = 1. Let this factor be for example
¢ (%)

Thus we obtain

ql(X) = b0+b1x+ “ e +b,xl
) Isgrg=1<n
b, = py-c, c€l

(b, # 0, by = 0, — the last is because of the irreducibility).
Let us consider the polynomial

(10) o) = 100~ "’""(’ § ) = 00009 - . q0u()
where &
(11) u(x) = gy(x)—cpX'.

It is obvious that fy(x)¢ I{x].

We prove that f,(x) # 0, and f,(x) is of lower degree, than n, further it has
at least two distinct decomposmons into irreducible factors — which contra-
dicts our inductive hypothesis and so proves the theorem.

If fo(x) were 0, then because 7 and consequently I{x] are both rings with-
out divisors of zero, we should get

qi(x) = cpyx’.
But, by =1, b, = 0, this is impossible. So f(x) ¢ 0. Further

grfolx)<gr f(x) = n
because

gru(x)=I[—1<grg,x).
On the other hand, using (7) and (10) we see, that

Pulfo(x)-

By our inductive hypothesis, the fundamental theorem holds for f(x),
thus using (10) and (11) too, — this divisibility is possible only if either

Py = &%)
for some j — which contradicts (7), or
palu(x)-
But hence it follows
Pl ()

in contradiction to the irreducibility oF &
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C)* Finally suppose that both of the factorizations of f(x) in (1) and (2)
have factors say py(x) and ¢,(x) at least of the first degree, but of lower degree
than n.

Write )
p(X) = o+ ayx+ ... +axt

(12) ) = byt bx . b
15k51<ll, ak#o, b/#o.

Let us consider

Cb,p, ()X K f(x .

L i (L ga(x) - - . g(x)h(x)

(13) 1) = a,f()
¢,(x)
where
(14) B(x) = @ ga(X)— bipy(e)x .

It is obvious that fi(x) is a polynomial in I{x].

We shall show similarly to B) that f,(x) differs from 0, further it is of
lower degree than a1, and it has at least two distinct decomposntlons into irre-
ducible factors which contradicts to our inductive hypothesis and so proves

-the theorem.
Indeed, f,(x) = 0 would imply h(x) = O that is

(15 4 qy(x) = bpy(x)x'*.
Here a; = 0, b, # 0 and both niembers of (15) are different from O, further
(16) Pl a(x).
But from (12) we obtain
gr aup(X) = gr () <n
consequently, by the inductive hypothesis, a,4,(x) has a unique factorization
into irreducible polynomials. Thus from (16)
Pl or  py(x)|g(x)
would follow — but both of them are impossible. Further because of (12) and
(14) we get
gr h(x)=l—1 <gr g(x)

and therefore using (13) we are led to
gr h(x)=<gr f(x) = n.

! We have to mention that we had to separate the case ) B) because in the case C)
with constant p,(x) = p, we have p, = a;, and we do not get any contradiction.
Similarly we had to separate the case C), because we used that the degree of ¢,(x) is

also less than n.
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Thus, by the inductive hYpothesis, f1(x) has a unique factorization. Since
from (13) we get

PO (%)

and py(x) is an irreducible polynomial, .refore con.paring this with (13), it
follows, that either :

pi(x) = &q,(x)
for some j, which is absurd, or
(%)} (%)
that is p,(x) takes place in the decomposition of h(x).
By (14) from this it follows that
(%) a,q1(%)

which leads to a contradiction, — as we have seen already before.
This completes the proof of the theorem.
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1. Let R be a unique factorization domain, i.e. a domain of integrity with
1dent1ty element, whose elements have prime factorisations unique apart from
rearrangements and associates of the factors and from units. Mrs. E. LANczr [1]
gave a new proof for the unique decomposition into irreducible factors of the
polynomials over R, by induction making no use of Gauss’ theorem. This is an
extension ‘of ZERMELO’s proof [2] for the fundamental theorem of number
theory. The aim of the present note is a slight simplification of her proof. This
can be done by focusing our attention on the constant irreducible factors of a
polynomial instead of the factors of the same degree as the polynomial itself.
This approach allows a more favourable use of the unique factorization of the
elements in R.

Additionally we give a second proof showing by simultaneous induction
that the irreducible polynomials have the prime property.

We shall prove the following

THEOREM. If R is a unique facforization domain, the polynomials in R[x]
have a decomposition info irreducible factors and it is unique apart from rearrange-
ments and associates of the factors and from units.

We omit the proof of the existence. Let us suppose the uniqueness is not
true. We have then a minimal degree n of the polynomials with essentially diffe-
rent factorizations. Let f(x) = ax"+ ... +a, be such a polynomial having
a “shortest” factorization, i.e. a factorization into 1rreduc1ble polynomials -
with a minimal number of factors.

2. First we prove that a constant irreducible divisor of f(x) i.e. a prime
pER has an associate in every decomposition of f(x) into irreducible factors.
This will imply that f(x) cannot have constant irreducible divisors (thus it is not
of degree 0), because f(x)/p is also a polynomial with the same property as f(x)
of degree n, having to any decomposition of f(x) into irreducible factors a cor-
responding decomposition with one factor less than f(x).
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Let
) = p(¥) - (%), pX) = pXit oo Fpug (G=1,...,7)
he a representation 'o.f f(x) as the product of irreducible factors. Then
PlGy = Py - -+ Pro-

As R is a unique factorization domain, p must divide one of the factors of the.
right hand side: p|p,, say, i.e.

Po = b, Py(x) = pbxs+q(x).

If k, = 0 (and thus ¢(x) = 0) or p|g(x), then p|p,(x) which is possible only
if py(x) 1s associated with p, p,(x) and p being irreducible.

If k;=1 and pfq(x), then ¢(x) is of lower degree than py(x) and than f(x).
So ¢(x) has a unique irreducible factonzatlon without factors associated with p.
On the other hand <

[i(¥) = q)Px) - - - p(x) = {(X)— pbxapy(x) . .. p(x)
is also a polynomial of lower degree than n and divisible by p. Hence f,(x) has
a unique decomposition into irreducible factors obtainable by factorizing ¢(x).
This decomposition must contain a factor associated with p. But ¢(x) has no
such factor, so one of p,(x), ..., p(x) is associated with p as we stated.

3. It remains only the possibility* of decomposition of f(x) into irreducible
factors of degree at least 1 and lower than n:

) = pu(®) - px) = @) - - - 4(%)-
Clearly, no p(x) is associated with any g¢,(x).

Suppose py(x) has a degree not greater than ¢y(x). Then there exist two
constants ¢, d€R and a non-negative integer m such that

g8(x) = cq(x)— dx"py(x)

is not divisible by p,(x) and has a lower degree than p,(x). In fact, we can choose
for ¢ and d the coefficients of the highest-terms in py(x) and ¢,(x), respectively
and for m the difference of the degrees of ¢,(x) and p,(x). Here g(x) is not divi-
sible by p,(x) (thus different from 0), because cq(x) is a polynomial of lower
degree than n, thus it has a unique irreducible factorization.”As the degree of
pi(x) is at least 1 and py(x) and ¢(x) are irreducible, so they ought to be asso-
ciates which is impossible. .
The polynomial

fo(%) = g(x)ga(%) - - - q(x) = ofx) — dXpy(D(®) - -+ (%)

is of lower degree than n and divisible by p;(x). So f,(x) has.a unique decomposi-
tion into irreducible factors. This can be obtained by decomposing g(x). But the

! This-part of the proof is essentially the same as case C) of {1] p 122.
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divisors of g(x) are not associated with p,(x) nor are the g/’s, in contradiction to
the divisibility of f,(x) by pl(x) Thus our assumption that the Theorem does
not hold was false.

4. A further proof of the announced theorem approachmg more the usual
way, would be the following. We prove by induction the

Lemma. An.irreducible polynomial in R[x] has the prime property, i.e. if
it divides a product, it divides one of the factors too®. From this Lemma the
Theorem follows_easily. We suppose again the existence of decompositions of
the polynomials into irreducible factors.

Let f(x) be an irreducible polynomial in R{x] and f(x)|F(x) = g(x)h(x),
g(x), h(x)eR[x]. We use simultaneous induction on the degrees of f(x) and
F(x). Obviousli'we have always gr f(x)=gr F(x).

The Lemma holds for f, FER, i.e., if both degrees are 0. Let the Lemma
hold for constant f and for gr F(x) < n. If fy| Fy(x) = g(x)(x), /,€R, gr Fy(x) =
= n, then f, divides the product of the coefficients of the highest powers in
g.(x) and hy(x), so it divides one of these coefficients, e.g. hy(x) = fibx*+ g(x),
beR, gr q(x)<u, or g(x) = 0. In this case fjg(x)q(x); thus f,|g,(x) or f;|q(x)
by induction hypothesis and in the latter case f;|,(x) = f,bx* +¢q(x). The Lemmia

holds therefore for F,(X) too.

Now let us suppose the Lemma to hold for gr f(x)<m, gr F(x)=n and for
gr f(x) = m, gr F(x)<n Let fy(x) of degree m divide Fy(x) = gy(x)h,(x) of degree
n:

2 o(X) = [ X)K(X)-

Let us suppose gr g,(x)=gr hy(x).

We distinguish twoo cases. If* gr k(x) <m(= gr f,(x)), then k(x) is the
product of irreducible factors of Jower degree than m. Thus these factors divide
2,(x) or hy(x) by induction hypothesis. Cancelling these factors we nhtain an

equation:
fo(X) = Z5(X)hy(x)

with g,(x)lg.(x), A, (x)|f1,(x). One of the factors on the right hand side is associated
with the irreducible polynomial f4(x). so the Lemma holds in this case for f,(x)

and F,(x) too.
If grk(x) = m(= grf,(x), then grfy(x) = grhy(x). Now there exist two
constants a, b€ R and a non-negative integer u such that

g(x) = ahy(x)— bx"f,(x)
is either O or of lower degree than fy(x). Now

(1 12(x)igo(x)q(X) = agy(X)ha(x) — bxX“gy(x)f2(x),

2 The converse of the lemma, that a polynoniial having the prime property is irredicible,

is obvious.
¥ By this step the “boundary case” m = n is settled too.
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50 fo(%)]gx(x) or f5(x)|q(x) by induction hypothesis because the polynomial en the
right hand side of (1) is O or of lower degree than m. If /y(x)|q(x) then, ahy(x) =

= bx4fy(x) +q(x) = fy(x)l(x). Here we can cancel the prime factors of a by in-
duction hypothesis and-they cannot divide f,(x) because it is irreducible and
of positive degree. Thus f,(x) divides fy(x) in this case and so the Lemma is
true for fy(x) and Fy(x) too. So it holds for all irreducible polynomials.
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UNTERSUCHUNGEN UBER ,-METRISIERBARE RAUME

Von
1. JUHASZ

I. Lehrstuhl fiir Analysis der Edtvos Lorand Universitiat, Budapest
(Eingegangen am 25. Mdrz 1965.)

Die vorliegende Arbeit kniipft sich an [1]; wir behandeln das Problem der
sogenannten o,-Metrisation der w,-additiven Raume. Einige gewdhnliche Metri-
sationssidtze werden fiir diesen Fall verallgemeinert, dhnlich wie es in [1], § 4.
geschehen ist. Die hier auftretene Beweise sind meistens natiirliche Analogen
der Beweise der betreffenden gewdhnlichen Metrisationssitze.

§ 1.

Der Vollétéindigkent halber zahlen wir kurz alle ndtigen Begrlffe und Be-
zeichnungen auf. Ein topologischer.Raum R heiBit o,-additiv, wenn ér ein T;-
Raum ist und wenn die Vereinigung eines beliebigen Systems {F.}.ca abge-

schlossener Mengen in R mit A < R, wiederum eine abgeschlossene Menge in
R ist. In der folgenden nehmen wir immer an, daB , eine reguldre Anfangszahl
ist.

A sei eine (total) geordnete Abelsche Gruppe; wir sagen, daB A vom Cha-
rakter o, ist, wenn es eine Folge N = {as}¢<0, von verschiedenen positiven
Elementen aus A mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(i) aus E>¢ folgt az<ag; ,
(i) aus a€A und a=>0 folgt die Existenz eines £<w, so, daB a. < a gilt.

Ist A vom Charakter w,, so kann mar. fiir N neben (i) und (ii) noch die
folgende Bedingung fiir jede natiirliche (ganze) Zahl k vorschreiben:

(iii,) aus &> ¢ folgt ka, <a,..
Eine Folge N heiBt eine N,-Folge, wenn sie den Bedingungen (if)-und (iii.)

geniigt (k = 1). Der Positivititsbereich der geordneten Abel§0hen Gruppe A
wird. mit A+ bezeichnet, also: :

A" ={a: acA und q = 0}

9 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIII.
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M sei eine beliebige Menge und A eine Abelsche Gruppe vom Charakter
w,. Eine Abbildung ‘

o: MxM—~A*
heiBt eine w,-Metrik iiber A, wenn sie den nachstehenden Bedingungen geniigt:
@ olp,p)=0; )
(®) efp, q) = olg, p)=0 fiir p = ¢;

© op, g) = o(p, 1) +e(r, 9)-

Das Paar (M, ¢) heiBt ein w,-metrischer Raum iiber A.

In einem w,-metrischen Raum (M, ¢) kann man natiirlicherweise eine
w,-additive Topologie einfithren: Die abgeschlossene Hiille einer beliebigen
Menge Kc M wird in dieser Topologie

K = {p: pcM und o(p, K) = 0};

o(p, K) = 0 bedeutet hier, daB es einen Punkt g¢ K mit o(p, ¢)<a fiir jedes
a€ A+\{0} gibt. Diese Topologie von M heiBt die aus g abgeleitete Topologie.
Der w,-additive Raum R heit o,metrisierbar, wenn seine Topologie
aus einer o, -Metrik p (iiber irgendeiner Abelschen Gruppe vom Charakter
w,) ableitbar ist.
Fiir eine geeignete reguldre Anfangszahl w, bezeichnen wir mit R, die
Abelsche Gruppe aller Folgen vom Typ w, der reellen Zahlen:

R, = {(xg)e<on},

wobei die Addition koordinatenweise und die Ordnung nach dem Prinzip der
ersten Differenzen definiert ist. R, ist offenbar vom Charakter w,; in [1] ist
bewiesen (Theorem 4.), daf jeder w,-metrisierbare Raum auch iiber R, w,-
metrisierbar ist.

(R, p) sei ein w,-metrisierbarer Raum iiber der Abelschen Gruppe A, x€R
und a€A, a=>0. Die Menge ,

S(x, a) = {y: y€R und-o(x, y)<a}

heift die Kugel mit dem Radius a um den Punkt x. Das System aller Kugeln
in R bildet eine offene Basis fiir die aus g abgeleitete Topologie.

Die Uberkeckungen beliebiger topologischer Raume werden wir mit groBen
griechischen Buchstaben (7, X, A, I') bezeichnen, wo man unter Uberdeckung
immer eine aus offenen Mengen bestehende Uberdeckung verstehen soll. ®
bezeichnét aber immer die leere Menge ! )

Ist {IT.}.ca ein System von Uberdeckungen des Raumes R, so bezeichnen

wir mit :

A 1,

2€A
das Mengensystem

{ N P.: Pell).
acA

Ist R w,-additiv und A <¥,, so ist A II. wiederum eine Uberdeckung von R.

2€A
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Sind II und 2 zwei Uberdeckungen des Raumes R, so heiBt /T eine Ver-
feinerung von X (in Zeichen: IT<Z), wenn es zu jedem Pell ein S€ 2 mit
PcS gibt. Die Uberdeckung IT heiBt eine doppelte Verfeinerung von X (in
Zeichen: [I<2X), wenn es zu jeden Py, P, IT mit P,NP, @ ein S¢ X' mit
P,u P, S gibt.

Es seien R und IT wie oben und TcR); die Menge

(T, Iy* = J{P: PeIl und PNT =6}

heift der Stern von T in [I. Ist T einpunktig — etwa T = {x} —, so soll statt
({x}, II)* einfacher (x, IT)* geschrieben werden. '
Das Mengensystem ’

IT* = {(x, II)*: xcR}
ist wiederum eine Uberdeckung von R. Gilt
I*<x

so heibt I7 eine Sternverfeinerung von X; in Zeichen: II<*X. .

Es sei ¢ = {II;};c; ein System von Uberdeckungen des Raumes R, wobei
1 eine beliebige Indexmenge ist. ¢ heiBt ein volistindiges Uberdeckungssystem,
wenn aus P,eIl; und x€P; fiir alle ic ] folgt, daB {P},, eine Umgebungs-
basis des Punktes x bildet.

§ 2.

Satz 1. Der w,-additive Raum R ist genau dann, w,-metrisierbar, wenn es
ein vollstindiges Uberdeckungssystem ¢={ITs}s<w, mit IIs<2I, fiir £>& gibt.
(vgl. [2], S. 964.).

BEWEIS. o) Es sei (R, p) ein w,-metrischer Raum iiber der Abelschen Gruppe
A und {ag}:<o, €ine N,-Folge in A+. Wir definieren das gesuchte Uberdeckungs-
system wie folgt: -

¢ = {Ie<w,, wobei II, = {Se(x, as): x<R).
¢ ist offenbar vollstindig, und aus

€8x, aE'+ 1) N SQ(}’; Qs 1)
folgt:

PeSe(x, as, )= 0(2, p) = 0(2, X)+ o(x, p)<2a¢,, <4
und ahnlich fiir peS«(y, ag,,). Wir sehen somit, daB
Se(x, @e,1)USY, €e.a)CSH2 ae),

also ITy,<?II¢ gilt. Da II;<II,, fiir £>§& trivialerweise besteht, folgt daraus
die Notwendigkeit der Bedingung des Satzes.

B) ¢ = {ll}e<w, sei ein vollstindiges Uberdeckungssystem des Raumes
R mit Il <2I1;, fiir £>&. Wir definieren auf R eine uniforme Struktut % =

= {Uge<an (vgl. [3],'S. 79), aus der die Topologie von R ableitbar ist. Da %

9%
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die Michtigkeit 8, hat folgt es daraus, daB (nach [l], Theorem 4,S. 106) Rin
der Tat w,-metrisierbar ist. Es sei nun fiir jedes &<w,:

Ue = {(x,9): (x, Y)ERXR und es gibt P£IT, mit x€P; und ycPg)

Die Reflexivitat und die Symmetrie dieser Relationen U, sind trivial.

Die Rastereigenschaft von U folgt daraus, daB fiir £ =g’ II.<II,-, und somit
U:CUyg, gilt. Endlich folgt die Giiltigkeit des ,,Dreiecksaxioms”-aus IT¢ 1<
fiir jedes &, denn aus (x, )€ U;y, und (y,2)c U,y folgt die Existenz zweier
Mengen P, Q¢ell,, mit (X, )P und (y,2)€Q, und daraus die Existenz einer
Menge WEIIE mit PUQcW d.h. x,2¢W, und das ist mit (x, y)e U, gleich-
wertig.

: Nun sollen wir beweisen, daB die aus 9 abgeleitete Topologie mit der
Urspriinglichen iibereinstimmt. Wahlen wir xéR und &é<w, beliebig, so gilt

Ugx) = {y: yeR und (x, y)eUg = (x, II)*

und diese Menge ist in der urspriinglichen Topologie offen. Umgekehrt sei nun
G eine beliebige offene Menge in dieser Topologie und x€(G. Es geniigt die
Existenz einer solchen Ordinalzahl §<w, zu zeigen, fiir die Ug(x)cG besteht.
Waire dies nicht der Fall, so gibe es fiir jedes {<w, ein P¢cIl; mit

xePsund G\ P = @,

was aber in Widerspruch damit steht, daB {Pgeco, — wegen der Vollstindig-
keit von ¢ — eine Umgebungsbasis des Punktes x bildet.

Die in [2] zitierte Arbeit stiitzt sich auf einen Metrisationssatz von E. W.
CHITTENDEN (vgl. [4]). Nun kénnen wir hier die entsprechende Verallgemeine-
rung dieses Satzes fiir den Fall der w,-metrisation angeben — und zwar — auf
Grund von Satz 1. Dazu sind zunichst einige Definitionen nétig.

Es sei A eine Abelsche Gruppe vom Charakter @, und f: A+ A+ eine
Funktion mit der folgenden Eigenschaft:

() Aus acA und a=0 folgt die Existenz eines Elementes a’€A, a’=0
so, daB fiir be A+, b<a’ immer f(b)<a erfiillt ist.

Dann heiBt f eine (&)-Funktion iiber A.

Endlich sei R eine beliebige Menge und

o: RXR-A*

eine Funktion, die neben den Eigenschaften (a) und (b) von den w,-Metriken
noch die folgende besitzt:

(c,) Fiir alle x,y,2¢R und acA, a>0 mit o(x, y)=a und o(y, 2)=a gilt
o(x, 7) = (a).

Eine solche Funktion o- heiBt eine f-Metrik iiber A und das Paar (R o) heiBit
ein f-metrischer Raum iiber A. Mit der Definition:

fir MCR ist M = {x: xéR und o{x, M) = 0},

kénnen wir eine w,-additive Topologie aus der f-Metrik ¢ ableiten, ahnlich,
wie im § 1. Der Topologischer Raum R heiBt (w, ~ f)-metrisierbar, wennies eine
_ (8)-Funktion { iiber einer Abelschen Gruppe A vom Charakter o, und eine

A
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f-Metrik o fiir R 50 gibt, daB die aus o abgeleitete Topologle von-R mit der
Urspriinglichen {ibereinstimmt.

Satz 1 besitzt dann die nachstehende

FoLGERUNG 1. Jeder (w,~ f)-metrisierbare Raum R ist auch w, -metrisier-
bar. ,
BeEweEIls. Es seien R, f, A und o wie oben. Durch transfinite Induktion
konnen wir eine (streng monoton fallende) N,-Folge {asi<ce, = Nin £t so
definieren, dafB

fiir §=¢’ immer f(a;)<ax
gilt. Dann definieren wir fiir jedes ¢ die Uberdeckung
II: = {S°(x, ac): x€R)

von R. Das Uberdeckungssystem ¢ = {ITs}e<w, ist offenbar vollstindig, und
fiir =& gilt immer
HE<2HE',v

In der Tat, ITe < I1.- gilt ohne weiteres, und so geniigt eslf;,, <?I1; fiir jedes
& zu zeigen. Ist aber 2€8°(x, a:, )N Sy, a:,,), so gilt z. B. fiir peS°(x,a¢ ),

(X, p)=<aeiq 0'(x7 2) <@gy,
also '
a2, p) = f((1$+1) <
d.h.
peS(z, agell..

Daraus folgt sofort 71, , <%I1,; damit ist der Beweis unserer Behauptung be-
endet.

Es ist hervorzuheben, daB die Behauptung ,jeder iiber der Abelschen
Gruppe A (w,~ f)-metrisierbare Raum ist iiber A w,-metrisierbar” im allge-
“meinen nicht richtig ist. Ein zusammenhingender und aus mehr als einem
Punkt bestehender gewohnlicher metrischer Raum (also ¢ = 0) ist ein Gegen-
beispiel dafiir, weil der iiber die additive Gruppe der rationelen Zahlen offenbar
nicht (wy)-metrisierbar, doch (nach [2]) bestimmt (w,~ f)-metrisierbar ist.
Fiir u=0 kennen wir aber kein Gegenbeispiel.

Die folgende Behauptung ist nur eine neue Abfassung des Satzes 1., doch
spielt sie fiir die folgenden eine sehr wichtige Rolle (Vgl. [5])

Satz 2. Der w,-additive Raum R ist genau dann w,-metrisierbar, wenn er
vollnormal ist und ein vollstindiges Uberdeckungssystem @ mit der Mdchtigkeit
=R, besitzt. A

BEwEIs. ) (R, ¢) sei ein w,-metrischer Raum iiber der Gruppe A. Die
Existenz eines vollstandigen Systems mit der Méchtigkeit = §, folgt sofort aus
Satz 1.

_ Um die Vollnormalitidt von R zu beweisen, betrachten wir eine beliebige
Uberdeckung IT von R und eine Nj-Folge {a¢}s<w, in A. Fiir jeden Punkt peR
konnen wir dann eine Ordinalhzal & = &(p)<w, so auswihlen, daB die Kugel

Se(p, 3axp)
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ganz in einer Menge G, cII liegt. Es sei nun
Sp = Sg(p, af(p))

={S,: peR},

das wiederum eine Uberdeckung von R ist. Es sei dann p ein fester Punkt in
R und

und

§o = min{g(g): ¢¢R und peS,}.

Dieses Mmlmum werde im Punkt g, angenommen. Aus peS; und re§, foigt
dann

e(r; qo) = o(r, 9)+e(q, P)+ elp: 90) < 3teanr -
Daher gilt (p, Z)*C8%qy, 3eqy) ) CGell, also
2 <=*]1,

was eben zu beweisen war.

p) Es sei nun R ein w,-additiver und vollnormaler Raum mit einem voll-
standigen Uberdeckungssystem ¢ = {II}¢<w, von der Michtigkeit §,.

Durch transfinite Induktion definieren wir eine Uberdeckungsfolge p =
= {Ze}e<w, vom Typ o, in R wie folgt:

Man wéhlt %, = IT,. Dann nehmen wir an, daB fiir ein geignetes é<w,
die Uberdeckungen X, fiir alle n--£ schon definiert sind, und zwar so, daB

(l) 2y,<l,
und
(2) Xy~ *Znn

fiir jede O=n'<n<£& gelten. ( /\ Z)WIle = II; ist dann widerum eine Uber-
deckung des Raumes R, daher exnstlert eine Uberdeckung X mit

Ze=+1l,,
weil R auch vollnormal ist. Fiir sie gelten aber die Bedingungen
(1) Zp<II;
und
(2) Ze<*X, fir alle n<§g,

und das zeigt, daB das Induktionsverfahren fiir jedes §<w, durchfiihrbar
ist. y={Z¢}:co, ist aber wegen (1) volistindig und ZX;<2X, folgt fiir alle
&=n wegen (2). Aus Satz 1. folgt also, daB R o,-metrisierbar ist. :
FoLGERUNG 2. Jeder w,-metrische Raum R ist parakompakt.
Das folgt unmittelbar daraus, daB R ein T;-Raum ist (vgl. [6], S. 96).
Daraus erhdlt man sofort auch . ,
FoLgeruNG 3. Jeder w,.-metrische Raum (R, p) besitzt eine x,-diskrete
Basis.



UNTERSUCHUNGEN UBER w,-METRISIERBARE RAUME 135

Beweis. Es sei (R, o) ein w,-metrischer Raum iiber der Gruppe A und
{ag)s<o,. eine N,-Folge in A+. Wir definieren

Iy = {S«p, at): peR}

fiir jedes £<w,. Nach [6], 13.11 gibt es zu jedem &<w, eine ry-diskrete Uber-

deckung Xy von R mit
L1l

Das Mengensystem ® = (J X ist offenbar eine §,-diskrete Basis von R.

iy
Diese Behauptung ist iﬁ {1] (Proposition 1., S. 103) auf anderer Weise -

bewiesen.

In {1] ist auch eine Umkehrung dieser Behauptung bewiesen: Besitzt der
o,~additive Raum R eine ,-lokal endliche Uberdeckung, so ist er auch w,-
metrisierbar. Mann kann aber fragen ob die folgende Behauptung gilt: Besitzt
der w,-additive Raum R eine Basis $= (J B, wobei es fiir jedes §<w, und

cECw
PER eine Umgebung U von P gibt, die mit \I:/eniger als 8, Mengen aus B, einen
nichtleeren Durchschnitt besitzt, so ist R w,-metrisierbar. Die Antwort auf diese

Frage ist bejahend, wenn &, eine unerreichbare Kardinalzahl im engeren Sinn
ist, fiir die restlichen Fille kdnnen wir aber nichts sagen.

§ 3.

. In diesem Abschnitt geben wir die Verallgemeinerung eines Metrisations-
satzes von A. W. ARCHANGELSKI an. :

Zundchst ist fiir uns eine Definition notig. R sei ein beliebiger topologischer
Raum und ¢ = {I}..a ein Uberdeckungssystem fiir R. Wir sagen, daB§ die
Uberdeckung IT das System ¢ majorisiert, wenn es fiir jedes x€ R eine Umgebung
V von x, ein Index «€¢ A und eine Menge G¢ I mit

(V, I'y*CG
gibt. :
HiLrssatz 1. Der w,-additive Raum R ist genau dann vollnormal, wenn

jede Uberdeckung IT von R iigendein Uberdeckungsystem ¢, mit ; =8,
majorisiert. (Vgl. [7].)
BEWEIs. o) Ist R vollnormal und IT eine Uberdeckung von R, so ist es

mbglich die Uberdeckungen X und A mit -
A<*X <*[]
auszuwihlen. 15t nun x€R beliebig und xe¢ Ve A, dann gilt
Vc(x, Ay*CcH.cZ;
fiir ein yeV gilt also ye H, und somit
(V, A = U (x, A*C U H.(y, Z)*CGell.
xeV xeV

IT majorisiert also das einelementige System {A}.
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B) Nun sei R ein w,-additiver Raum und I7 eine Uberdeckung von R, die
das Uberdeckungssystem @ = {'g}e<w, majorisiert. Es wird gezeigt, da8
II eine Sternverfeinerung 2 besntzt Dazu bemerken wir zunichst, daB man die
Bedingung

(l) I‘E*’-FE/, fiar §>§'
iiber ¢ annehmen kann. Bestinde namlich (/) nicht, so konnten wir das Uber-
deckungssystem (p {Fe}g<w,‘ statt ¢ stellen, wobei

Fe= A I
A ns§
gesetzt ist. Fiir ¢ » gﬂt schan (/) offenbar.
Es sei nun Z‘ das System derjenigen offenen Mengen HCR, fiir die die
nachstehende Bedingung erfiillt ist:
(I1) Es gibt eine Ordinalzahi & H) = £{<w,, eine Menge GeI'y und eine
Menge Pell mit
HcCG und (H, F)*CP.

Von hierher ab seien die Ordinalzahlen &(H) fiir jedes solche H fest gewahlt
Um zu beweisen, daB X eine Uberdeckung ist, wihlen wir einen Punkt
x¢R. Dann besitzt x eine offene Umgebung V, fiir die

v, F_e)*CP.

mit einem {<w, und PEII besteht. Ist nun G€TI; eine x enthaltende Menge,
so gehdért H = GV offenbar zu X und besteht auch x€ H. '
" Endlich sei x¢R, und wir wihlen eine Menge Hy€ X mit x€ H, so, daB
aus. x€¢ He X2 immer

£o = E(Hy) = €(H)
folgt. Wegen (/) und (/1) gilt dann aber
(x, 2Y*C U (x, T )*CT(Hy Ie)*CPell

Eosb<wp
fiir ein geelgnetes PeII und das zeigt die gesuchte Relation
Z<*;

somit ist der Beweis beendet. . :

R sei ein o,-additiver Rawm; das Uberdeckungssystem ¢ = {IIs}e<co,
- von R heiit eine (aw,)-Folge, wenn es fiir jedes peR und fiir jede Umgebung
V von p eine andere Umgebung W von p und eine Ordinalzahl {<w, mit

W, II*cVv
gibt. _ .
Ist ¢ eine (aw,)-Folge in R, soist das Mengensystem B= U Il eine Basis
f< oy
fiir R. Umgekehrt heiBt eine Basis fiir R eine (aw,)-Basis, wenn sie in dieser
Form darstellbar ist.
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Satz 3. Der w,-additive Raum R ist genau dann o, -metrisierbar, wenn sie
eine (ow,)-Basis besitzt. (Vgl. [7], S. 14)
BEWEIS. o) (R, o) sei ein w,-metrischer Raum iiber der Abelschen Gruppe
A und {ag}:<w, eine N,-Folge in A+. Wir behaupten, daB die Uberdeckungs-
folge
¢ = {n5}5<"‘.’1 mit HE = {SQ(P’ (15)3 PER}
eine (aw,)-Folge ist.

In der Tat sei peR und V eine Umgebung von p. Es gibt eine Ordinalzahl
t<w, mit S¢p, a;)cV. Es sei nun W = Se¢(p, ag;,); ist dann

Wnsug, as.,) = ©
fiir ein g¢R und z. B. re W n 8e(q, a; ,,), so gilt fiir jedes s€S%g, a: )

9(p’ S) = Q(P: r)+9(r! q)+9(qy 3)< 3a£+1*’: Qg
woraus s€ V folgt. Mit anderen Morten gilt

(W, HEH)‘*CV,

und das zeigt die Richtigkeit unserer Behauptung.
p) Nun sei R ein w,additiver Raum mit der (aw,)-Basis B = (J II,
<oy
wobei also ¢ = {{Ii}s<w, eine (aw,)-Folge ist.

Wir behaupten zunachst, daB ¢ ein vollstandlges Uberdeckungssystem ist.
Dazu betrachten wir einen Punkt x¢R und ein Mengensystem {Ps}e<w,, Wobei
fiir jedes £<w, xeP:€ll; besteht. Ist nun V eine beliebige Umgebung von X,
so gibt es eine Ordinalzahl & <w, mit

(x> Eo) cV.

woraus speziell P,,CV falgt, so daB {Pg}s<o, wirklich eine Umgebungsbasis
des Punktes x bildet. .

Es sei nun II eine beliebige Uberdeckung von R. Ist nun xeRund xeGell,
so gibt es eine Umgebung V von x und eine Ordinalzahl £ <ew, mit

(V, I)*CGell.

Das zeigt aber, daB IT das Uberdeckungssystem ¢ majorisiert; daher folgt
aus Hilfssatz 1 sofort die Vollnermalitdt des Raumes R, und somit aus Satz 2
die ,-Metrisierbarkeit ven R!.

§ 4.

In dem vorliegenden Abschnitt geben wir die Verallgemeinerungen je eines
Metrisationssatzes von P. S. ALEXANDROFF bzw. A. W. ARCHANGELSK1 an.
zunichst wollen wir dazu die der sogenannten uniformen bzw. reguliren Basis
entsprechende Begriffe fiir w,-additive Rdume definieren.

3 Dieser beweis zeigt, daB jede Uberdeckung von R die (amu)-Folge ¢ majorisiert. Da
jeder e, -metrisierbare Raum eine (awy)-Folge besitzt, zeigt das wiederholt die Vollnormalitit
der wy-metrischen Riume.
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Die Basis % des w,-additiven Raumes R heiBt eine w,-uniforime Basis,
wenn es fiir jedes peR und fiir jede Umgebung V von p weniger als &, Mengen
B aus B mit

peB und (gleichzeitig) BNV =6, d. h. B&V

gibt. Mit anderen Worten: 3B ist eine w,-uniforme Basis fiir R, wenn jedes
Teilsystem B’ mit der Méachtigkeit 8, und mit p€ B fiir alle B¢ B’ eine Umge-
bungsbasis des Punktes p bildet. (Vgl. [8], S. 135.)

Die Basis B des w,additiven Raumes R heiBt eine w,regulire Basis,
wenn es fiir jedes p¢ R und fiir jede Umgebung V von p eine andere Umgebung
WcV von p so gibt, daf die Familie aller Mengen A€® mit

ANW # @ und (gleichzeitig) ANV = 0, d.h. A V

eine kleinere Michtigkeit als x, besitzt. Eine w,regulare Basis ist offenbar
auch w,-uniform. (Vgl. [9], S. 589.) :

Im weiteren ist es immer angenommen, dabB eine w,-uniforme Basis keine
mehrpunktige und nur aus isolierten Punkten bestehende Menge enthilt.

Nun heiBt ein System € von Teilmengen des Raumes R punktal o, -endlich,
wenn jeder nichtisolierter Punkt peR in weniger als 8, Mengen M mit Mec€
enthalten ist.

HiLrssaTz 2. B sei eine w,-uniforme Basis des w,-additiven Raumes R
und I ein- beliebiges Teilsystem von B. Dann gibt es ein punktal w,-endliches
Teilsystem €M mit

U M= U M.
Me(y, Me
(vgl. [8}, Satz I1.)
Bewels. Die Elemente des Mengensystems It seien mit Ordinalzahlen
als Indizes versehen:
EIR - {M¢}¢<(ur,

wobei also S_J_f = 8, besteht.

Das gesuchte System € wird durch transfinite Induktion definiert. Es
sei N, = M,, und nehmen wir an, daB die Mengen N; = M fiir jedes A<4,
mit den folgenden Eigenschaften schon definiert sind:

I°. Eiir ]ede% v—oy ist M, in U N,, enthalten.
2°. N; ist aber nicht in U N, enthalten

9
Besteht noch U N;= U M,, so wahlen wir den ersten Index o ==y, niit
i<hp ca<wg
M,a U N; und es sei N, = M. Die Bedingung 2° gilt dann fiir 2 = 4,
)<y
offenbar. Bedingung 1° ist auch erfillt: flir »<a;, gilt M,C U N; (nach der

sy

Definition von «;,).
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Das Ind_uktlonsverfahren mub bei einem' Z=w. abbrechen, wobei also
U N; = U M,*besteht. Dann sei

B<A x0T
€ ={Ns}s<s.

Wir behaupten nun, daB €c It ein punktal w,-endliches Mengensystem ist.
In dem Gegenfall gébe es einen nichtisolierten Punkt p¢R und ein Mengen-
system {Nsg}scw, C€ mit Ny, % Np, fiir § <& <w,, und pe N Np.. B ist
:<‘0u
aber eine w,-uniforme Basis des Raumes R, daher ist {Ny.}ico. eine
Umgebungsbasis des Punktes p. Wegen der w,-Additivitat von R gibt es dann
eine streng monoton fallende Teilfolge vom Typ w, des Systems {Ng; }eco,.
Daher kénnen wir annehmen, daB bereits {Ny,}.cw, eine solche Folge ist.
Nach der Bedingung 2° soll es aber aus Ny, & N, @:<4¥, folgen, was aber
einen Widerspruch damit liefert, daB jede echt fallende Folge von Ordinalzahlen
endlich ist. Daher ist Hilfsatz 2 bewiesen.

HiLrssATz 3. Besitzt der w,-additive ‘-Raum R eine w,-uniforme Basis,
so besitzt er ein aus nur punktal o,-endlichen Uberdeckungen bestehendes voll-
standiges Uberdeckungssystem mit der Machtigkeit =g,. (Vgl. [8], Satz II1.)

BEwEIs. B sei eine w,-uniforme Basis des w,-additiven Raumes R und
bezeichne % das System aller einelementigen offenen Teilmengen von R.
(Offenbar gilt LcB.)

Durch transfinite Induktion definieren wir eine Uberdeckungsfolge
{Igs<w, vom Typ o, wie foigt:

Nach Hilfsatz 2 gibt es ein punktal e,-endliches Teilsystem €3, das
eine Uberdeckung von R ist. Es sei dann [I,=G,.

Nehmen wir jetzt an, daB die punktal w,-endliche Uberdeckungen IT, <8
fiir jede n<E<w, schon definiert sind (wobe1 ¢ eine feste Ordinalzahl! ist), und
zwar so, daB fiir n<n" <& immer

om,ni,cP
besteht.~Numn behauptven wir, daB (B\ U II,)UP widerum eine (o, -uni-

n<é
forme) Basis des Raumes R bildet. In der Tat, ist x ein beliebigernichtisolierter
Punkt von R und B,cB eine in B enthaltene Umgebungsbasis von Xx, so
gehdren weniger als Ru Elemente von B, zu jedem II,, also wegen <o, und

wegen der Regularitit der Kardmalzahl 8, auch zu U I7,. Daraus folgt aber
n<E

B, NU I, =%, =,

n<&

da R w,-additiv und p nichtiseliert ist. Das zeigt schon die Richtigkeit unserer
Behauptung, weil B eine w,-uniforme Basis ist. Dann ist es aber méglich
(wiederum nach Hilfssatz 2) aus (B U I7,)UB eine punktal w, -endliche

p<& .
Uberdeckung I7. auszuwihlen. Die Bedingungen II.c® und I1,nII: =% fiir
n<§ gelten trivialerweise, also ist dieses Induktionsverfahren fiir jedes n<§&
durchfiihrbar.

Wir behaupten nun, daB das Uberdeckungssystem {ll:)¢<w, — mnach der

Definition ist jedes II: punktal w,-endlich - auch vollstandig ist. In der Tat
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gelte G.¢I1, und pe G, fiir ein geeignetes p€ R und fiir jedes £ <w,. Sind dann
die Mengen G; nicht paarweise verscheiden — besteht z.B. G, = G,, mit
<& — so gilt offenbar Ge, = {p}; sind sie aber paarweise verschieden, so ist
{Ge)e<w. = R, In den beiden Fallen blldet aber das Mengensystem {Gele<w,
eine Umgebungsbasis des Punktes p.2

Satz 4. Der w,-additive Raum R ist genau dann w“-metnswrbar wenn er
vollnormal ist und eine w,-uniforme Basis besitzf. (Vgl. [8], Satz IV.)

BEWEIS. o) Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus Satz 2 und
aus dem nachstehenden Satz 5. ’

B) Aus Hilfssatz 3 und aus Satz 2 ergabt sich unmittelbar, daB die Bedmgung
auch hinreichend ist.

SaTtz 5. Der w,-additive Raum R ist genau dann o, -metrisierbar, wenn er eine
w,-reguldre Basis besitzt. (Vgl. [9]; Satz 2.)

BEWEIS. o) (R, ) sei ein w,~-metrischer Raum iiber der Abelschen Gruppe A
und {age<w, eine N:‘-Folge in A*. Es sei

= {Sp, as): peR}

fiir jedes £<w,. Nach Folgerung 2 gibt es fiir jedes solche & eine lokal endhche
Uberdeckung I‘ von R mit

1‘£<Hg.
Wir behaupten, daB 8 = U I': eine w,-regulire Basis von R ist. B ist offen-

E<Oy
sichtlich eine Basis von R. -
Es sei nun peR und eine Umgebung V von p beliebig. Dann gibt es eine
Ordinalzahl £<o,, mit

S"(p, aE)C V.

Wegen der w,Additivitait von R gibt es dann eine Umgebung W von p,
die fiir jedes n= & nur mit endlich vielen Mengen aus I, einen nichtleeren Durch-
sahnitt besitzt. Natiirlich ist- es mdglich auch

WcS«(p, a:,,)
anzunehmen. Besteht nun n=§+1 und
reW N S«g, a,) # @,
und ist x€Se(q, a,) beliebig, so gilt
o(p, x) = o(p, N+ olr, @)+ o(g, X)<3ac, <,

also auch
S«(q, a,)CS«p, a;)CV.

2 Ahnlich wie fiir x = O ist es moglich auch die Umkehrung dieser Behauptung zu
beweisen, wenn R, eine unerreichbare Kardinalzhal im engeren Sinn ist. Fiir die restlichen
Fille kénnten wir aber nicht entscheiden, ob diese Umkehrlmg besteht.



UNTERSUCHUNGEN UBER o “ -METRISIERBARE RAUME 141

Das zeigt aber, daB aus
Gel',, GAW=® und GV

n=¢§ folgt. Solche Mengen G gibt es aber bestimmt weniger als §,, und das zeigt
eben, daB B eine w,-regulidre Basis. ist. '

B) Nun sei R ein w,-additiver Raum und B eine w,-regulire Basis von R.
Nach dem Beweis des ersten Teiles von Hilfssatz 3 gibt es eine Folge
{}e<w,=¢ von Uberdeckungen des Raumes R mit II,C%B fiir jedes é<w,
und TN IT,C*P fiir £, wobei B das System aller einpunktigen und offenen
Teilmengen von R ist. Wir behaupten nun, da ¢ eine (cw,)-Folge ist.

In der Tat, ist nun p ein beliebiger nicht isolierter Punkt von R und V eine
beliebige Umgebung dieses Punktes, so. gibt es eine andere Umgebung WV
von p, fiir die schon weniger als 8, Mengen Ge€B mit WnG =6 und Gg V
existieren. Wegen der Regularitdt ven &, gibt es dann eine solche Ordinalzahl
&y<wy,, daB aus §=>§, Gell; und GNW =6 immer Gc V folgt, da die Mengen-
systeme IT:\P paarweise fremd sind. Mit anderen Worten gilt fiir £>§&,

(W, LI*CV,

was eben zu bewiesen war3.
Aus Satz 3 folgt nun sofort, daB Ro.-metrisierbar ist.4

§ 5.

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemeinerung des bekannten Ein-
bettungssatzes von H.-J. KowaLsky fiir den Fall w,-metrisierbarer Raume
anzugebén.

Der Wichtigste Begriff dazu ist das sogenannten w,-Produkt von w,-
additiven Raumen. Es sei {R.}..a €ine beliebige Menge von o, -additiven topolo-
gischen Raumen. Mit x @R, bezeichnen wir das kartesische Produkt der

. agA
Mengen R,, das mit der durch die folgende Basis ¥ bestimmten Topologie
versehen ist:
B = { X Gu: G.=R,ist offen und G.#R, nur fiir weniger als &, Indizesa€ A}.

acA .
Dieser Produktsbegriff ist von I. 1. PArowiTscHENKO eingefiihrt (vgl. {10}, S.
866), wo auch die w,-Additivitit von x ®R, gezeigt ist. Ebenso leicht wie in

8 Es ist hervorzuheben, daB das hier definierte Uberdeckungssystem Hgls<o,

die folgende Bedingung erfillit: Fiir jedes p€ R und fiir jede Umgebung V von p gibt es eine
andere.Umgebung W von p und eine Ordinalzahl £, < w, mit

(W, g*cV

fiir alle £, < ¢ < wu. Eine solche Uberdeckungsfolge heifit eine starke (awp)-Folge und 5 =

= |J II¢ eine starke (aw.)-Basis von R. Nach Satz 5 besitzt also jeder o, -metrisierbager
n<®up

Raum eine starke (aw.)-Basis.

4 Auf diese Moglichkeit; das Kriterium mit reguldren Basen aus dem Kriterium mit
a-Basen abzuleiten, hat Prof. A. CsAszArR — in dem gewGhnlichen Fall — hingewiesen.



142 I JUHASZ

dem gewdhnlichen Falle u=0 ist es nun zu senen, daB die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind:

1°. Die oben definierte ist die grobste w,-additive Topologie auf dem karte-
sichen Produkt X R,, fiir die jede Projektion n,: X R.—~ R, stetig ist.

2. Ist R* ein w,-additiver Raum und ¢ eine /;:bbildung von R* in x“R,,
so ist ¢ dann und nur dann stetig, wenn alle zusammengesetzten Abbildc{mgeﬁ
Px = M0op! R*~R,

stetig sind. v

SATZ 6. {Re}s<w, Sei eine Folge von w,-metrisierbaren Rdumen; unter An-
nahme der verallgemeinerten Kontinuumhypotese ist dann auch

R= x WR,

E<wy
w, ~mefrisierbar.

BeweEeis. Nach der Fufinote 3. auf Seite 141 besitzt jedes R; eine starke
((w),,) FOlge Y = H(77)}17<w;£

Es seien nun 2, n und {§}; fest gewihlte Ordmalzahlen m1t
A My €y =@y Wir definieren auf dem o,-Produktraum R die Uberdeckung
X6 wie folgt:

I = { X G€B: G, elI$ fiir <2 und Gy = R; sonst).

E<<wy

Da die einzelnen Mengensysteme % Uberdeckungen. sind,-ist~ auch X%
eine Uberdeckung von R. Wir bbhaupterl nun, daB o= {2(5”}} eine (occo,,)-
Folge ist. (Wegen der Kontinuumhypothese gilt o = &,.)

In der Tat sei X = (X¢)e<w, ein beliebiger Punkt in R und G = X G

) E<w

eine beliebige Basisumgebung von X. {£.},<1 sei die Menge aller Ordinalzaﬁ!en
E<w,, fiir die G; = R; besteht. Dann gilt A<w,. Fiir jedes v <2 ist es dann
mdoglich eineUmgebung H; C R, des Punktes x., und eine Ordinalzahl 7, <@, mit

(Hé'ry H(SV),*CGE, leI' a”e MW<N<®
n u

auszuwahlen. Wegen der Regularitit der Anfangszahl w, gilt
SUp {) = 1 =<y

Wir setzen nun H;=R: fiir £¢{§.: v<1}, £ <o, und betrachten die Umgeb{mg
- H= x H;

S<wy

des Punktes x. Ist dann 5> 7 und Ve>%) beliebig mit V 0 H = O, so gilt
V < G. In aer Tat ist :

ﬂs(‘V)CG&' = R;,
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wenn & = £, fiir alle » < A besteht, und fiir £ = &, bestehen
me (VYN Hey % © und me,(V)EITE,
Daraus folgt aber wiederum
e (V)C G,
Das zeigt aber das Bestehen der Beziehung
(H, 2(5”’)*CG

woraus unsere Behauptung folgt. Aus Satz 3 ergibt snch dann der Beweis dieses
Satzes®,

Wir wissen nicht, ob die Behauptung ,,das w#-Produkt von iiber die Gruppe
A metrisierbaren Raumen in der Anzahl &, ist wiederum ein iiber die Gruppe
A metrisierbarer Raum*‘ im allgemeinen richtig ist.

T sei nun ein beliebiger w,-additiver Raum; dann betrachten wir das w,-
Produktraum

P = XWT,,
Egoy
wobei T: = T fiir jedes §<w, besteht. Der so definierte w,-additive Raum P
heiBt der w,-Wiirfel iiber dem Raum T.

Satz 7. Jeder w,-metrische Raum (R, o) ist in den w,Wiirfel iiber einem
diskreten Raum einbettbar, wenn u > 0.

Bewets. Nach [1], Proposition 2., S. 105. besitzt R eine & ,-diskrete Basis 8B,
die iiberdies lauter aus gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Mengen besteht.
Es sei also

% = U 585

f<oy
wobei jedes B, ein diskretes Mengensystem
%e = {B(E): ).ELE}

ist. Die Indexmengen L. seien als paarweise disjunkt angenommen.

Esseinun L. = (J LE und D = LU {p,}, wobei p, ¢ L gilt. Wir betrachten

g<wy

D als mit der diskreten Tapologie versehenen w,-additiven topologischen Raum.
Mit W wird der o, Wiirfel iiber D bezeichnet.

Fiir jedes Paar ¢ & 2> mit §<w, und A€ L. definieren wir die stetige
Abbildung

¥ R—-D
durch die folgenden Voraussetzungen:
o) pP(x) = A fiir xeBY,

B) ¢Px) = py fiir xeR\ BY.

3 Wir vermuten, daB bei x > O die Annahme der verallgemeinerten Kontinnumhypo-
these in diesem Satz 6 wesentlich ist.

Y
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Diese Abbildung ¢ ist wirklich stetig, da die Menge B{ gleichzeitig offen
und abgeschlossen war. Dann definiert man die Abbildung

¢®: R~D (§<a,)

wie folgt: ¢®)(x) = p,, wenn es fiir jedes AeL; x¢ B® gilt. Besteht aber
x€ BY fiir ein Index A€ L, so sei ¢¥)(x) = A. Da jeder Punkt x€R eine Um-
gebung hat, die hdchstens mit einem B% ¢ %, einen nichtleeren' Durchschnitt
besitzt, gilt @ = ¢ auf dieser Umgebung, und daher ist ¢© stetig.

Es sei nun

g= X ¢9: R-W.

E<wy
wobei aiso fiir jedes xeR
p(x) = (9®0)z<ws
gilt. Es besteht dann 4
o =gl
und daraus folgt die Stetigkeit der Abbildung ¢, wegen der Bedingung 2°.

@ ist auch eineindeutig; in der Tat folgt aus x, x’€ R und x = x’ die Existenz
einer Ordinalzahl <, und einer Menge B®eB, mit

x€BY und x’'¢ BY.
Daraus folgt aber offenbar ¢!(x) = 4 und ¢®(x’) = p,, d.h. auch
P(x) = p(x').
Endlich beweisen wir noch, daB ¢ auch eine offene Abbildung auf ¢(R) ist,
womit der Beweis des Satzes beendet wird. : ’
"~ G sei nun eine beliebige offene Menge in R und x¢G. Dann gibt es ein
n<w, und einen Index i¢ L, mit x¢e BPCG. Dann gilt
\\ ‘P(")(x) = my(¢(x)) = A(€Dy).
Die in dem w,-Wiirfel W enthaltene offene Menge
| V= {@ezont 4y = 2 = 2@
enthilt dann den Punkt g(x); aus x’€R und g(x’)€ V folgt aber
P"(x’) = 2 d. h. xXeBPCQG.
Mit anderen Worten gilt _
p()ep(R)NV Co(G),

was zu beweisen war.
A sei nun eine beliebige Abelsche Gruppe vem Charakter o, und R, = A+
fiir jedes i€, wobei I eine beliebige Indexmenge ist. In der Summenmenge

X R;indentifizieren wir alle Nullelemente zu einem gemeinsamen ,,Nullpunkt
sl
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0. Die so bekommene Menge werde mit St (A, /) bezeichnet; aufihr ist es moglich
eine o,-Metrik natiirlicherweise zu definieren:

e(p, ¢) = |p—q|, wenn es einen Index i€/ mit p, ¢geR; gibt;
o(p, q) = p+q im Gegenfall.

Eine solche w,-metrische Raum heiBt ein Sternraum iiber A.

Offenbar gibt es zu jedem diskreten Raum D einem Sternraum St (A, /)
der einen zu ihm homdomorphen Unterraum enthalt. Daraus und aus der Sitze
7 und 6 folgt also das gesuchte Analogon des Metrisationskriteriums von H.-J.
KowALSKY :

SATz 8. A sei eine beliebige Abelsche Gruppe vom Charakter w, mit u>0.
Unter Annahme der verallgemeinerten Kontinuumhypothese ist ein o, ~addativer
Raum genau dann w,-metriesierbar, wenn er in den w,-Wiirfel iiber einem
Sternraum St (A, I) einbettbar ist.

Endlich méchte ich Herrn Prof. A. CsAszAr fiir einige wertvolle Ratschlige
meinen Dank aussprechen. '
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BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER PLANIGONE

Von
J. HORVATH

Lehrstuht fiir Darstellende Geometrie der Egtvds Lorand Universitit, Budapest
(Eingegangen am 29. Mdrz 71965.)

Ein Vieleck nennen wir ein Planigon, wenn durch ihn ein homogenes
Mosaik herstellbar ist, das heiBt die Ebene 148t sich durch mit ihm kongruenten
Exemplaren schlicht und liickenlos iiberdecken, und zwar so, daB man je zwei
der Vielecke so ineinander transformieren kann, daB dabei das ganze Mosaik
in sich selbst iibergeht. DELAUNAY hat in einer Arbeit [1] festgestellt, daB in
der euklidischen Ebene 46 verschiedene Planigone existieren, und erklirte
ebenda, wann ein Planigon zugleich auch als eine Dirichletsche Zelle angesehen
werden kann.

Ein, aus kongruenten Kreisen bestehendes System nennen wir homogen,
wenn zu je zwei seiner Kreise eine Kongruenz existiert, welche den einen Kreis

-in den anderen {iberfiihrt und dabei das System in sich selbst transformiert.
Die Dirichletsche Zelle, die zu einem Kreise des Systems gehort, ist natiirlich ein
Planigon. SinoGovitz (2] stellte fest, dal in der euklidischen Ebene 131 hemo-
gene Kreissysteme existieren.

In dieser Arbeit werden wir zeigen, daB die von den Smogovntzschen Kreis-
systemen entstehenden Dirichletschen Zellen mit den Dirichletschen Planigonen
voni DELAUNAY iibereinstimmen. Zu diesem Zweck untersuchen wir in dem
ersten Teil, welches homogene Kreissystem gehére zu einem gegebenen Dirich-
letschen Planigon. In dem zweiten Teil untersuchen wir, was fiir ein Dirichlet-
sches Planigon wird durch ein gegebenes homogenes Kreissystem dargestelit.
Die obigen Zuordnungen werden wir nur in einigen Fillen diskutieren, im iibri-
gen geben wir das Ergebnis in Tabellen an.

BEZEICHNUNGEN. Das Symbol [ab cd ee] bedeute, daB bei dem Fiinfeck
den Seiten a, b, ¢, d, e die Seiten @ und b, c und d, e und e zueinander entsprechen.
[ab cd ee] bedeute, daB die Fiinfecke, die snch an den Seiten ¢ und b ansch-
lieBen, den entgegen gesezten Umlaufsinn_haben. Ka moge die Entfernung
des Punktes K von der Seite a bezeichen. Ein Planigon ist eine Dirichletsche
Zelle, wenn es einen Punkt K enthilt so, daB die gemeinsame Seite zweier
benachbarten Planigone die Mittelsenkrechte deren K-Punkte verbindenen
Strecke ist. Die Planigone werden nach DELAUNAY mit P, falls sie Dirich-
letschen Zellen sind, mit D bezeichnet. Bezeichne r den Radius des in die
Dirichletsche Zelle eingeschriebenen k-Kreises, dessen Mittelpunkt K ist. Zur
Benennung des homogenen Kreissystems beniitzen wir die Nummer der

Figuren von der Sinocovitzchen Arbeit [2].
‘ 10
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Fig. 1

1. Das Planigon Py, wird durch das Symbol [ab cd ef] beschrieben, weiter
ist (ab)< = (ed)< = (ef) <« = 120°. (Fig. 1.) Betrachten wir nun die Winkel-
halbierende Geraden dieser Winkel, ihr gemeinsamer Punkt sei K. Da K von
gleichen Seiten gleich entfernt ist, ist Pg, zugleich ein Dirichletsches Planigon
D;,. Durch Drehungen um den gemeinsamen Endpunkten der gleichen Seiten
um 120° iibergehen die Planigone ineinander, wodurch auch die K Punkte
ineinander iibergehen. Betrachten wir nun die in die Planigone eingeschriebenen
k Kreise, und vergleichen wir diese mit den Sinogovitzschen Kreissystemen,
so bekommen wir die Figur

86 bei a # ¢ % @ % a und r < min (Ka, Ke, Ke),
87 bei . ,» I = min (Ka, Kc, Ke).

Wenn a = ¢ # e, dann erhalten wir die Figur
92 bei r

< min (Ka, Ke),
93 bei r = Ke < Ka,
94 bei r = Ka < Ke.

Wenn a = ¢ = ¢, dann ergibt sich die Figuf

107 bei r < Ka,
108 bei r = Kﬂ.
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Fig. 2

Das Planigon Pg wird durch das Symbel [ac be dd ff} beschrieben und
(ad)4 = —(cd)<, wenn 6 die winkelhalbierende Gerade der Seite b und e be-
deutet. (Fig. 2.) Bei Dg, muB K der gemeinsame Punkt der Mittelsenkrechten
der Seiten d und f sein, weil die benachbarten Vielecke bei den Seiten d und f
eine symmetrische Lage haben. Weiterhin sind die Seiten AB, AF, BC die
Mittelsenkrechten des Dreicks K, K,, K3, so ist es notwendig, daB KA = KF =
=KC sei; auf dhnlicher Weise ist auch KE = KD = KB. Die Ecken liegen
also auf zwei konzentrischien Kreisen. Wenn noch f > d besteht, so ist Kf < Kd.
Der Vergleich der k Kreise mit den Sinogovitzschen Kreissystemen liefert die
Figur

21, wenn r < min (Ka, Kb, Kd, Kf),

22, wenn r = Kf < min (Ka, Kb),

24, wenn r = Ka < min (Kb, Kf), oder
r = Kb < min (Ka, Kf),

27, wenn r = Ka = Kf < Kb, oder
r =Kb = Kf < Ka,

28, wenn r = Ka = Kb < K,

29, wenn r = Ka = Kb = Kf
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Wenn [ = d ist, dahn kann man leicht einsehen, daf die Ecken auf einem.
Kreise liegen, so daB Dg, mit Dgy zusammenfilit.

Fig. 3

Das Planigon P;,, wird durch das Symbol [aa be cc dd] beschrieben, ferner
sei bj|e. D, ,, wird erhalten in Falle a | b. Bei D;,, haben die Mittelsenkrechten
der Seiten g, ¢, d (Fig. 3.) einen gemeinsamen Punkt K. Vergleichend das System
der k-Kreise mit [2] erhalten wir die Fille 3—11.

Fig. 4
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Die Ergebnisse fassen wir in der folgenden Tabelle zusammen.
TABELLE
Du;(l::’l‘?g(;hes Homogenes Kreissystem
) 86, 87, 9294, 107, 108
Dgp oovvvvnnnnnnnnn. 2124, 2729, im speziellen Falle Dg,
Dgg covevnvvnnnnn. 31, 33, 34, 36, 107, 108
——ll 31—36 107, 108, im speziellen Falle D¢,
Doy -oooeieeeeee 21-—26 30, 32, 35- :
Dgg cevvevvnvannnnns 21, 23, 24, 26, 3136, im speziellen Falle Dy,
Dgy ..... e 1, 2, 4547, 107, 108
Dgap covvevnenennenn 3-11
Dyjpoy Dgag -ovvvvevnn 3,6, 8,9, 11, 21, 23, 24, 26, 30, 37, 38, 40, 43, 4855
Dgpg ooeeennnn R 44 4855
Depy ceveniinnannn 62— 65
Dgpg covvvennns e 22, 22, 24, 27— 29 78 -8l
Dye vvvvvvvvnnnnns. 99106
) 3,46, 9
Dypg voveneinnnnnnn. 21, 22, 24, 27
D4A3 ............... 3, 6
Diggeovvevevnanann. 3,4,6,9
Digg oovvvvvnnnnnnn. 5661
Dyjg cvveveeernnnnn. 37-39, 41, 48, 49, 51, 54
iarr Dgags Dyare --- 12, 13, 66, 67
sasr Dyaryy Dyase oo 1417
BALS - -ee-ee-nee.. 48,49, 51, 54
Dyprg cvevvvnnnennn. 1220, 66 —69
Dyagg --vovovvvvvnnnnn 66 — 69
Dysrg covvvvnnnnns .. 66-—69, 828
) 116 —119
Digg ovveenennnnnnn 95-98
1 S 88, 89, 111, 112
Dyyy oot 3,46, 9
1 3, 4,6
Dogy covevvennvnnnn 48, 49, 51
Dopg oot 6, 37, 38, 48, 49, 51, 54
) 113-115, 109, 110
BAB et eeenean 90, 91, im speziellen Falle Dy, ’
) 8, 56— 58, 60, 74, 75
3B e e e ne et 5659, 70 —-173, 61
3B3 v e 70-173
JBg e rrreraans 70-177
sy Dacg «vvveeenn 120 — 123

...... e, 124131

3D
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Das Planigon P,,, wird durch das Symbol [abcc dd] beschrieben, ferner
sei (ab)<q = 120° und (cd)« = 60°, (Fig. 4.) Wenn K einen beliebigen Punkt
der Winkelhalbierende von (ab)< bedeutet, so kann man leicht einsehen, da8
. Pypo zugleich D,g, ist. Es sei noch ¢ > d, so ist K¢ <= Kd. Beim Vergleich mit
-12] bekommen wir die Figur

95, wenn r < min (Ka, Kc),
96, wenn r = K¢ < Ka,
97, wenn r = Ka < K,
98, wenn r = Ka = Kc.

Der Fall ¢ = d liefert die Figur 116 —1109.

Fig. 5

2. Betrachten wir nun die zu den Sinogovitzschen homogenen Kreissyste-
men gehorigen Dirichletschen Zellen, und bestimmen wir, welche Dirichlefsche
Planigone ihnen zugeordnet werden. An der Figur 5 sehen wir die Figur. 21 von
[2]. Die Mittelpunkte der Kreise bestimmen vier verschiedene Paralelogrammen-
reihe, fiir welche mit den angefiihrten Bezeichnungen

B,C, = B,Cy = B,Cy = ... = DA, = DA, =
AB, = AB, = ... =C,D, = C,D, = ... und
(ABiB)< = —(CyCyDy) < bestehen.
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Sind die Mittelsenkrechten der B;, B,y,, C,, C,4+, ... Zellenseiten, und ist das
Paralelogramm C,D,D,C, kein Rechteck und C,D, = C,D,, so ergibt sich Dy,
~im Falle C,\D, = C,D, aber Dg,. Ist C,D,D,C, ein Rechteck, so ergibt sich D, ,,
und Dy ,,. Wenn die Mittelsenkrechten von B;B,.;, C,C,; keine Zellenseiten
sind, und mehr als drei Kreise keinen gemeinsamen Potenzpunkt besitzen, so
wird die Zelle des Kreises mit dem Mittelpunkt C, durch die Mittelsenkrechten
der Strecken C,A,, CpB,, C,Ds, C, A7, CoD4, C,B, geliefert, und man kann leicht
verifizieren, dal man Dg, bekommt. Besitzen die Kreise mit den Mittelpunkten
C,A,B;B, einen geneinsamen Potenzpunkt, so haben auch C,D;A{D, einen
solchen und in dieser Weise ergibt sich D,,,. Wenn C,B,D, A] einen gemein-
samen Potenzpunkt besitzt, ergibt sich wegen C,B, =D, A; (also C,B,D A
_ist ein Rechteck) Dyp,.

Auf dhnlicher Weise auch die anderen Systeme iiberpriifend bekommen
wir als SchiuBresuitat, daB aus homogenen Kreissystemen entstehenden Dirich-
letschen Zellen mit den Dirichletschen Pianigonen identisch sind.
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In a previous paper {1] we defined the cardinal functions o(R) respec-
tively o*(R) as the so called o- resp. o*-weight of the topological space
R, and we gave an example of a completely normal space R for which

o*(R) = 8, and o(R) = 2.

({1], Theorem V). In the same paper we raised the problem whether an anaiogous
statement holds also for every cardinal number &,. _
In the present note we solve this problem using the following hypothesis:
(*) For every o holds ) ‘
. . e = Z 2&9 - 2&.

B<e

The hypothesis (*) is weaker than the generalized continuum hypothesis; the
latter implies », = §,.

Now our result can be formulated as follows:

THEOREM. Suppose (*). Then for every cardinal number &, there exists a com-
pletely regular space C, with

o*C) = % < 2 = a(C)).

Proor. Let C, be the set of all sequences a = (ag)¢<a, Of type w,, consisting
of the numbers O and 1, and having the property that for every & = o, there
exists an ordinal number & with £ < & < w, and a; = (. We provide C,
with a lexicographic order.

C. will be a topological space with the topology 7, a base of which is formed
by the intervals [x, y) half closed to the left. As these basic sets are clearly
open-and-closed in ,, the space (C,, =) is zero-dimensional and so completely

regular, too. The power of C, is clearly s
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We denote by R, that subset of C, which consists of all sequences (a;)s<a,
for which an ordinal number & < w, exists with @ = 1 and g@¢ = O for & > &£,
(Concerning the sets C, and R, see e.g. {2].) R, is clearly an everywhere dense
subset of (C,, 7,) with the power x,. Hence Sg (C,) = .. :

The equality o(C,) = o obviously holds, as by the identity mapping
i:(C, 7.) ~ C, each point of C, is a strict extremal value place. According
to [2], there exists in C, a set of disjoint closed intervals with the power .,
therefore Sg (C,) = %, and from this ¢*(C.) = x..

Now we prove ¢*(C,) = x, indirectly. Assume o*(C,) > »,. Then there
exists a mapping f of C, into a well-ordered set H by which the set S of all strict
(local) minimum places has a power greater than x,. (The case of maximum
places' may be discussed in the same manner.)

Then every a € S is the left end-point of an interval, say I,, such that
be I,\{a} implies f(a) < f(b).

Let 1 be an arbitrary interval of C,, I = [a, b). We denote by &(I) the least
ordinal number § < w, for which a¢ ¢ b, thatisa, = 0 and b; = 1. On account
of

§ = Uy Z= Ny
there exist a subset 7 of S and an ordinal §, < w, such that

T >n and &1,) = & for all ae T
hold.
Let now R be the system of all intervals J = [r, 5) of C; with

r,s € R, and &(J) > &,.
The relations

Ul=C and R = x,
IeR

are obvious. Thus there exists an interval J = [r, s)e®R with

JNT > 2

Now let a,b€ JNT,a=(a) <b=(b). Froamr =a<b<s and r; = s;
for all &£ = & we get obviously r. = s; = a; for all § = &, Let now ¢ be the
right end-point of 1,; then a, = ¢, for all £ < &, moreover a;, =0 and ¢, = 1
hold. From this we get s < ¢ and thus

b€ I\{a}, that is f(a) < f(b).

In other words, f is a one-to-one and order preservind mapping of /N T into
H, so that the original ordering of J NT is a well-ordering. This is a contra-
dlCthIl, as on account of Sg (C., 7.) = ., every subset of C,, well-ordered in the
original ordering clearly has a power = x,. This completes the proof.
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Alter this note had been sent to the journal I received a paper by J. de Groor,
which shows that our result is essentially the best possible. Namely, de Groort
proves (see [3], Lemma) that every Hausdorff space R of power greater than
2m contains a well-ordered sequence {Fg}e<; of closed subsets with 1> m, such
that if £ < <A then F:2 F,. Now we choose for all £<21 a point p:€ Fe\F¢,,
and define f: R—W(A) by f(ps) = £+ 1 (for £ <2) and f(p) = O others.

~ As the points p; are all local maximum places by f, this obviously implies

o(R) = R = 2°"®,
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UBER DEN RIESZ—FISCHERSCHEN SATZ
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. (Eingegangen am 25. Mirz 7965.)

1. Den Kern des Riesz— Fischerschen Fundamentalsatzes! in-der Theorie
der Orthogonalreihen bildet bekanntlich die Behauptung, daB das Cauchysche
Konvergenzprinzip auch im Funktionenraum L? giiltig bleibt, d.h. die Voll-
standigkeit dieses Raumes. Setzt man nimlich diese Eigenschaft von L? voraus,
so folgt aus der Konvergenz einer numerischen Reihe c}+c3+ ... unmittelbar
die L2-Konvergenz einer beliebigen Orthogonalreihe der Form ¢, ¢, (f) +-c,@.(f) +.
mit ()€ L? gegen eine Funktion f(f) € L?; dann kénnen aber die ¢, nur. dle
Fourier-Koeffizienten von { inbezug auf das System {p,} sein.

Der heute iiblichste Beweis des Riesz— Fischerschen Satzes beruht neben
der Ungleichung von Schwarz— Bunjakowski

= gl vl

[ ottyplat

0 1
2 , hol| = [ j ¢(t)’dt]2,.

a

nauptsichlich auf dem Integraltheorem von Beppo Levi und auf dem sog.
Fatouschen Lemma.? Die vorliegende kurze Note bezweckt nun, eine solche
Verifizierung zu geben, die auBer (1) nur die Definition des Lebesgueschen Integ-
rals und den Begriff der absoluten Stetigkeit (als die charakteristische Eigen-
schaft von Integralfunktionen) benutzt und welche sich direkt auf den Fall
anderer L-Riume iibertragen 1aBt.

2, Es sei (a, b) ein endliches oder unendliches lntervall Wir bezeichnen
mit L%a, b) den wohlbekannten linearen Raum der in (a, b) quadratisch
Lebesgue-integrierbaren, reellen Funktionen g(f), normiert durch (2) und metri-

2}, (5}
B. [1], 10-14; [3], 15-16 und 84; [4], 168 - 170; [6], 58 - 59, 70.
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siert durch die Abstanddefinition ¢(p, ) = |l¢—y||. Eine Folge f.(f) € L¥a, b)
(n =1, 2, ...)nennt man L%(a, b)-konvergent, falls es eine Funktion f(f) € L*(a,b)
mit o(f,, /) -~ 0 (n - o) gibt; f(f) heiBt dann der L%a, b)-Limes von {f (f)}.
Aus der L*a, b)-Konvergenz von {f,} kann man mittels der ,,Dreiecksunglei-
chung* sofort auf

Q) lira o(fys fn) =

d.h. auf die sog. Cauchy-Bedingung schlieSen. (3) impliziert wegen |[11f,,11—1f,1I| =
= o(f. f,) die Beschrianktheit und Konvergenz von {||f.||}; seien

(4) H = sup{{lfullhy M = lim if,.

Wir beschéftigen uns mit dem
Satz. Jede Folge {f,}C L%a,b), die (3) geniigt,* ist L*(a, b)-konvergent.
BewEis. (o, B] sei ein endliches Teilintervall von (a, b), x € [«, §]. Die
X

Integralfolge F {x) = J. fo(Hdt (n=1,2,...) besitzt einen endlichen Grenz-

wert F(x) wegen der /ibsqhétzung (vgl. (1)

1
lFm(x)—Fn(x)] = (x_'O‘)2 Q(fm: fn)
und der Bedingung (3). Die Funktion F(x) ist in [c, 8] absolut stetig; denu es
gilt fiir ein beliebiges System (e, 8,) (k = 1, 2, ..., v) von paarweise disjunkten
Intervallen mit I = %J(ak, BocClo, Bl (vgl. (1), (4):

ZUFG-F@) = lim| ] oa] = wt-y

und das letzte Glied strebt mit | /| gegen 0.5 F(x) besitzt also fast iiberall eine
(von ¢ unabhédngige) Ableitung f(x), die in jedam endlichen Teilsegment von
: : : .

(a, b) integrierbar ist; es besteht ferner F(x) :ff(t)dt. Wir zeigen gleich, daB

die Limesrelation:

(5) lim [f,(t)dt = Jwat
: =k E

sogar fiir jede beschriinkte, Lebesgue-meBbare Menge E C (g, b) gilt.

In der Tat: ist E offen, so 148t sie sich als die Vereinigungsmenge von end-
lich oder abzdhlbar unendlich vielen, paarweise disjunkten offenen Intervallen

3 Wie bekannt, sagt man auch: ,,f, konvergiert im Mittel gegen f“ und man schreibt:
fn—f (L% (q, b)), .
4 Man pflegt eine solche {f,} kilrzer ,,Cauchy-Folge** zu nennen.
$ Hier und spiter wird das Lebesguesche MaB einer Menge ¢ mit |e| bezeichnet.
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i, darstellen. Im Falle endlich vieler i, schlieBt man auf (5) direkt durch glied-

weisen Grenziibergang. Sonst setzen wnrj j+ j mit dem gemeinsamen
E b

Integranden [(O—f(®) und I, = U lk, S, = U 1,” dann folgt (5) ersnchthch
aus der Abschatzung (vgl. (1), (4))

1
2

J (10— 16t 1dtl

jf(t)dt’+H R

I 1o~ f(t)Jdt‘ =

weil | /,| beliebig klein gewahlt werden kann. Der Fall einer nicht-offenen Menge
E reduziert sich leicht auf den vorigen, irdem man auf die Darstellung E =
= E,—~E, basiert, wobei E, eine offene, E iiberdeckende Menge, E, aber eine
Texlmenge von E, mit beliebig kleinem MaBe bedeutet; man hat namlnch fiic
das Integral von j,,(t)—f(t) iiber E die obere Schranke:

I j 11~ r(t)ldt'H jr(t)dt HHABE,

152

Um pff, f,) zu untersuchen, tetrachten wir eine Zahlenfolge 0 =
=Y <Y <..:mit Y=o, Y-y, = dygt (8 fix) und nach der Festsetzung
eines endlichen Segments JC (a, b) die {-Mengen: e, , = {f{:t€ J, y,_, =
= (1) < 3 (k=0), " ey, ={t: te], —y<f~1,H)<0), ey, = {t:
], —y<[t) — 1) = —yi_ 1} (k> 1). Auf Grund von (1) und (3) existiert
nun ein von {y,} und J unabhangnger Index n, = ny(e) derart, da

3 Jenl { J tinty- fn(t)]dt; = ofm f)P<e  (mnzn)

k= —A k.
leg, nl=0 "

fiir alle 2 > 0 und w = 0;814Bt man zuerst i und dann 2, wins Unendliche gehen,
so erhellt daraus (vgl. (5)):

o0

© > e, n[ 1St . =¢ (n=ny)
k= —oo . i
leg, nl=0

mit S, = j (1)~ Fo(t)ldt. Wegen ¥, _jle, o = SenSYileonl bzW. —yile_,l=
—S_k,, = -—yk eyl (k=0) hegt aber die Summe (6) zwischen den Lebesgue-
schen Approximationssummen Z‘ Vi1 (€enl +le_ 4l) und Y‘ Vi (lepal+

+le_ynl), wobei yi—yi_, = 26. (6) impliziert also, daB das Integrdl von
(1) —f.(D]? iiber J fiir n = n,. vorhanden und glenchfalls eist; da dies fiir -
alle Jc (a, b) gilt, ergibt sich f(f)c L¥a, b) und off, f,) -~ 0 (n—~ oo). W. z.b.w,

¢ Der Strich neben dem Summenzeichen bedeutet, wie tiblich, daB & = O sein soil,

11 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIII.
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3. Der Beweis der Vollstdndigkeit der komplexen Ridume LP(a, b)(1 < p = o).
fiir welche die Norm mit

M | lielly = [jlqv(t)l”df]F

definiert ist,” kann wortlich so gefiihrt werden; anstatt (1) hat man aber natiir-
lich die Hdldersche Ungleichung

®) %ffp(t)w(t)dti =follllpll, (p1+g1=1)

anzuwenden.

Ist (a, b) endlich, so folgt die Vollstandlgkelt von L(a, b) aus der]emgen
von L¥a, b) mittels ||f,—f,l» = Wi —tallh und lf,—fll; = (b"a)z!”n"‘f”z
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Es ist bekannt, daB das formale System .der elementaren Booleschen
Algebra zahlreiche Modelle in den verschiedenen Disziplinen der Mathematik
hat, und daB die verschiedenen Modelle der Booleschen Algebra sehr niitzlich
in der Mathematik und in ihren Anwendungen fiir-die exakte Darstellung einer
Struktur sind. Es ist aber ein hidufig vorkommender Fall, daB eine Struktur
— die sonst eine Booleschen Algebra ist — auch einige ausgezeichnete Elemente
enthilt, fiir welche ausser der aligemeinen Gesetzen der Booleschen Algebra
noch auch gewisse spezielle Gesetze gelten. Fiir die ausfiihrliche Darstellung
solcher Strukturen ist die Booleschen Algebra allein genommen nicht geeignet.
Man behdndelt in solchen Fillen die spezielle Gesetze der ausgezeichneten
Elemente unter Anwendung von-Begriffen — meist mengentheoretischen —,
die auBerhalb der Booleschen Algebra fallen.

Der Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes ist die Untersuchung einiger
(formalen) Erweiterungen des formalen Systems der elementaren- Booleschen
Algebra, die fiir die formale Darstellung solcher Strukturen geeignet sind, die,
auBer daB sie — im gewd{hnlichen Sinne — Boolesche Algebren sind, auch
ausgezeichnete Elemente enthalten.

Unter § 1 skizziere ich kurz das formale System der elementaren Boole-
schen Algebra — im Weiteren: System % —, und gebe eine Liste deren
wichtigeren Sdtze an, die spiter benutzt werden. Unter § 2 beschreibe ich die
formalen Systeme /’0 Hn, He, HFround &'*, die aus dem System 4
durch eine Erweiterung entstehen; diese Erweiterung besteht in einer Auf-
nahme neuer Grundzeichen — die Konstante genannt werden — und der sich
auf diese Grundzeichen beziehenden Axiome (die Konstanten konnen als ,,aus-
gezeichnete Elemente‘ interpretiert werden). Unter § 3 weise ich nach, daB
‘alle diese Systeme konsistent sind im selben Sinne als das System ¢ : sie ent-
halten nichtherleitbare Gleichheiten. Zuletzt unter § 4 weise ich nach, dab
das System <#° komplett (volistandig) ist im selben Sinne als <% : durch Hin-
zufiigung einer nichtherleitbaren Gleichheit zu den Axiomen wird es inkonsi-
stent; dagegen sind die Systeme ##" und %< nur ,,quasi-komplett in dem
folgenden Sinne: wenn sie durch Hinzufiigung einer nichtherleitbarer Gleich-
heit zu den Axiomen nicht inkonsistent werden, dann haben sie als ihr homo-

.11*
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morphes Bild — in einem mehr unten zu definierenden Sinne — ein System
vom Typ <&™ oder <#*, das aus dem urspriinglichen wesentlich durch Weg-
lassung gewisser Konstanten entsteht. ‘

1.7.

§1.
Das System %.

Das formale System der elementaren Booleschen Algebra — System % —

sei z. B. folgenderweise gegeben.

A.

Aa.

Ab.

Ac.

Ad.

B.

BI.
' B2.

B3

Begriffsnetz.
Grundzeichen

Ausgangszeichen fiir Bildung von Variablen: w,

Operatoren: 71, A, V,

das Gleichheitszeichen: =, 4

runde Klammern (die Gebrauch der Klammern wird iiberall ver-
meidet, wo ihre Weglassung kein MiBverstindnis verursacht).

Definition der Variablen:
1. Das Zeichen w ist eine Variable. 2. Ist x eine Variable, so ist xw auch
eine Variable. — Andere Variablen gibt es nicht.

AL —

De]‘inition des Terms: :

Ist x eine Variable, so ist x ein Term. 2. Ist « ein Term, so ist
auch (7a) ein Term. 3. Sind « und -8 Terme, so sind auch (xAB) und
(«VB) Terme. — Andere Terme gibt es nicht.

Definition der -Gleichheit:
Sind o und B Terme, so ist o« = J eine Glelchhelt — Andere Gleichheiten
gibt es nicht.! _

Definition der Konstttuenten des Terms:

1. Ist & ein Term, so ist « eine Konstituente von « und von (1e). 2. Sind
o und B Terme, so sind « und B Konstituente von (¢AB) und von (aVh).
3. Sind &, 8 und p Terme und ist « eine Konstituente von 8 und 5 eine

Konstituente von y, so ist « eine Konstituente von y. — Ein Term hat .
keine andere Konstituenten auBer den durch 1. — 3. definierten.
Axiome.

In den folgenden Axiomen BL —B7. sind «, 8 und » beliebige Terme.

(aVa)=«a
(aVh) =(BV)

- (@VBVy) =(aVEBVy)
B4,

(aVEBAM) = {(aVAAE@VY)

1 Wir werden, um MiBverstindnissen vorzubeugen, die gewdhnliche (logische) Gleich-

heit (ldentitdt) zaweilen durch ,,="" bezeichnen,
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B5. (a«VIBA(TIA)) =«

B6. (1Vp) = ((‘I(x)/\(‘lﬁ))
B7. (1(11e)) =«

C.  Schlufregeln.

Cl. Definition der unmittelbaren Folge:

Sind «, g und y Terme, X und Y (eventuell leere) Zelchenfolgen fiir
‘welche die Zelchenfolge Xo¥V (und damit natiirlich auch XBY) ebenfalls
ein Term ist (o bzw. B sei also eine Konstituente des Terms XV bzw.
XBY), so ist die Gleichheit XBY = 5 eine unmittelbare Folge der Gleich-
heiten & = g und XY = y. — Andere Fille fiir unmittelbare Folge
. gibt es nicht. '
C2.  Definition der Herleitbarkeit einer Gleichheit:
Eine Gleichheit & = f§ ist herleitbar dann und nur dann, wenn sie ein
Axiom oder eine unmittelbare Folge herleitbarer Gleichheiten (nach
Cl.) ist.

7. 2. Fiir das System . gelten die folgenden wichtigsten Gesetze:*

(1) Die Dualen der Axiome Bl.—B6. (d.h. diejenige Gleichheiten, die aus
diesen  Axiomen durch die Vertauschung der Operatoren A und V entstehen)
sind herleitbar.

(2) Fiir das Zeichen = ist die Reflexivitit, die Symmetrie und die Tran-
sitivitdt beweisbar, d. h. 1) fiir jeden Term « ist « = o herleitbar, 2) ist
a=p herleitbar, so ist f=a auch herleitbar, 3) sind o = f-und g =y her;
leitbar, so ist « = y auch herleitbar,

(3) Sind «, g und y Terme und ist «=-p herleltbar S0 ist aAv=8AY,
aVy=pVy und Ja= 1§ auch herleitbar.

(4) Die Gleichheiten oV 7=V 18 und « A\ Ta= A 1B sind fiir
beliebige o, B herleitbar. '

(5) aV(@AB) = a und aA(@Vp) = o sind fiir beliebige Ternme «, S her-
leitbar.

(6) Ist « = f herleitbar, so ist ihre Duale auch herleitbar.

Diese Gesetze werden wir im Folgenden stillschweigend gebrauchen.

§2.
2.1. Das System %°.

Das System .%° entsteht aus dem System .4 durch eine einfache und
natiirliche Erweiterung. Aufgrund 1.2 (4) kann man néamlich fiir alle Terme
der Form aA o bzw. aV T als Kiirzung das Zeichen §§ bzw. 1 einfiihren,.
Das System $° wird diese Zeichen nicht als Kiirzungen, sondern als Grundzeichen
enthalten. Folglich verursacht diese Erweiterung keine inhaltliche Veranderung
des Systems .8, sie wird jedoch niitzlich sein fiir die spdteren Erweiterungen.
(Man kann @ und 1 als ,,unechte* Konstante bezeichnen.)

* Einen ausfithrlichen Autbau una viskussion siehe z. B, [1], 5. 4-52.
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Der Aufbau des Systems 5, ist der des Systems 99 mlt den folgenden
Abweichungen:

Zu den Grundzeichen 1—4 kommt in Aa. noch hinzu:

5°. Die Konstanten: § und I.
Zur Definition des Terms 1—3 kommt in Ac. noch hinzu:

4. Die Konstanten sind Terme.
Zu den Axiomen Bl.—BT7. kommen in B. noch hinzu:

B8. aV To = I. B9. 71 = @.

2.2. Das System B

Dies System entsteht aus dem System %° durch die Aufnahme n ,,echter*
Konstanten (n=2). Der Aufbau von " ist der von ° mit den folgenden
Abweichungen:

Zu den Grundzeichen kommt in Aa. statt 5°:

57. die Konstanten: @, I, ¢;, ¢, ..., ¢, (n=2).

Zu den Axiomen Bl.—B9. kommen in B. noch hinzu:

B10. aAb = @, wenn a und b voneinander und von I verschiedene Konstante
sind.

B1l. ¢,VeV ... Ve, = L

2.3. Das System B,

Dies System entsteht aus dem System $° durch Aufnahme potenziell
unendlich vieler Konstanten. Sein Aufbau ist der von $5° mit den folgenden
Abweichungen:

Zu den Grundzeichen kommt in Aa. statt 5°:

5¢. Ausgangszeichen fiir Bildung von Konstanten: @ und I[.
Zu dem Begriffsnetz Aa.— Ae. kommt in A. noch hinzu:

Afw. Definition der Konstanten:

Die Zeichen @ und I sind Konstanten. 2. Ist a eine von I verschiedene
Konstante so ist aff auch eine Konstante. — Andere Konstante glbt es nicht.
(Die Konstanten sind also: I, 9, 00, 000, ...)
Zu den Axiomen BI. —BQ kommt in B. noch BI10. aus 45" hinzu,
Bil. jedoch nicht.

2.4. Das System Bmm.

Das System .#"m entsteht aus dem System #° durch simultane Auf-
nahme zweier Klassen von Konstanten mit n bzw. m Elementen (n=2, m=2).
Der forinale Aufbau von %™ ist der von .6° mit den folgenden Abweichun-
gen:

“Zu den Grundzeichen kommt in Aa, statt 50

5w, die Konstanten: @, I; ¢, ¢y, - - ., €y dyy oy + - o, dyy (122, m=2).

IER
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Zu den Axiomen Bl.—B9. kommen in B. noch hinzu:

B10.1. ¢;,Ac; = 0, wenn i = .
B10.2. d/\d ~ﬂ, wenn 1 # ]
BIl.1. 61V62V ... Ve,
Bll1.2. d,Vd,V . Vd

2.5. Das System .B<*.

Das System .%* entsteht aus dem System 46° durch Aufnahme poten-
ziell unendlich vieler Klassen von Konstanten mit potenziell unendlich vielen
Elementen. — Der Aufbau von %«* ist der von .%#° mit den folgenden Ab-
weichungen:

Zu den Grundzeichen kommt in Aa. 5~ statt 5° (aus dem System -4¢).

Zu dem Begriffsnetz Aa.—Ae. kommt in A. noch hinzu:
afe®. Definition der Konstanten:

1. Das Zeichen @ ist eine Anfangskonstante. 2. Ist a eine Anfangskonstante,
so ist af auch eine Anfangskonstante. 3. Die Anfangskonstanten sind fur
die in-1—2 definierten. 4. Ist b eine Anfangskonstante, so ist b eine
,, Konstante von der Klasse b*. 5. Ist ¢ eine ,,Konstante von der Klasse
b, so'ist ¢l auch eine ,,Konstante von der Klasse b*. 6. Fiir eine Anfangs-
konstante b sind die ,,Konstanten von der Klasse b nur die in 4—5 de-
finierten. 7. Die Anfangskonstanten sind Kenstanten. 8. Ist a eine An-
fangskonstante und b eine ,,Konstante von der Klasse a*, so-ist b eine
Konstante. 9. Das Zeichen I ist eine Konstante. 10. Die Konstanten sind
nur die in 7—9 definierten.

(Die Konstanten sind also 1;0,01, 011, @111, . . .; 00, 9081, 0011, 00111, .. . ; 009,

oo1, geslL, gep1l, .. .; ...)

Zu den Axiomen Bl B9, kommt in B. noch hinzu:

B10e. aAb = @, wenn a und b verschiedene Konstante von der Klasse ¢
fiir eine Anfangskonstante c¢ sind.

Bemerkung. Ein Zwischensystem (zwischen %" und $%¢°) kann man
konstruiren durch Aufnahme meéhr als zweier (endlich vieler oder potenziell
unendlich vieler) endlichen Klassen von Konstanten und der entsprechenden
Axiomen.

§ 3.

. Es wird nun nach gewiesen, daB das unter § 1 und §2 definierten Systemen
konsistent sind im Sinne, daB es in jedem von ihnen eine Gleichheit gibt, die
nicht herleitbar ist.

3.7. Hilfsbegriffe.

Zum Nachweis der Konsistenz brauchen wir einige Hilfsbegriffe. Die
Auseinandersetzungen in diesem Abschnitt sind systemunabhingig, d.h.:
sie sind in jedem der Systemen &%°, %57, Hv, H, Lot giiltig.

Im Folgenden — fiir Irduktionsnachweise — brauchen wir den Begriff
des Rangs des Terms. Seine Definition ist:
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1. Der Rang der Konstanten bzw. der Variablen ist0. 2. Ist r der Rang eines
Terms a, so ist r+1 der Rang von (7). 3. Ist r bzw. s der Rang eines Terms
‘o bzw. B, so ist max (r, s)+1 der Rang von (aAB) und von (xVg). — Der Rang
von « wird mit |«| bezeichnet. .

Wir werden im Folgenden die von @ und von I verschiedenen Konstanten
kurz ,.echte Konstanten* nennen. ’

Wir nennen eirien Term ,,@-Term*, wenn unter ihren Konstituenten keine
Variablen und keine echte Konstanten vorkommen. Eine Gleichheit o« = 8
nennen wir ,,@-Gleichheit¢, wenn « und B @-Terme sind.

Wir definieren nun die ,,Reduzierte eines @-Terms o wie folgt:

1. Ist (10) oder (1) eine Konstituente von ¢, so ist die Reduzierte von
« ein Term o, die aus o durch Ersetzen aller in ihm vorkommenden Konsti-
tuenten der Form (710) bzw. (711) durch I bzw. durch @ entsteht.

2. Hat a keine Konstituente der Form (10) und (71), ist aber einer der
Terme (GAI), (1IAQ), (BAD), (IA]) eine Konstituente von «, so ist die Reduzierte
von ¢ ein Term o, die aus « durch Ersetzen aller in ihm vorkommenden Konsti-
tuenten der obigen Form der Reihe nach durch @, @, @, 1 entsteht:

: 3. Hat o keine Konstituente der Formen (16), (11), (@A), (BA0), (1AD),
(IA1), jst aber eine der Terme (BV 1), (1V@), (BVH), (IVI) eine Konstituente von
«, 0 ist die Reduzierte von ¢ ein Term «, die aus o durch Ersetzen aller in ihm
vorkommenden Konstituenten der obigen Form der Reihe nach durch I, [,4, 1

- entsteht.

4. Hat o keine Konstituente der Formen, die in 1 —3 figurierten, so hat
« kejne Reduzierte.

Hat der #-Term o keine Reduzierte, so ist er I oder §. Man kann nimlich
durch Induktion beziiglich des Rangs von '« leicht nachweisen, daB wenn
la] >0 ist, er eine Reduzierte hat.

Als die Reduktionskette eines §-Terms o wird die Folge der Terme o, oy, - .«
o, ... bezeichnet, wenn «, o ist und e, fir i=1, 2, ... die Reduzierte von
;- ist. _

Ist o ein @-Term, so ist die Reduktionskette von o endlich, d.h. es gibt
eine ganze Zahl r=0 derart, daB o, keine Reduzierte hat. Namlich nach den
Reduktionsregeln 1—3 vermindert sich bei jedem Reduktionsschritt die An-
zahi der Zeichen des Terms wenigstens um 3.. _

Das letzte Glied der Reduktionskette eines @-Terms o nennen wir die
Endreduzierte von o.

3.2. Nun kommen wir zum Konsistenzproblem des Systems <™.

Es sei o = B eine beliebige Gleichheit von 87, (x,, ..., x,) eine geordnete
Menge aller.in ihm vorkommenden Variablen, (a,, ..., q,) eine geordnete
Menge aller in ihm vorkommenden echten Konstanten, (y,, ...,¥y,) bzw.
(b,. ..., b)) ein aus den Elementen der Menge {4, I} gebildeter beliebiger p-
bzw. g-tupel, immer vorausgesetzt, daB I unter b, ..., b, hochstens einmal
urid im Falle ¢ = n wenigstens einmal vorkommt (p=0, ¢=0).

Ersetzen wir in der Gleichheit o = § alle x, durch y, (i = I, ..., p) und
alle g; durch ; (j = 1, ..., q). Die so entstandene Gleichheit «°=p% nennen
wir eine ,,Ausgewertete* der Gleichheit « =B. Es ist klar, daB «® und 8° @#-Terme
sind. — Es ergibt sich durch einfache kombinatorische Uberlegungen, daB die
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obige Gleichheit o = 8 27 4-¢+1 bzw. 1m Falle g =n 2°+n ,Ausgewertete
hat.

Es sei a?=pg° eine , Ausgewertetes der Gleichheit « = B, o* bzw. B*
die Endreduzierte von «® bzw. von 8°. Die Gleichheit «* = f* nennen wir dann
einen ,,Wert* der Gleichheit « = §.

Nach der Definition des Werts der Gleichheit und nach den in 3.1. behan-
delten ist es klar, daB ein Wert einer Gleichheit immer einer der Gleichheiten
I=1,1=06, 06=1, #=0 ist.

Wir nennen eine Gleichheit /dentitdt, wenn unter ihren ,,Werten“ 1 = §J
und @ = 1 nicht vorkommen.

Es ist unmittelbar einzusehen, daB alie Axiome B1.—-B11. (in .4") lden-
titdten sind. Ebenso leicht kann man nachweisen, daB die unmittelbare Folge
zweier ldentitdten selbst eine ldentitdt ist. So erhalten wir:

Im System 8" sind nur Identitdten herleitbar. — 1 = {J ist keine ldentitit,
ist also nicht herleitbar. .%" ist also konsistent.

3.3. Das System ¢ ist ein Teilsystem des Systems .47 | = @ ist also
auch in 8° nicht herleitbar: das System $° ist konsistent.

Die Gleichheit «V e = aA T« ist in +4° ebenfalls nicht herleitbar. Wire
sie herleitbar, so ware offensichtlich auch 1 = @ herleitbar, das ist aber un-
moglich.

Das Systeni .# ist ein Teilsystem des Systems 4% So ist aV Jo = oA
auch in % nicht herleitbar: das System % ist konsistent.

3.4. Die Konsistenz des Systems .% ist ahnlich beweisbar wie die des
Systems ”. Man definiere die ,,Ausgewertete* der Gleichheit wie in 3.2,
jedoch unter Weglassung des unterstrichenen Textteils. Die Uberlegungen
.kann man sonst ohne wesentlichen Verdnderungen iibertragen (natiirlich unge-
achtet des Axioms BIL.).

3.5. Das Verfahren im Falle .%6"" ist wesentlich dasselbe, man hat nur
die Definition der ,,Ausgewerteten“ der Gleichheit zu modifizieren etwa wie
folgt: Es sei o = B eine Gleichheit von &, (x,, ..., x,) eine geordnete
Menge der in ihm vorkommenden Variablen, (¢, ..., c,q) bzw. dy ---.4d,)
eine geordnete Menge des Durchschnittes der Menge dér in ihm vorkommenden
Konstanten und der Menge {c,, ...,cn} bzw. der Menge {d,, ..., d,}, (¥, ..., ¥,)

bzw. (a,, ..., a,) bzw. (b, ..., b,) ein aus den Elementen der Menge {@, I}
gebildeter belleblger p- bzw. q- bzw r-tupel, immer vorausgesetzt, daB I unter
a,, ..., a, und unter b,, ..., b, hochstens je einmal und im Falle ¢ = n im

ersten, im Falle r = m im letzten wenigstens einmal vorkommt (p=0, ¢=0,
r=0). — Ersetzen wir in der Gleichheit « = # alle x, durch y, (k= 1, ..., p),
alle ¢, durch a, (k = 1, ..., ¢), alle d;, durch b, (k =1, ..., 7). Die so ent-
standene Gleichheit «® = 8° nennen wir eine ,,Ausgewertete” der Gleichheit
a = f.

Der Fortgang ist wie bei %", wesentlich unverandert (nur sind es BlO 1,
B10.2, B11.1 und B11.2 statt BI0. und BI1. zu betrachten).

3.6. Im Falle $«* ist das Verfahren wie bei s%* (im 3.4.), naturhch
hat man jetzt BIO» statt B10: zu betrachten.
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§ 4.

Zuletzt befassen wir uns mit der Komplettheit (Vollstandigkeit) unserer
Systeme.

4.7. Vorbemerkungen.

Zuerst behandeln wir das Komplettheitsproblem der Systeme B, B
und He. Die Diskussion wird simultan sein, d.h. alle unsere Behauptungen
in 4.1.—4.4. — falls das Gegenteil nicht ausdriicklich betont wird — werden
in allen drei Systemen giiltig sein.

Wir mochten die folgenden Kiirzungen einfiihren.

I. Statt der Aussage ,,c = f ist herleitbar* schreiben wir kurz o = B
2. Statt ,,a = # und |—/3 = p* schreiben wir kurz ,,l—a = f =y

3. Im Falle r = 0 bzw. r = [ soll die Zeichenreihe oV ... Voo, @ bzw.
oy, bedeuten. '
4. Im Falle r = 0 bzw. r = 1 soll die Zeichenreihe o;A ... A, 1 bzw.
, bedeuten.

5. Statt der Aussage ,,ein Term hat die Form « oder 8 oder aAB” schreiben
wir kurz ,,ein Term hat die Form a/Ag*.
6. ,,oy B bedeutet dhnlich o oder g oder oV 8.
Der folgende Satz ist sinngeméss nur in %" und % giiltig:

Es seien a und b verschiedene echte Konstanten. Dann ist
(1) Fa=aAb,
(2) FTa= TaVb.

Skizze der Herleitung der Gleichheit von (1): Nach BI10. ist aVb = @, also
a = aA(V 1) = (@apb)vV(@@A 1b) = V(@A 1b) = aA 1b. Die Gleichheit von
(2) entsteht ‘aus der von (1) durch Negation beider Seiten.

4.2. Der Begriff der Normalform.

Wir bezeichnen mit M(qg) die geordnete Menge der Form (x,, .. ., X,), wenn
, X, verschiedene Variable mit =0 sind. Ist die Menge M(g) gegeben
und 1st yJ eine der x;, 71x; fiir j=1,...,q, so bezeichnen wir als ,,ein Normal-
glied iiber M(q)* die Tefme der beiden Formen
(@V...Va)AN@A ... AY) (g+r=0, im Falle &" r<n),
(O A oo AN TOBYAWA - - ANYy) (g+5=0, im Falle %" s<n),
wo 4, ..., a, bzw. b, ..., b, verschiedene echte Konstante sind, und ausser-
dem im Falle ¢ = 0 auch die Konstante I. — (q,V ... Va,) bzw. (7p,A ...
. A1by) ist ,,der konstante Teil*, (y,A ... Ay,) ,,der variable Teil** des

Normalglleds (Im Falle g = O fehlt der variable Tell im Falle ¢ > 1 darf
der konstante Teil fehlen.)) — Wir nennen zwei Normalglledel Ghnlich, wenn
ihre variabten Teile identisch sind. (Im Falle ¢ = O sind alle Normalglieder

ihnlich.)
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Als ,,eine Normalform iiber M(qg)*“ bezeichnen wir den Term
aV...Va, (=0)

wenn e, ...,a, nicht dhnliche Normalglieder iiber M(q) sind.

Satz 1. Es sei o ein Term und die Menge M(q) enthalte alle in o vorkommenden
verschiedenen Variablen. Dann gibt es eine Normalform o iber M(q) derart,
daf o = o ist. Dieser Term o wird ,eine Normalform von o tiber M(q)* ge-
nannt.

Zum Beweis brauchen. wir einige Hilfssitze.

- Hivrrssatz 1. In Anbetracht der in 4.1. eingefiihrten Kiirzungen 3— 6 ist
@ per definitionem eine Normalform von @ iiber beliebigen M(g) und.I eine
Normalform von I iiber M(0).

HiLrssaTz 2. Ist a eine echte Konstante, so sind ¢ bzw. 7a Normalformen
von a bzw. Ta iiber M(0). Ist x eine Variable, so sind x bzw. 71x bzw xV 7x
Normalformen von x bzw. 1x bzw. I iiber M(1) = (x).

HiLrssaTz 3. Hat ein Term « eme — von @ und von I verschiedene —
Normalform iiber- M(¢—1) = (x}, ..., x,_,), so hat er eine Normalform auch
fiber M(q) = (X;, - .+, Xy py %) — Es se1 ndmlich

1 Mq—1 Mg
Fa=gV...VE =1),
wo B, ..., Normalglieder iiber M(g—1) sind. Dann ist
Fo=aA(V x) = (@AX)V(eA x,) =
=(BrV ... VBIAX) VBV - - - VBIN %)= )
= B NIV - VEAXIVEA TX)V V(A ),

und hier sind schon (8,Ax)) bzw. (B;A 1x,) fiir i = 1, ...,r Normalglieder
iiber M(q).

HivrssaTz 4. Sind o und 8 ahnliche Normalglieder iiber einer M(q), so
ist entweder aVp = @ oder es gibt ein Normalglied y iiber M(g), so daB
—aVvp =y ist. — Es ist ndmlich:

FoaV B = (a" NO)V(B AS) = (/v )16,

wo of, f’ die konstanten Teile von «, 8 sind und & der gemeinsanie vauable
Teil ist. Nun ist die Form von o'y’ eine der Folgenden:

3) (V... Va)v, V... Vb)),

4 ' (@, V ...\/a,)\/(’\bl/\.../\‘\bs)p

©®) (Ta Ao ATV (b A A TThY),

WO @y, ..., 4, bzw. by, ..., bs die Konstanten von o bzw. vdn g’ (oder umge-

kehrt) sind.

Fall von (3): Wende man an — wenn es méglich ist — die Gleichheit aVa =
= g, solange alle Konstanten in (3) nur einmal vorkommen. Bezeichnet man
den so entstandenen Term mit ¢, so ist +aVp = #A0, und #A ist schon ein
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Ivormalglied. (Wenn — im Falle %" — -4 = 1 ist, so ist das gesuchte Normal-
glied 1 oder & je nach dem, ob & fehit oder nicht.)

' Falle von (4): Ist ¢, mit b, identisch, so ist -a,V 716, = 1. Sind @, und b,
verschieden, so ist — laut (2) — kaVb; = b, Durch widerholte Anwen-
dung dieser Gesetze erhilt man

) FM@) = (Tba Ao ATy,

und a,, ..., a, kommen unter by, ..., b, schon nicht vor. Bezeichnet man den
an der rechten Seite von (4) vorkommenden Term mit 4, so ist entweder — im
Falle %" — 4 = ¢ und FaVB = 8, oder aVf = #Ad und #A0 ist schon
ein Normalglied.

Fall von (5):

F G =@V .- Va)V b, V... Vb) =
=—,((al ...Va,)/\(bl\'/-‘-\/bs))-

‘Sind g; und b; verschiedenm, so ist—nach BIO— |-a,Ab; = ¢, sind sie aber
1dent1'sch, s0 st Fa; Ab; = a;. Durch widerholte Anwendung dieser Gesetze
erhdlt man: (5) = T(a,] V...Vay,)="a,A... A a;, Die Fortsetzung ist
wie im vorigen Falle.

HiLrssatz 5. Sind « und B verschiedene Normalglieder iiber einer M(q),
so ist entweder —a A\ B =0 oder gibt es ein Normalglied y iiber M(q), so
daf FaAB =y ist.

Fall 1. & und B sind #hnlich. Dann ist FaAf = (& A)A(B NS) =
=’ AB'AS, wo o, B und & dasselbe wie im Hilfssatz 4 bedeuten. Die Form
von a'AB ist eine der Folgenden:

(6) @V Va)ABV ... Vb,
(7) @V ...VaIAN(TIb A .../ 1by),
8) ' (e A oA TG)A(TIB AL A TTY).

Fall von (6): Sind a; und b; verschieden, so ist -a;Ab, = @, sind sie aber
identisch, dann ist l—al/\b = a Durch widerholte Anwendung dieser Gesetze
erhilt man: —(6) = a,V . Vap, also aAf = (a;V ... Va )As, und
die rechte Seite dieser Glelchhelt ist das gesuchte y (im Falle 8" y ’kann auch
8 oder I — bei ¢ = 0 — sein). Im Falle p = 0 (d.h. wenn alle a, und b, ver-
schieden sind) ist aber —aAB = 0.

Fall von (7): Sind g, und b; verschieden, so ist nach (1) g, /\ b = a,
sind sie aber -identisch, so ist l»—a ATby = ﬂ Das Resultat der widerholter

Anwendung dieser Gesetze H(7) = a,lv . Va;,. Die Fortsetzung ist wie
im Fall von (6).

Fall von (8): (8 =7((aq,V ... Va)Vv(,V ... Vby). Wenden wir die
Gleichheit aVa = a an, solange alle Konstanten nur einmal vorkommen. So
erhdlt man: +(8) = a,V ... Va,) =7a,A ... A7a, Die Fortsetzung

ist wie in den vorigen Fillen (der Fall p = 0 kann ]etzt nur dann vorkommen,
wenn r = 0 = s ist).
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Fall 2. o und B sind nicht dhnlich. Dann gibt es wenigstens eine Variable
x, so daB x in o unnegiert und in 8 negiert vorkommt (oder umgekehrt). Dann
ist aber: o = xAa, Hf=T1%XAB; FaABf = xA Wx/\a/\ﬁ = .

HivLrssaTz 6. Haben o und g eine Normalform o’ bzw. 8’ iiber einer M(q),
so hat oV 8 auch eine Normalform iiber M(g). — Das ist evident, wenn wenigstens
der eine von «’, # @ ist. Sonst aber:

FaVB=a VB =@V ... Va)VE V... V) (=1, s=1),

WO oy, ..., a, und By, ..., B Normalglieder iiber M(¢) sind. Sind o, und B;
Ahnlich, so soll man den Hilfssatz 4 anwenden, dadurch kann man die ahnliche
Normalglieder eliminieren und die gesuchte Normalform erhalten.

HiLrssatz 7. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 6 hat a A8 auch
eine Normalform iiber M(g). Das ist wieder eine Trivialitit, wenn wenigstens
der eine von o, §’ @ ist. Andernfalls ist aber:

FaAB = AR = (V... Va)ABV ... VB =
= (G ABDV -V ABIV - V(G ABDV .. V(e ABy)

(hier sind o, ...,a, und g, ..., B, wieder Normailglieder iiber M(g).) Sind o;
und g, identisch, so ist -o;,AB; = o;, sind sie aber verschieden, so kann man den
HllfSSatz 5 anwenden dadurch erhdlt man die Normalform von alf iiber
M(g)-

HivLrssaTtz 8. Haben 7« und 718 eine Normalform iiber einer M(g), so hat
eV P) und 7 (xAB) auch eine Normalform iiber M(q). Namlich: |- TaVp) =
= TJaA 18 - 1aAB) = TaV 18, im ersten Falle vermittels Hilfssatz 7, im
zweiten Falle vermittels Hilfsatz 6 erhdlt man aus den Normalformen von
T und von 18 die gesuchte Normalform.

Die Behauptung des Satzes | kann man nun durch eine Induktion be-
ziiglich des Rangs des Terms o beweisen, unter Anwendung der Hilfssitze
1-3 und 6-8.

Satz 2. Sind o, und o, Normalformen tber einer M(q) und ist o, = cy,
so sind oy und oy identisch.

Bewers. Nehmen wir an, daB «, und ¢, verschieden sind. Den Fall [ = §
brauchen wir nicht betrachten, weil I = @ nicht herleitbar ist. — Nun sind

folgende Falle maoglich:

(1) Der eine von o, o, — z.B, o, — ist I (dann ist ¢ = 0).

. (l1a) In o, sind die Konstanten unnegiert.

(Ib) In «, sind die Konstanten negiert; es sei a eine Konstante von e,

(2) Der Fall (1) ist nicht erfiillt und der eine von «;, «, enthilt ein Normal-
glied 8, der andere enthilt aber kein zu g dhnliches Glied.

(2a) In B sind die Konstanten unnegiert; es sei a eine Konstante von g.

(2b) In g8 sind die Konstanten negiert, oder 8 enthdlt keine Konstanten.

(3) — (1) und (2) ist nicht erfiillt. Fiir ein Normalglied # von «, gibt es ei
verschiedenes, aber dhnliches Normalglied 8”7 in o,.

(3a) Alle Konstanten in 8 und in §” sind unnegiert. Dann gibt es eine Kon-
stante a, die z.B. in g vorkommt, in A’ aber nicht.
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(3b) Alle Konstanten in § und in 8’ sind negiert; es sei a eine Konstante,
die nur in 8 vorkommt. '

(3c) In B sind die Konstanten negiert, in 8” aber unnegiert.

Bilden wir nun eine ,,Ausgewertete’ von o, = o, wie folgt: Ersetzen wir
im Falle (I1b), (2a), (3a), (3b) a durch I, die iibrigen echten Konstanten durch
@, in den iibrigen Fiéllen aber alle echten Konstanten durch §J. Ferner ersetzen
wir — wenn ¢=0 — eine Variable x mit /, wenn sie (in Falle (2) und (3)) in §
unnegiert vorkommt, und mit @ sonst. Durch das besagte Verfahren erhalt man
aher — wie es leicht einzusehen ist — I = @ als einen ,,Wert“ von o, = oy,
also ist o, = o, keine Identitat. Dann ist aber o, = o, — nach 3.2—-3.4 —
nicht herleitbar, was unseren Voraussetzungen widerspricht.

Zusatz. Ein beliebiger Term « hat iiber einer M(q) hochstens eine Normal-
form. — Sind nimlich «; und «, Normalformefi von ¢ iiber M(q) , dann ist
o, = o, das ist aber nach Satz 2 nur im Falle moglich, wenn ¢, und o, iden-
tisch sind.

Satz 3. Enthdlt die Menge M(q) alle in den Termen o, B vorkommenden
Variablen, so ist o = f dann und nur dann herleitbar, wenn die Normalformen von
ce und B iiber M(q) identisch sind.

Bewkls. ,,Dann*. Ist y die gemeinsame Normalform von « und g iiber
M(q), s0 ist o = y und B = v, daraus folgt aber a = 8. — -,Nur dann*.
Ist @ = B herleitbar und ist o’ bzw. §” die Normalforn von o« bzw. von 8 iiber
M(g), so ist a =do, -8 =, und daraus folgt o/ = /. Nach Satz 2 ist
aber das Letztere nur dann moghch wenn o und B’ identisch sind.

ZusATz. Ist o = B eine Identitit, so ist sie herleitbar. — Nach Satz’ 3 ist
es zum' Beweis hinreichend, zu zeigen, daB die Normalformen o, 8 von « und
von B identisch sind. Wire das nicht der Fall, so wire — nach dem Beweis des
Satzes 2 — o = f keine Identitit. .

4.3. Die Komplettheit des Systems -5°.

Es sei «« €in Term, x eine Variable und 8 ein Term. Ersetze man x in « iiber-
all, wo es nur vorkommt, durch 8. Den so entstandenen Term bezeichnen wir
mit o(x/B).

Satz 4. Ist die Gleichheit o = B herleitbar, so ist auch a(x/y) = B(x{y) her-
leitbar. (Regel des Einsatzes.)

BewEis. Ist « = B ein Axiom, se ist die Behauptung des Satzes eime Trivia~
litdt. Ist die Behauptung wahr fiir die Gleichheiten E, F, und ist G eine un-
mittelbare Folge von E und F, so ist es leicht emzusehen daB die Behauptung
auch fiir G wahr ist.

Es sei y der variable Teil eines Normalglneds iiber M(q) = (x, ..., X,)
it g =1 und sei sie eine Konstituente eines — sonst beliebigen — Terms d.
Setzen wir in & anstelle von x, I, wenn X; in y unnegiert vorkommt, und @ sonst,
ein (i=1,...,9). (Ausfuhrhcher bilden” wir den Term 8(x [y - - - (X,1yp)
wo y, I ist, wenn x, in y unnegiert vorkommt, und @ sonst.) Es ist leicht €in-
zusehen, daB fiir den durch diesen Einsatz anstelle von y tretenden Term o/
immer 4’ = 1 ist. Darum werden wir diesen Typ des Einsatzes als einen

i Einsatz“ hezeichnen.
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Es sei G eine nicht herleitbare Gleichheit. Fiigen wir sie den Axiomen
hinzu. Ist eine Gleichheit H in dem so erweitertem System herleitbar, so sagen
wir, daB ,,aus G H herleitbar ist*; eine solche Behauptung werden wir kurz
durch G~ H angeben. — Ahnlich, {G}+{H,;} bedeutet: ,aus den Gleich-
heiten G,, G,, ... sind die Gleichheiten H,, H,, ... herleitbar.

Satz 5. Aus I = 0 ist eine beliebige Gleichheit y = & herleitbar.

Namlich: I = @-0=0Ay = [Ay = », dh. I = fry =0, und ebenso:
|l =0ré=0alsol =@ry = 6.

Satz 6. Enthdlt die Gleichheit o« = f keme echterr Konstanten und ist sie
nicht herleitbar, so ist o = g1 = §.

Beweis. Es sei M(g) = (x,, ..., x,) die Menge der in « und in # vorkom-
menden Variablen. Ist diese Menge leer, so ist unsere Gleichheit selbst I = @.
Wenn das nicht der Fall ist, sa bilden wir die Normalformen von « und yon 8
iiber M(q), es seien diese o’ und g’. Nach den Voraussetzungen und nach dem
Satz 3 sind o« und B’ verschieden, d.h. es gibt wenigstens ein Normalglied y,
die ein Glied z.B. von &, aber kei‘n Glied von 8 ist. Durch einen y/l Einsatz
gehen alle von y verschiedenen Glieder von «" und g’ in @ iiber, y geht aber in
I iiber. So geht o in I iiber, §’ aber in @, d.h.esist o’ = /1 = @.

Das System 5° enthilt keine echten Konstanten. So ist eine unmittel-
bare Folge der Sitze 5-6:

SAatz 7. Das System B° ist komplett; d.h. ist G eine nicht herleitbare Gleich-
heit des Systems $%, so ist fiir eine beliebige Gleichheit E des Systems .5® G E.
4.4. Die Kompleitheitsprobleme der Systeme B" und B*.

Im Weiteren wenden wir die folgenden Kiirzungen an: ,,o =g} 71 bedeutet
,,Bilde man die Gleichheit 1« = 715 , @=8|Ay* bzw. ot = By bedeutet:
,,Bilde man die Gleichheit « Ay = Ay bzw. aVy = BVy’

Wir werden sagen, daB die Gleichheitssysteme {G} und {H,;} dquivalent
sind, wenn {G;} —{H,} und {H}—{G}ist;das werdenwir kurz mit ,,{G;} —|— {H }**
bezeichnen. _

Nun mochten wir zuerst fiir die einfachsten nichtherleitbaren Gleichheiten
das dquivalente Gleichheitssystem suchen. Betrachten wir also d1e folgenden
Typen nichtherleitbarer Gleichheiten:

(9) I=aV...Va,

(10) [="agA...Aa,

(11 aV...Va, =bV...Vb,

(12) eV ...Va=1hA... A Tb,,

(13) A A A Te =N A

(14) : g=aV...Va,

(15) f=1aA...Aa,

wo a;, ..., a, und b, , b, echte Konstanten sind (r=1, s=1). In (11) und

in (13) die rechte und die linke Seite sind natiirlich nicht identisch (sonst wdren
diese Gleichheiten herleltbar)
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Es sei k eine echte Konstante, die in (9) nicht vorkommt. Durch (9)[Ak
erhilt man (wegen aq,Ak = @)

99 9 +k=0.

In %" ist (&) — mit Hilfe des Axioms B11. — umkehrbar, d.h.
f k=4, wenn k eine von I, 0, a ..., 4, } "‘“l;—— ).
\ verschiedene Konstante ist _

In B+ werden wir als das mit (9) dquivalente Gleichheitssystem (9) selbst
betrachten, nicht vergessend, daB (9") auch in .%  giiltig ist.
Aus (10) erhdlt man:

I =7(aq,V...Va)|

(14%) | P=a,v...Valra, (=1,...,0
(109 (10) Fa; =0 (=1,..,n.
(10) ist {in 4" und auch in B*) offensichtlich umkehrbar:

{a, =0 (=1,...,n0) —|— (10). \

Es sei nun k eine echte Konstante, die in (11) nur an der einen Seite vor-
kommt. Wie im Falle (9), erhdlt man:

(1) |[Ak
(11%), (1) —k =40,
und (11’) ist auch offensichtlich umkehrbar:
(11) —|— {k = 0, wenn k in (11) nicht vorkommt}.

Zur Behandlupg von (12), sei k eine echte Konstante, die'in (12) an beiden
Seiten vorkommt. Unter Anwendung von B10:

(16) (12) |Ak

(127 k=9

Kommt aber k in (12) nicht vor, so erhélt man aus (16) mit B10 und mit (1)
(127) k=0 |

Lassen wir diese Konstanten aus (12) weg, die nach (12") gleich mit @ sind;
die so entstandene Gleichheit sei

aV... Vg ="V...VIRVEYV ... Vh)
(]2///) . . g]_V"'Vgl\/hlv"'vh]:l'

In 4" aus (12’) und aus (127), in A aus (12’) und aus (12”) ist (12) her-
leitbar.. Also in .%n:

[ k=9, wenn k in (12) nicht vorkommt 1—«1- (12)
| ‘oder an beiden Seiten von (12) vorkommt [ '
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und in &
k = @, wenn k an beiden Seiten von (12)
] vorkommt; u,V ... Vu; = 1, falls ‘ 12
‘ Uy, ..., 4; sdmtliche genau an einer Seite von ] —— (12).
(12) vorkommenden Konstanten sind
Die Behandlung von (13): (13) 11
arn aV...NVa,=bV...Vb,

und daraus ist (13) offensichtlich herleitbar. (17) ist aber identisch mit (11).
(14) ist identisch mit der Gleichheit von (14*) und letztere ist — wie wir
schon sahen — &aquivalent mit (10).
Zu (19): ’ (13)j1
I=qV...Va,

was teils identisch mit (9), teils offenbar dquivalent mit (15) ist.
Satz 8. Ist o = B eine nichtherleitbare Gleichheit, die keine Variablen ent-
hdlt, so gibt es ein Gleichheitssystem {E}}, da.

«=p ——{E)
ist, und das Gleichheitssystem {E} ist entweder {I = @}, oder besteht aus Gleich-
heiten der Typen
a;=0 und a,V... Va,=1I

mit echten Kanstanten a,, a,, ..., a,.

Beweis. Bilden wir die Normalform von « und von g {iber M((). Nach
Satz 3 und nach den Voraussetzungen erhdlt man damit entweder I = @,
oder eine der Gleichheiten (9)—(15). Fiir diese Gleichheiten ist aber unsere
Behauptung — nach dem Satze 5 und laut obiger Untersuchungen — wahr.

Satz 9. Ist o = f eine nichtherleitbare Gleichheit, so gibt ein Gleichheits-

system &, daff oo=f—|— % ist, und das Gleichheitssystem % besteht eni-
weder aus der einziger Gleichheit 1 = (3, oder aus Gleichheiten der Typen

p a;=0 und ¢,V ...Va,=1

mit echten Konstanten a,, a,, ..., a,. — Diese Eigenschaft des System 8" baw.

He werden wir so ausdriicken, daf das System ,,quasi-komplett ist.

Beweis. Es sei M(q) die Menge der in o und in g vorkommenden verschiede-
nen Variablen. Die Behauptung ist im Falle, wenn die Gleichheit keine echten
Konstanten enthilt, nach Satz 6, im Falle ¢ = 0 nach Satz 8 wahr, Sei
also'g=1 und setzen wir voraus, daB unsere Gleichheit auch echten Konstanten
enthélt.

12 ANNALES — Sectio Mathematica Tomus VIiI.
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Bilden wir nun die Normalform von « und von § iiber ‘M(g) und bezeichnen
wir diese mit o und B’. o’ sei: .

uV...Va,VynV ...VV,VnIV RRRAVE R

und 8 sei: BV . NVBp NV .. VYV VooV,
wo alle griechischen Buchstaben Normalgheder bedeuten und y, und 4} die
dhnlichen Glieder smd (i=1,...,r). — Nach Satz 3 und nach unserer Vor-

aussetzung sind «" und p’ vonemander und von I verschieden, es gibt also
wenigstens einen Term, der ein Glied z.B. von ' aber kein Glied von g’ ist.
So soll wenigstens eines der p, p’, r=1 sein.

Aufgrund von {x =2, u =v}-=Vu = AV ist es evident, daB

18 f%:?’f (I.=l,...;f); ai:ﬂ (l=1y:P;} [
'(qt) ‘ ﬂi:ﬂ (i=1»---yp') e ‘B
151,

Fali-des Typs y; = yj. y; ist nun ;A8;, y; ist &{A$, und ¢, &; sind konstante
Teile, §, ist variabler Teil. Durch einen §,/1 Einsatz geht Vi ing, y; in & iber,
alle anderen Glieder gehen aber in ﬂ iiber, d.h. es ist o’ = f't-¢; = ¢;. Nach
Satz 8 hat aber die Gleichheit ¢; = ¢/ ein Adquivalentes Glelchheltssystem .
Es ist offenbar ¢, = &}y, = 9}, némlich:

g = &|..9;

e N8 = el \b,.

~—t

Daher:
(19) . _:gi_'_wl_~ =7 ud o =p+H5.

Fall des Typs «; = @ (bzw. 8; = ). — Es sei g,A$; dle Form von «;, wo
g; der konstante, §; der variable Tell ist. Durch einen §,/1 Einsatz geht o in ¢,
iiber, alle anderen Glieder gehen in @ iiber, es ist also o = '+ = @, und
nach Satz 8 hat die Gleichheit ¢, = @ ein 4dquivalentes Gleichheitssystem %,.
Offenbar ist ¢, = #o; = @, und somit:

(20) J/: _._l_ o; = g und o = ‘3’|_‘;}'<;

Aufgrund (18), (19) und (20) ist es evident; daB das mit « = f dquivalentes -
Gleichheitssystem &% die Vereinigung der in- (19) und in (20) vorgekommenen
Systemen des Typs ¥,, o ist.

ZusaTtz 1. Das bystem " bzw. A» wird komplett im urspriinglichen
~Sinn — laut unserer Untersuchungen — dann und nur dann, wenn k =@
fiir jede echte Konstante k ein Axiom ist.

Zusatz 2. Schreibt man im Beweis der Komplettheit des Systems H°
iiberall «V e statt I, aA 7« statt @,so erhdlt man den Beweis der Komplett-
heit von 8.

Zusatz 3. Die Systeme 54" und -8 sind mcht komplett und auch
nicht quasi-komplett. In s st z.B. die Gleichheit ¢,V¢,Ve, = d,Vd, nicht
herleitbar, sie ist-ndmlich keine ldentitit (siehe 3.1 und 2.5). Fiigt man diese
Gleichheit zu den Axiomen hinzu, so bleibt das modifizierte System konsistent.
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Das ist durch durch die folgende Modifikation des Begriffs der ,,Ausgewerteten*
kontrollierbar: Ersetzt man d, und d, durch @, so ersetze man ¢,, ¢;, und ¢,
auch durch fJ: ersetzt man d, eder d, durch I, so ersetze man eine der ¢,, ¢,, ¢,
auch durch L. Durch diese Modifikation wird ¢;V¢,Vey = d;Vd, eine Identitat,
und die fritheren Identitéten bleiben Identitdten, das System bleibt konsistent,
also ist fiir keine echte Konstante k —k=@.

4.5. Zuletzt wollen wir nachweisen, daB die Eigenschaft der Systeme %"
und B ,,quasi-komplett zu sein, -wirklich derart ausdriickbar ist, wie wir
es eingangs (am Ende des dritten Absatzes) angegeben haben. Dazu dient
Satz 10. Um Satz 10 zu formulieren, brauchen wir folgende Begriffe.

Wir nennen kurz ,,%B-Systeme die Systeme &£° -B", PHe, sowie
diejenige, die aus diesen durch Hinzunahme weiterer Axiome entstehen.

Wir sagen, daBl ein .#-System- .’ ,ein homomorphes Bild* eines .%-
Systems B+ ist, wenn es eine ,,abbildende* Funktion f gibt, derart, daB

(1) fiir jeden Term o von B+ f() ein Term von .’ ist, und fiir jeden Term
o’ von .A’ es (wenigstens) einen Term « von A+ gibt, derart, daB f(a) = o
ist, . _
(2) es ist o’ = @ in B’ dann und nur dann, wenn fiir jeden Term
o, fvon B+ aus fla) = o« und f(f) = f/ a = Bin B folgt.

Satz 10. (1) Es sei o = B eine nichtherleitbare Gleichheit des Systems .Am,
vorausgesetzt, dap nicht § = I—|—o = p.Bezeichnen wir mit %"+ das aus
dem System A" durch Hinzufiigung von o = B als Axiom entstandene System.
Dann gibt es ein System $™ (m = 0 oder 2=m=n) als homomorphes Bild
des Systems $H"+. — (2) Ersetzen wir in (1) ,, 8™ durch ,, B, LB+
durch ,, @B+, | Bm durch %%, ,,(m =0 oder 2=m=n)*“ durch ,,(A
bedeutet w oder eine von 1 verschiedene natiirliche Zahl)«.

Beweis. Fall von (1). Das mit'e = § dquivalentes Gleichheitssystem £
enthdlt jetzt nur Gleichheiten der Form & = @ mit echten Konstanten k. Es
. sei p die Anzahl der (verschiedenen) Gleichheiten von &. Ist p = n oder
p=n—1, so sei m =0, sonst sei m = n—p. Es sei (q, ...,a, — wenn
p<n — die geordnete Menge derjenigen echten Konstanten a; von .#", fiir
welche nicht o = f-a; = @ ist, (¢, ..., c,) die geordnete Menge der echten
Konstanten von %™ (wenn m = 1 ist).

Die Funktion f geben wir durch die folgende induktive Definition an. Es

f(x) =x, wenn x eine Variable ist,

f(k) =@, wenn o = Bk =@ in %" und k echte Konstante ist,
fla) =¢, firi=1,2,...,m wenn p<n-1 ist,

fla) =1, wenn p=n-1 ist, :

f@ =40

() =1,

1Cy) =), )

Vo) = f(p)V(©), wenn y und & Terme von .67+ sind.
frA8) = 1A f®), |

DaB { eine ,abbildende* Funktion ist, das kann man durch Induktion
beziiglich des Rangs des Terms nachweisen. '

12*
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Es sei nun 9" = ¢” eine herleitbare Gleichheit von %™, und seien y und 8
solche Terme von %"+, fiir welche f(y) = 9" und f(8) = & ist. Kommt in p
oder in & eine echte Konstante k vor, fiir welche o« = Sk = § ist, so ersetzen
wir k durch @ und im Falle p = n— I noch die eventuell vorkommende a, durch
I. Fiir die so entstandenen y*, &+ gilt offenbar

20 yr =8Ty=96

in $"*. Ersetzen wir in 5" und in & alle ¢, mit a;, (wenn eine ¢, in ihnen vor-
kommt), so werden die so entstandenen Terme — nach der Definition von f — mit
y* bzw. mit &+ identisch sein. Durch dasselbe Ersetzen in der Herleitung
von y = §” erhidlt man eine Herleitung von y* = &% aus den Axiomen von
&" und eventuell aus a;V ... Va, = I, letztere ist aber in %"+ herleitbar.
So ist aber mit (21) y = é in $H"+ herleitbar.

Umgekehrt, ist y = & in %"+ herleitbar und f(y) = ¢/, (&) =&, so
ersetze man in der Herleitung von y = 6 alle vorkommenden a, durch ¢, (im
Falle p =n—1 q, durch I} und alle diejenigen vorkommenden & durch @, fiir
welche « = Sk = @ ist. Wenn in der Herleitung von y =6 wir das mit o = 8
aquivalente Gleichheitssystem & statt « = B beniitzen, so erhalten wir durch
das besagte Ersetzung eine Herleitung von « = § aus den Axiomen von $H™
und aus Gleichheiten § = @ bzw. ¢,V ... V¢,VOV ...V@ = 1, letztere sind
aber in &A™ offensichtlich herleitbar.

-Im Falle von (2) sind folgerde Abweichungen zu beachten: Aus o =
ist auch jetzt eine Menge der Gleichheiten der Form k = ¢ (mit echten Konstan-
ten k) herleitbar (aber das ist jetzt nicht unbedingt umkehrbar). Ist k = 0
nur fiir endlich viele Konstanten nicht herleitbar, so wird das homomorphe
Bild von &HBe+ ein System %™ mit m = 0 oder mit m = 2 (wo m die Anzahl
derjenigen echten Konstanten k ist — bzw. 0, wenn diese’ Anzahl 1 ist —, fiir
welche &k = @ in S+ nicht herleitbar ist). In diesem Falle ist nur eine ge-
ringe Modifikation des Beweises von (1) notwendig. — Ist aber kK = § fiir un-
endlich viele Konstariten nicht herleitbar, so wird das homomorphe Bild von
He+ das System B¢ selbst sein. Es ist ndmlich leicht einzusehen, daB man
eine Wohlordnung (im mengentheoretischen Sinne) der Menge der echten
Konstanten von $%* und der Menge derjenigen echten Konstanten a; von
e+  definieren kann, fiir welche nicht o = Bl-a; = §§ ist, es sei die erste
(¢ s ¢y - . .), die andere (a,, ..., q;, ...). Im weiteren ist nur eine sinn-
gemiBe Modifikation des Beweises von (1) notwendig.
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In several monographs we can find a number of useful properties of trans-
poses of linear transformations (or matrices). For instance, the mapping making
to each transformation correspond its transpose is an involution and an anti-
automorphism in the ring of all linear transformations of a finite dimensional
vector space over the real number field. A similar result holds for the adjoints
over the complex number field. The aim of this note is to find the properties
which characterize the adjoint.?

Let K be the complex number field and let & denote the complex conjugate
of @ € K. (The complex number field can be replaced by any commutative
field, contdining an ordered field, in which every positive element has a square
root, provided that conjugates exist with the usual properties.)

Let n be an integer and ‘M an n-dimensional vector space over K. Further
let E denote the set of all linear transformations of M into itself. Then E is an
algebra over K.

Ife, e, ...,e,is abasis of M, then we can define, as usual, a scalar product
{z1; v) for vectors u = a6+ ... +,€, Vv = Biey+ ... +8,.6, of M by putting

W, V)= +...+2:.8. (o B;€K).
Then (u;v) is a bilinear Hermitian positive definite forni: A bilinear form
A(x; y) is called Hermitian if A(v; u) = A(u; v) holds for all u, v € M; a bilinear
Hermitian form is-said to be positive definite if A(u; u) is a positive real number
_for all non-zero vectors u € M. Conversely, to each bilinear Hermitian positive
definite form on M there is a basis of M-in which the form becomes a scalar
product.
If Ais alinear transformation,? then its adjoint A+ is defined so as to satisfy

0) (uA;v) = (u; vA+) for all u,v € M.

1 ]t would be possible to get a similar result for modules, instead of vector space; eveg
in the case of infinite dimension. However, these properties make the proof too long and the
conditions too complicate.

2 We shall write the transformations on the right, i.e. the image of an element g€ M
under the transformation A will be denoted by uA. Accordingly, the product AB of two
transformations A, B of M is.defined as u(AB) = (uA)B. ‘
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Then we have for all A, B¢ E and 4, p € K the following properties:

(1) . (MA+uB)* = AA" +uB™,
(2) (AB)* = B+A+,

3) | (A4 = A

4 - AA+ =0 implies A=0..

(1)—(3) are known consequences of the definition. If AA* = 0 then
(uA; uA) = (u; uAA+) = 0, thus uA = 0 for every u ¢ M, and so A = 0.

We are going. to show that propertles (-4 characterlze the adjoint..
That is to say, we prove:.

THEOREM. Given a mapping A — A* of the algebra E onto?® itself, there exists
a scalar product (u;v) in M with respect to which A* is the adjoint of A if and
only if (1)—(4) hold with (+) replaced by (X).

First we prove some Lemmas. Lemmas 1 and 3 are well-known; we prove
them for the sake of completeness.

Let A— A® be a one-to-one mapping of E onto itself. Recall that ¢ is an
automorphism i (AA+uB)* = 1A°+uBe and (AB)? = A?B? hold. For a
given invertible T€E, A~T'AT is obviously an automorphism, a so-called
inner automorphism. ¢ is called an anti-automorphism if it fulfils (1) and (2),
and an involution if (A?)* = A for every AcE.

Lemma 1. Every automorphism of E is inner.

Define Q,. ..., Q, such that

©) eQ =0yeyy (=12 ...,n)
' Where o is the Kronecker deita and indices are considered mod n. Then we
have: J

(6) j 2 i+1(mod n) implies QQ; = 0,
Q] QQivr - Q. -Qi1Q = Q;

for all'i, j. Both (6) and (7) follow from the fact that the effects of a linear trans-
formatmn on the basis vectors uniquely determine the transformatlon Clearly,

(8) ‘ . Qy ..., Q, generate E.

Now, let A~ A? be an automorphlsm of E, i.e. it 15 one-to-one and satls-
fies for all A, BeE and 7, ucK:

(PA+uB)F = 2A» +uB¥, (AB)" = AvBv,

Since Q,, = 0, Q% = 0 too. If f,e M satisfies [,Q% = f; = 0, then let f,=/,Q1,.. .,
fn = fi-1Q%~4. From (7) we obtain: :

15 = foQEQ%- .. - Q% = fo(QuQs - - - Qm = 10QF = I

* We can replaced onto by mtu as a trivial consequence: of (3)
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Consequently, f; = Ofor i = 1, 2, .., n. Assume 4;f,+ ... -~+A,,f,, = 0 for some
4€EK. Then — because of (6) — 0= 0Q7 .1 = (Mh+ ... +4,/)QF 1=

= (MLf. Q0+ ... +2'nfn—~1Qn—1)Qi 1= L fQFQY 1 = 2'i+1fi+1Q?+1 = Aiyifivor

and so 4,4, = O for every i. This means that f,, ..., f, is a basis of M. Define
.the linear transformation T by ,

eT=f (=12,...,n).

eTQY =[QF =fiv1= €4y T =eQT

Then

while for j = | : )
ejTQ;'p = ijz? = fj—l 07.,Q¢ = fj—lo =0
ejQ,-T = j“le‘“lQiT = ej._loT = 0.
eTQf = QT for a[l [, f;
and hence TQf = Q,T or, being T invertible,

Q=T QT
An application of (8) concludes the proof.

LEMMA 2. A—~ A% is an antt-automorphzsm of E if and only if there exists
an invertible T€E such that to a given adjoint (+)

Ax =(T-1AT)* for all ACE.

Since A—~(AX)+ is an automorphism of E, the statement is a simple
consequence of Lemma 1, since (T-1AT)+ is an anti-automorphism.

LEMMA 3. If C€E lies in the center of E(i.e. AC = CA for every AcE),
then C = Al for some A€ K, where I is the identity map of M.

Every u # 0 in M is an element of some basis of M. Let for example
e, = U, €, ..., e, be a basis. Choose AcE such that ¢ A =0 and ¢,A = ¢,
for i = 2, ..., n. Then (uC)A = (uA)C = OC = 0, so that only uC = Au for
some A€ K is possible. Similarly, there exist elements g, »¢ K such that vC = uv
and (u+v)C = v(u+v). Then (u+v)C = v(u+v) and (u+v)C = uC+vC =
= Au+pv imply A = v = p. Thus C = A, indeed.

LEmMA 4. The mapping A— A* of E onto itself is both an anti-awiomor phism
and an involution of E if and only if A% = (T-YAT)+ for some invertible
T¢E and for a given adjoint (+) of the form T+ = ¢T, where |¢| = Vez = 1.

We have, from Lemma 2, for every A€E:

= (AX)*x = (T -1(T LATY+*T)*t = T+T-1AT(T-Y)+.

Thus’ A(T+T ) = (T+T YA for every AcE, and T+T-1 belongs to the
center of E. Lemma 3 implies T+T-* = ¢/ for some ec K. Hence T+ = T
and T = (T+)* = geT, therefore e¢ = 1.

Conversely, let Ax = (T-1AT)+ have the required prOpe{tleS We get
from Lemma 2 that A— A* is an anti-automorphism of E. Further,T+T ' = ¢/

and

Consequently,
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and T(T-Y)* = eeT(T-)* = e(eT) (T-Y)* = eTHT-V)* = (T-1T)* = zl.
Hence (AX)* = T+T1AT(T-HY+ = c¢Ae = A.

Proor or THEOREM. It suffices to show that if A—~ Ax satisfies conditions
(1)—(4), then there exists a scalar product with respect to which A% is the
adjoint of A. Assume (1)—(4) to hold for (), and let (u; v) be any scalar product
in M, and let A+ denote the adjoint of A with respect to (u;v).

From (I)—(3), in view of Lemmas 2 and 4, we infer that there exists an
invertible linear transformation T of E such that

A¥ = (T-1AT)* where T+ =eT (je| = 1),

First we prove that (uT; u) = O implies u = 0. Let e, ..., ¢, be a basis
of M such that (e¢;; ¢;)) = J;, and let u = O be arbitrary in M. Define P¢E
as follows: e,P = u, e,P = 0 for i = 2, ..., n. Now we get:

(ePTP*; ¢)) = (e.,PT; ejP) =0 fori=1l or j l,

and
(e,PTP+; e)) = (,PT; e,P) = (uT; u).

We infer, using (4), PTP+ = PTP+T-T = P(T-*PT)+*T = PP*T = 0,
because of Lemma 4 and P = 0. Thus (uPTP+; v) does not vanish identically,
i.e. (uT; u) is never O uniess u = Q.

Let e = 0(e M), then o = (eT;e) = 0. Hence

o =(eT; e)=(e; eT ") = (eT*; e) =#(eT; ) = e

We prove that for S = 2T, (uS;v) is a bilinear Hermitian positive de-
finite form. Bilinearity is obvious. The Hermitian property follows from (vS; u)=
=(WT; u)y=a~Yv; uT *)=a~YeuT ; vV)=alae((c=T); V) = a~Lae (uS ;v) =
= (uS;v). In order to verify positive definiteness observe that (uS;v) =
=a~(uT;v) is never O unless u = 0 as we have shown above, and since
(eS;e) =1 1s positive, (uS; u) is always positive for non-zero vectors ueM.
Consequently, (uS;v) can in fact be regarded as a scalar product on M.

Finally, we show that it is a desired scalar product. If ‘A is an arbitrary
linear transformation of M, then

(AS; vy = (uSS—rAS; v) = (uST1AT; v) = (uS; W(T*AT)*) = (uS; vA*).

This completes the proof of our Theorem.

Let us remark that property (4) does not fellow from properties (1)—(3).
By Lemma 4, properties (1)— (3) are satisfied if and only if Ax = (T-*AT)~,
where (4) denotes the given adjoint, T €E is invertible, and T+ = ¢T with
some e€K, |¢] = 1. 1t is easy to see such transformations are the simmetric
and the antisimmetric transformations if K is the real number field, and the
transformations in the form T = nR, where R is self-adjoint (R* = R) and
'y = 1 if K is the complex number field. In the proof of Theorem, we have
seen that (4) holds if and only if there is no non-zero vector ue M such that
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(uT; u) = 0. To make an anti-automorphism A- A* = (T-*AT)+ for which
(1)—(3) are satisfied but is not (4) it is enough to give an invertible T¢E,
which is in the real case simmetric or anti-simmetric and in the complex case
self-adjoint, such that for a suitable e(¢ M) (eT;e) = 0 (using: (eR; e) =
= 1(eT'; e) = O if and only if (eT; €¢) = 0). Let ¢, f be an orthonormal base of
the two-dimensional vector space M. Further, let the matrix of T, in this base:

’0 1
e 0
Then T+ = ¢T and (eT e) = 0 (also (fT; ) = 0 holds). Now, for the matrix
’a ﬂ' of A, the matrix of Ax=(T-1AT)" is equal to (,_ eB|, Obviously, the

€y «
mapping A-- A% satlsfles properties (1)—(3) while, fora = land g =y = § =
= 0 we have AAX = 0.

We refer, instead of concrete references, to any monograph about linear
algebra or matrices.

, where |¢| =
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Let B and C denote the additive groups of all polynomials with real coeffi-
cients and real-valued continuous functions in the closed unit interval, respecti-
vely, partially ordered under the pointwise ordering. If we introduce a topology
in B by taking the polynomials f satisfying — e< f < ¢ for some positive real
¢ as a base of neighbourhoods of 0, then B becomes a topological group, and
WEIERSTRAS’ classical approximation theorem states that the completion of
B with respect to this topology is just C. The same holds if we start with tri-
. gonometric polynomials in [0, 2x]: then the completion process yields the
group of continuous functions in [0, 2z]. These two examples serve as motiva-
tions for our present treatment.

The partially ordered group of polynomials or trigonometric polynomials
is — abstractly — an antilattice. This concept has been defined in a previous
paper® [4] as a directed group A with the Riesz interpolation property such
that two elements of A have an intersection in A only if one of them is greater
than or equal to the other® It has been shown that a dense antilattice A with-
out pseudo-identities is always a non-discrete topological group if the open
intervals (u-1, u) with u=e are chosen as a basis of open neighbourhoods
around the unit element e.? It is natural to invéstigate the completion of A in
this topology. We shall see that if a commutative dense antilattice A without
pseudo-identities satisfies the first countability hypothesis (i.e. it is metrizable,
cf. e.g. [5]), then the Cauchy sequences over A form a Riesz group, and the
completion of A will again be a Riesz group (§ 2). Even if we omit the count-
ability hypothesis, it is still possible to find a necessary and sufficient condition
in order that the completion should be a lattice-ordered group (§ 3).

Professor S. CtampaA asked what lattice-ordered groups L can be approxi-
mated by antilattices A in the sense that L is an l-subgroup of the completion
of A with respect to the open-interval topology. We shall show that every
divisible commutative lattice-ordered group can be approximated in the desired
way rather trivially: by removing certain inequalities in L. we obtain an anti-

! Numbers in brackets refer to the bibliography given at the end of this paper.
- 2 For the definitions see § 1.~ Professor E. M. ALFSEN has kindly called my attention
to that a concept closely connected with antilattices has been used by R. V. KADISON,
_ 3 In conformity with our paper [4], we use here the multiplicative notation in groups.
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lattice approximating L (§ 4). Non-trivial approximations are related to the
existence of [-subgroups of L Whlch are dense in L with respect to an adequate
topology of L.

A more interesting, and at the same time a more difficult, question arises
if A is required to be o-isomorphic (and not only o-monomorphic) with a
subgroup of L. These proper approximations are closely connected with certain
dense subgroups of antilattices trivially approximating L. Our main result on
proper approximations.is based on the simple observation that -dense subgroups
of antilattices are automatically antilattices (§ 5).

Our final section deals with an algebraic method of obtaining the l-subgroup
generated by A in the completion of A.

Commutativity will always be supposed even if not stated explicitly. There
are many difficulties in generalizing our results to the non-commutative case.

§ 1. Preliminaries

In order to make our discussion more readable, we collect here some of the
basic definitions and main results we need in the sequel. (Cf. e.g. [2] or [3].)
Standard concepts and notation are used without explanation.

A multiplicative group?® G is called a partially ordered group if it is a partiaily
ordered set under a binary relation = such that a=b (a, b€ G) implies ac=bc
and ca=cb for all c€G. The set P of all gcG with g=e, e the group identity,
is the positivity domain of G. It completely determines the partial order of G,
since a=b if and only if ba—'€ P. The partial order is said to be isolafed if a=e
whenever a"=e¢ for some positive integer n; it is called dense if a<b implies
a<c<b for some ce€G. -

G is said to be directed if to each pair a, beG there is a ce G such that a=c,
b=c¢, or equivalently, if P is a generating system for G. G is a Riesz group if it
is directed and if it satisfies the following interpolation property:

b (=1,2;j=1,2)

a
fiA

implies the existence of an element ¢ such that

A
o

) a; ébj (i:1,2;j=1, 2).

A Riesz group in which the elements a, b have a greatest lower bound only
if a=bor b=aq is called an antilattice. A lattice-ordered group is a partially ordered
group which is a lattice under its order relation. A subgroup of a lattice-ordered
group that is at the same time a sublattice is called an [-subgroup.

An element c€G is a pseudo-identity if ¢ = e and cP* = P¥; it is pseudo-
positive if ¢4 P and cP*< P* where P* stands for P with e removed.* Taking the
open intervals (u~1, u) with u>e as'a base of open neighbourhoods of ¢, we
obtain the open-interval topology. In a dense antilattice A this gives rise to a’

4 The symbols € and < denote inclusion and proper inclusion, respectively, between
sets. 7 will mean set-theoretic intersection. .
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Hausdorff topology if and only if A fails to contain pseudo-identities, and in
that case A is a non-discrete topological group [4].

A group isomorphism ¢ of a partially ordered group G into an other one is
called an o-monomorphism if it preserves order relations. ¢ is an o-isomorphism
if both ¢ and ¢@=?* preserve order relations. By an [-homomor phism (I-isomor-
phism) of a latfice-ordered group into another one is meant a homomorphism
(isomorphism) preserving lattice-operations. If N is a convex® normal subgroup
of G, then G/N is again a partially ordered group under the induced order (a
coset is positive if it contains a positive element). If G is a Riesz group and N
is an o-ideal (i.e. a directed convex normal subgroup) of G, then G|N is likewise
a Riesz group.

We shall refer to the following examples of antilattices.

1. Let A be the additive group of all complex or complex rational numbers.
We define x+-iy > 0 (x,y real or rational numbers) if both x=0 and y=0.

‘2. The same group, but we put x+iy > 0 if x>0 and y=0.

3. Let next A be the additive group of all polynomials (or rational func-
tions) with real coefficients in the unit interval [0, 1]. We define f>0 if f(x)=0
for every x in [0, 1].

4. The same group, but =0 exactly if f(x)=0 for every x. The open-interval
topology is the same as taking the s-neighbourhoods (but it differs from that of
‘example 3).

5. Let A denote the additive group of all trigonometric polynomials with
real coefficients in the interval [0, 2z]. We put f=0 if f(x)=0 for all xe [0, 2=].

6. The group of all continuous functions in the unit interval (or on a com-
pact Hausdorff space) where f=>0 if f(x)=>0 for every x.

7. Let Aj(Ac ) be a set of dense antilattices where the index set A is
well-ordered in some way. The lexicographic product I" A; is easily seen to be a
dense antilattice.

Theorem 4 will give a far-reaching extension of Example 6. The abundance
‘of antilattices is also shown by the fact that every commutative lattice-ordered
group can be embedded o-lsomorphlcally (but of course not I- 1som0rph1cally)
in an antilattice.

§ 2. Céuchy sequences in metrizable antilattices

If A is a dense antilattice without pseudo-identities, then the open-interval
topology gives rise to a Hausdorff topology on' A under which it is a non-discrete
topological group. We now turn our attention to the completion of A with
respect to this topology. We confine ourselves to commutative groups, so that
we shall a priori know that the completion group A* of A does exist.

Throughout this section, A will denote a commutative dense antilattice
without pseudo-identities. Let X' denote a base of open neighbourhoods of e.

® The convexity of a set C in G means that together with a, b(a < b) also the nterval
(a, b) of G is included in C.
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At a certam stage of the discussion, the author was able to derive satisfactory
results only under the assumption that A obeys the first countability #xiom (i.e.
2 has a countable subbase), or in other words, A is metrizable.® Without this
hypothesis the author could not prove that A* would again be a Riesz group.
In § 3 we shall, however, get rid of this assumption, since the case when A*
is a lattice-ordered group can be discussed without countability hypothesis..

Thus assuming A metrizable, we may choose — without loss of generality —
a descending chain of open sets V, of the form

=74 v) (v,=e)
such that _
VE . .SV, forn=1,2

and
V,1 = &

()
X

n

and the open sets in A are unions of sets of the form aV, (ac A). ,

By a sequence in A we mean a function a defined on the natural integers-
n with values in A. A sequence may be written explicitly as

a=(al,.,.,am---) (anEA)

where a, is the value of a at n, and a may be viewed as an element of the
cartesian product A of countably many copies of A:

— [1*A, (A,=A).
n=1

Now a=b can be defined as for elements of A, that is, a,=b, for all n. The dia-
gonal map
dra—~(a, ...,a ...)

of A into A is plainly an o-isomorphism of A with a subgroup of A.
A sequence b is called bounded if there are elements a, c¢ A such that
| 3a) = b = 5(c).

The bounded sequences in A form an o-ideal B of A in fact, the convex sub-
group generated by 8(A). The sequence b= (b,) is said to tend to the limit
be A, if to every n there exists an integer n, such that

b.€bV, whenever k = n,.

A sequence having a limit is called convergent. 1t follows by standard arguments
that limits are unique, and the convergent sequences form a subgroup D of
B and the unit sequences an o-ideal E of D.

¢ Example: 1, 2, 4, 6 in § 1 are metrizable, but examples 3, 5 are not.
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A Cauchy sequence is a sequence ¢ = (c,) such that to every n there exists
an n, satisfying

ccteV, for all r,s = n,.

The Cauchy sequences on A form a subgroup € of B containing D. Thus we
have the inclusion relat:ons

ADBDOC2DDE.

We are going to show:
THEOREM 1. The group C of Cauchy sequences on A is a Riesz group
Let a, b, ¢, d be Cauchy sequences satisfying?

a,b=cd
Given m, choose the integer k, so large that
a5, 0,05, ¢, 574 d, ds eV, for all r,s=k,,

Without loss of generality k,, <k, ., may be supposed. We define the function
a(n) by the formula

IC,,(") =n< kﬂ(n)+l'
Then a(n) is well-defined for n=k,. Assume we have chosen x, € A for r= 1, .o ky
subject to
a,b =x,=¢,d,
and x.€ A for r = k,+1, ..., n satisfying
Qs by, XeVaity s - - - > Xp—qVagr-1 = X, = Cpd,, Xy Va(ky)s « - - ,x,_lv,(,_,').
Then we pick out some x,,,€ A which is greater than or equal to each one of
1 ) 1
Qni v bn 41 XiyVaqis - + > XpVa(m)
and less than or equal to each one of
cn+1, dﬂ+1’ xklva(kl), P ,x,‘v,(").

To guarantee the existence of such an x,,,, we need only venfy — in view of
the assumptions on x, ..., x, —

an+1)0n+1 = xrvﬂ(r)lr =k,

o n.
XV—(,) = Cptyy n-H.J

In order to spare formulas, the simultaneous fulfilment of the inequalities a = c,
=d, b =, b = dwill be written in the condensed form a,b = ¢, d. :
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We have by hypothes1s a,+ 1a, ! <v,,, whencea,,,<a, 1a(,)_x Vay and the other
,mequahtles follow in a similar way..
The arising sequence X = (X, ..., X,, ...) is Cauchy, for if given n, then

Va) < X, X5 = Uy, fOr rzs.
Thus we have constructed a Ca'tchy sequence x satisfying
ab=x=cd,

completing the proof of Theorem 1.

: Now we have come to perform the usual procedure in order to obtain the
completion A* of A. We form the factor group C/E of the group C of Cauchy
sequences over A modulo the o-ideal E of unit sequences. Inview of our pre-
ceding theorem and Proposition 5.3 in [4], we infer that A*~C/E is again a
Rlesz group.

- THEOREM 2. Let A be a commutative dense antillatice without pseudo—zdentlttes
which is metrizable in the open-interval topology. Then the completion A* of A is
again a Riesz group.

It is to be noted that the canonical map a —é(a)E of A into A*, though
a topological group isomorphism, is in general not an o-isomorphism. It s
‘obviously .an o-monomorphism, but the pseudo-positive elements g are also
mapped upon positive elements, since they are limits of convergent posntlve
sequences of the form (gv,, ..., gv,, .+.).

Our proof of Theorem 1 made use of the fact that x,,, had but a finite
number of predecessors. Generalizations to Riesz groups in a more general sense
are therefore immediate (cf. [4]).

§ 3. Completion of dense antilattices

Proceeding to the general case, we consider Cauchy filters in antilattices
in order to obtain completions and to find a necessary and sufficient condition
under which "the completions will be lattice-ordered groups. Here again we
restrict ourselves to the commutative and divisible case.®

Accordingly, A will again denote a commutative divisible antilattice with
"isolated order and without pseudo- -identities, considered as a topological group
in the open-interval topology. Then A is a uniform space, and we can consider
Cauchy filters on A. We use only Cauchy filters & on A which have the pro-
perty that to each Fe¢.# there exists an F;€.¥ and a neighbourhood V of e
such that® F,Vc F. These have the advantage that two such. Cauchy filters

® The restriction-to the divisible case is not a serious restriction, since every commu-
tative torsion-free antilattice can be embedded with preservation of order in a divisible anti-
lattice (with isolated order). The situation is similar for lattice-ordered groups. Many of our -
results can be carried over verbatim from divisible to dense groups.

® Several authors have called attention to the importancé of such Cauchy-filtérs, desng—
nated as round or regular. Cf. for instance [6]. - . . )
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necessarily coincide if one of them contains the other and the elements of the
completion A* of A are in a one-to-one correspondence with such Cauchy filters
on A, the Cauchy filter correspondmg to ac A being 2*(a), the system of neigh-
bourhoods of a.

“We begin with the definition of partial order in the set of Cauchy filters
(which is now identified with the group A*). We set

F o=
if to each V¢ 2*(é) there exist Fe.#, Ge§ such that
FF-1CV,GG'CV and f=¢g for some f¢F, geG.

In this definition it clearly suffices to restrict ourselves to V’s of the form
V = (v-1,v) with v>e.

It is easy to check that a=b implies 77(a)=%(b) and that 2*(a)=5
holds if and only if every F¢F contains an element =aq.

The relation # = is evidently reflexive. In order to establish its anti-
symmetry, let Ve2*(e). Choose F, F1€¢5, Ged;, V,€7*(€) such that

FF-icV, F,Fi*cV,, F\ViCcF, GG-'CV,
and let
f1 = g1, o = g, for some fl, [€F, g, g8.€G.

Hence f, =g = g7 = gz, and so we have e =gfi = fiifgr'g
€V}, g,€f,Vic F.10 We see that every F intersects with every G, and thus the
" union ¥ U ¢ generates a filter which is evidently again Cauchy. This must
be equal to & and to « whence ¥ = «, and = is antisymmetric. Transitivity
follows on using a similar inference, while the monotony laws are readily checked. -
We conclude that A* is a partially ordered group and the canonical map:
a-7(a) is an o-monomorphism of A into A*.

We shall say that A is an approximation antilattice if A is a commutative
divisible antilattice with isolated order such that to each pair @, b A and to
each u=>e in A there exists a cc A satisfying!? !

i

L{c)C L(a, b)C L{cu),
or, otherwise expressed,
c<a,b and x<a, b implies x<cu.
Examples 1--6 in § 1 are all approximation antilattices.!?
* Here we need the convexity of V, but this means no loss of generality.
w Ifa, ..., q,) (and later Uqa,, ..., @) denotes the set of all lower (upper) bounds
fora, ..., a,Tn ‘A It is readily seen by induction that a, b can be replaced by a finite number

of elements.

13 ANNALES — Sectio Mathematica. Tomus VIII.
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THeEOREM 3. For a commutative divisible antilattice A with isolated order
and without pseudo-identities, the completion A* of A by means of Cauchy filters
in the open-interval topology is a lattice-ordered group if and only if Aisanapproxi-
mation antilattice.

We begin with the proof of necessity. Therefore suppose that A* is a
lattice-ordered group. If % and 4 are Cauchy filters such that S =, then
to each u=e¢ in A there is a V€2*(e) such that FF-*cV, GG-'cV imply

f<gu for all feF, geG.

In fact, choose a Ve 2(e) with V2c(u-*, u). 1f F, G are as required, then by
the definition of partial order we have f,=g, for some f,€ F, g,€G. Now

= ffither'eg = ipg e ViC T )

for all fe F,g€G proves the statement.

By way of contradiction, let us suppose that A is not an approximation
antilattice. Then there exist a, b€ A and u>¢ in A such that no ¢ exists satis-
fying L(c)c L(a, byc L(cu). Let Z*@yA?7(b) =.F in A* To V = (v-1, v)
with 12<y there exists an Fe¢.¥ with FF~'cV, and we have ¢;=a and ¢,=b
for some ¢, c,¢ F. If we select F €. and V,€2*(e), V, = (v-1,v) such that
F,V,cF, F;FTicV,, and if ¢, ¢, are picked out from F,, then ¢ = ¢!
(=¢,) in F satisfies c=a, b. By hypothesis, there exists a y€ A such that y<a, b
and y not < cu. In view of the lattice property of A*, 2*(yy=.#. By what has
been shown in the preceding paragraph we infer that for the chosen V we have
y<xu for all x¢ F whenever FF-1cV, in partlcular ¥y =<cu. The arising contra-
diction establishes the necessity.

Turning to sufficiency, assume A is an approximation antilattice and
%, & are Cauchy filters on A. Given Ve2*(e), we can find We2*(e), Fe7F,
Ged; such that W2cV, FF-1cW, GG-1cW. Take weW with w=e and
define H as the set of all 1€ A such that

LhyCL(f, gy L(hw) for some fe F, geG. -

Then we have HH-1c V. In fact, let h, h,e H and L(h,)cL(f,,g) < L(hw),
i"= 1, 2. Then, for some positive ve W, f,v-1<f, <[, gy 1 <g <gV, and thus
hy<f.v, gv. Now hyy-1<f,, g, implies by~ <h,w, and analogously f,yv— < hyw.
We conclude v-w-1<hhst<vw, hhhz1cV, because V can be assumed to
be convex, In order to prove that all these H generate a filter &7, it suffices to
show that the intersection of two H contains a third H. But this results at
once from the fact that if W,cW, F,cF, G,cG and e<w,<w, then the H,
defined in terms of F,, G, and w, will be a subset of H defined in terms-of F, G
and w. Consequently, we have constructed a Cauchy filter -#° satxsfymg o= F
and #’=d.

2 The lexicographic product of two or more non-trivial dense antilattices is an anti-
lattice without this approximation property. In fact, if u > ¢ has e for its first component and
a, b have different first components > e, then ¢ < a, b implies cu < a, b. '
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Let ¢ be some Cauchy filter with ¥ =.7, . Given V&% (e), we select
Fe¥, Ged, Je< such that FF-1cV, GG-*cV, JJ-*cV. Then j=f and
jo=g for some j, j'€ J, f€ F, geG. An argument similar to the one in the parag-
raph last but one shows that j* = j may be assumed. If h¢ H¢# is chosen sub-
ject to L(yc L(f, g)c L(hw), then j<hw follows. Therefore we may conclude
of =e, and thus 57 is actually the ‘intersection of .7 and . Consequently,
A* is lattice- ordered, as we wished to prove.?

We now describe the canonical map a—+2"(a) = a* of A into A*. It is an
o-monomorphism, as readily seen from the definitions. If b¢ A is pseudo-positive,
then each V¢ 2*(b) contains positive elements, and therefore b* will be positive
in A*. But only positive and pseudo-positive elements of A are mapped upon
positive elements of A*. In fact, if ¢* is positive for some ¢ € A, then to each
v>ein A, the interval (cv—1, cv) contains a positive element of A, and S0 cv>e,
that is, ¢ is positive or pseudo-positive. We obtain:

CoroLLARY 1. If A is an approximation antilattice and if A* is its lattice-
ordered completion, then under the canonical embedding of A in A¥* just the positive

and pseudo-positive elements of A become positive elements of A*.
Hence:

COROLLARY 2. The canonical embedding A- A* is o=isomorphic if and
only if A contains no pseudo-positive elements.

Also, we have to say a few words about the topology of A* induced by the
open-interval topology of A. With each V¢2*(e) there is associated a neigh-
bourhood V* of e* consisting of all Cauchy filters .¥ such that VeF. If V =
= (v, v) (v=¢), then every small F¢.# consists of elements of A lying bet-
ween v~ and ». This means that not only v*-1=.7 =v*, but also

w¥-1<. 7 <w¥* for some w with e<w<w.

.Conversely, every .¥ sharing this property belongs to an open neighbourhood
V* of e*. We thus obtain:

COROLLARY 3. A basis of open neighbourhoods of e* in A* consists of sets
V* = ¥4, v*) for all v€ A, v >¢ where 5 €V* zf and only if w* ' <7 <w*
for some w with e<w<v.

The sets V* can be described by introducing a strong inequality < in A*.
We put

F <4

if some u=e in A satisfies u* = 5 3. Then V* = (* 1, v¥) coincides
with the set of all .¥ € A* such that ‘

V¥ lLF <

** Notice that in the proof of Theorem 3 we have not made explicit use of the Riesz
interpotation property, but we- needed several topological properties which follow from the

Riesz interpolation property.

13*
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§ 4. Approximation of lattice-ordered groups

Let L be a commutative divisible lattice-ordered group. We shall say that
L can be approximated by the antilattice A if the completion A* of A is a lattice-
ordered group, and if to the canonical o-monomorphism ¢: A—~ A* there exists .
an l-isomorphism ¢ of L into A* such that

#A) € p(L).

* If we identify A and L with subsets of A* under ¢ and yp, respectively, then we
can express this situation by the inclusions

A®C [ C A*

‘where A® denotes the partially ordered group obtained from A by declaring
also the pseudo-positive elements to be positive. The inclusions mean of course
that the order in a smaller group is the one induced by the order of a greater
group, moreover, L is an l-subgroup of A*.

In order to find out which commutative divisible lattice-ordered groups
L can be approximated by antilattices A, we start with the observation that
A must be obtained from L by taking first a subgroup and then removing cer-
tain inequalities. Therefore we are next concerned with the problem of defining
an antilattice A on the same group as L such that A® = L.

Let L be a commutative divisible lattice-ordered group and P its positivity_
domain. Let <7~ be afilter in P (not containing ¢) with the following additional
properties: ' ‘

(/) to each teZ there is an s€<7 such that s?=t,

(if) if acL satisfies i—*<a<t for all 1€<7", then a = e.

We shall refer to such a filter<Z" in P as a T-filter. The existence of T-filters
can easily be established:

LeMMA. Every ultrafilter % in P is a T-filter.

For, if-7" is a filter in P and if ¢€P, then - and a generate a filter ifand
only if no t€<7 satisfies t A a=e¢. Hence a filter and the square root of one of
its elements generate a filter, and so %/ must satisfy (i). If t-*<a<{, then
la| <t-for all t€<7", and -7~ together with |a| generates a filter if and only if
la] # e. Thus an ultrafilter % obeys (ii) too.

Now let</" be a T-filter in P. We define by means of <7~ a binary relation
~< in L-by putting for q, b¢eL ’
@) a<b if and only if ba-l¢ 7

7 being a subset of P, it is evident that<is a partial order under which the
-elements of L form a partially ordered group A such that the order of L is an
extension of the order of A.
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Condition (i) implies that the partial order of A is isolated, while (i) guaran-
tees the absence of pseudo- 1dent1t1es in A. Next we verify: if a<b, ¢ then some
d fulfils

a<d=<b,c.

Without loss of generality we may assume a = e. Since b, cc 7", we see that
bAced, and in view of (i) there is a de<Z” with d2=b A c. This d satisfies the
requirement. We conclude that no two elements b, ¢>e in A may have e for
intersection, and b, ¢ have a g.lb. in A (if and) only if they are equal or one
is > than the other. :

To verify the Riesz interpolation property of A, let a, b<c¢,d in A. By our
last assertion, there exist a;, b€ A such that a<a,~<¢, d and b<b, <¢, d. Dually,
there are ¢;, d;€ A such that a,, b,<¢;<c¢ and a,, b, <d,<d. L being a lattice,
there is an xe¢ L with a, by=x=¢, d,. Since contams along with ¢ a]so all
s=t, we have a, b<x<¢,d. Consequently, A is an antilattice.

Finally we prove that A is an approxnmatlon antilattice. Let a, beA
say, e<da, b. We know that d=a A b exists in L and e<d. Now if given u>-e,
then let v>-e, v2=u, and define ¢c=dv~1. Obviously, c<a, b, while if y<a, b,
then y=d<ca?=cu.

We thus arrive at the following result.

THEOREM 4. Let L be a commutative divisible lattice-ordered group and 9~
a T-filter in its positivity domain. Then the elements of L under the relation —<
defined by (1) form an approximation antilatiice A, and L is approximated by A.

We need still to verify the last statement. To this end it is enough to
show that A® = L, i.e. the positive elements of L are just the positive and pseu-
do-positive elements of A. If a>e, then f>-a, i.e. ta—*¢F implies teJ7 t>-e,
and hence a is pseudo-positive if not positive in A. On the other hand, if ac A
is pseudo-positive, then ta€<?” whenever f€<7. Therefore t>a-1 for all te 7"
Hence {>a~-Veze for all tc.7" By (ii) we obtain a~Ve=e¢ and so a=e. This
completes the proof.

Our example 6 in § 1.is obtained from a lattice-ordered group by taking
the set of the everywhere positive functions for T'-filter. Examples 1 and 2 are
obtained from the lattice-ordered group of complex numbers through appropria-
te T-filters.

The approximation described in Theorem: 4 is the worst possible one in
the sense that A and L are defined on the same set. Anyway, it is a rather trivial
approximation, which is of no proper value to us. A better approximation is
obtained if we can find an l-subgroup L, of L such that the completion A¥
of the antilattice A,, obtained from L, by the above method, contains L. Instead
of entering into the discussion of this, we intend to consider the case in which
A is a partially ordered subgroup of L. This will be done in the next section.

It 1s worth while considering the case when the T-filter consists of the streng
units of a lattice-ordered group L. Recall that u>e (u¢L) is a strong unit, if
for every a€ L, a<u" for'some positive integer n. Since in a commutative divi-
sible lattice-ordered group, the square root of every strong unit is again a

- -
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strong unit, the filter & of strong units always satisfies condition (i). Accor-
dingly, we need only assume that L is. such that = fulfils (ii) too.

Under this hypothesis, the completion will be a vector lattice, i.e. a lattice-
ordered group which is at the same time a vector space over the real number
field such that the positivity domain is closed with respect to multiplication
by positive scalars.

" THEOREM 5. Let L be a commutative divisible lattice-ordered group such that
the filter 7 of its strong units satisfies condition (ii)**. If A is the antilattice obtained
from L by taking U e as positivity domain, then the completion .A* will be a vector
lattice.

Since we shall make A* into a vector space, it is desirable to use the additive
notation in the proof of this theorem.

Because of divisibility, for every a¢ A, the product ra of a by a rational
number r is uniquely defined. ra is clearly positive if so are r and a. If ¢>0
is an irrational real number, then we consider rational numbers r, s such that
r<p-<s. Given v>0in A, then v being a strong unit in L, there exist r, s satis-

fying also (s—r)a %-;—V, and we can find u€.5” with u<% v. Then®*

ra,sa €{ra—u, sa+uy = 1

where the open interval I (in A) satisfies /—/'c V = (—v,v). Any two
intervals I intersect, for if we choose V' <v,r'>r,s <s, '<u, then I'=
={ra—u’,sa+u’) is contained in I. Therefore the intervals / generate a
Cauchy filter & in A. The elément of A* corresponding to this # will be denoted
by pa. This is legitimate, for obviously ra<pa<sa for all a=0 and r<pe<s
with rational r, s. ,

From the definition it results at once that p(@a+b) = pa+eb. We extend
the definition of pa to negative p and to arbitrary a€ A by putting ga = — (—p)a
and oa = pa,— o4, (if a = a,—a,, a,>-0), the latter being independent of the
representation of a as difference of positive elements. Then we have p(a+b) =
= pa+ pb for all a, b¢ A and for all real p, and ga=>0 whenever ¢=0 and a=0.
1t is readily seen that r(pa) = (rg)a = p(ra) for all ac A, all rational r and real
0. Since pa=pb implies a=b, o(pa) can be defined as (op)a. '

For an arbitrary % ¢ A¥, it is readily inferred that the sets ¢ F with Fe %
generate a Cauchy filter in A*, and we put ¢ 5 = ¢ if this Cauchy filter con-
verges to «. Since the vector space rules immediately extend to «, we see
that A* becomes a vector space over the reals. This completes the proof of
Theorem 3.

The argument used in the last proof did not depend on the fact that we
have started with a lattice-ordered group, it was only essential to know that
some integral multiple of v exceeded a. Since this is true if A is o-simple, i.e.
if it has only the trivial o-ideals (this is the case if A is connected in the open-

Y This holds for groups of continuous functions.
13 (.., % denotes open intervals with respect to the order of A.
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interval topology for then every neighbou.'rhood of e generates A; cf.e.g. [5]),
we can state without further proof:

- CorOLLARY 4. If A is an approximation antilattice which is o-simple, then
its completion A* is a vector lattice.

The hypotheses of this corollary are satisfied, for instance, in Example 4.

~ Note that the completion A* in Corollary 4 need not be a complete lattice-
ordered group as shown by the continuous functions in the unit interval. (For
the relation of tepological completion to order-theoretical completion see

() ‘

§ 5. Proper approximations

We turn our attention to the approximation of lattice-ordered groups by
antilattices A without pseudo-positive elenments. As is pointed out in Corollary
2, in this case A may be considered as a partially ordered subgroup of its com-
pletion, a fortiori of L. In this situation we shall speak of proper approximations.

In order to find out which lattice-ordered groups can be properly approxi-
mated by antilattices, let us first prove a lemma which is of independent inte-
rest.

LEmMA. Lel A be a commutative divisible anlilattice with isolated order and
without pseudo-identities and B a divisible subgroup of A that is dense in A in the
open-inferval topology of A. Then

a) B is an antilattice such that the topology of B induced by the topology of A
coincides with its own open-interval topology;

b) the pseudo-positive elements of B are those of A contained in B;

¢) if A is an approximation antilattice, then so is B.

By density, every open interval (x; ¥) in A must contain an element of B.
Therefore, for every u=e¢ in A, there is some vi€ B in (e, u?). If ve B satisfies
v = v, then (v-4, v}c(u~%, u), and thus the topology of B induced by the
open-interval topology of A is the same as the open-interval topology of B.

We prove the Riesz interpolation property for B. If a, b, ¢, d€ B are such
that each of q, b is less than each of ¢, d, then there is an x¢ A between them,
Since A is an antilattice, there is a y€ A such that x<y=<¢, d. The existence
of z¢ B in (X, y) establishes the Riesz interpolation property for B.

If a, be B are >¢, then there exists a c€ A such that e<c<a, b. The existen-
ce of an element of B in (e, ¢) implies that a cannot be orthogonal to b, and
hence B'is an antilattice. Thus (a) holds true.

If be B is not pseudo-positive in A, then, for some u=e in A, bu is not
positive. If ve B lies in (e, u), then bv is not positive either. This means, b is
not pseudo-positive in B, establishing (b).

Assume A is an approximation antilattice, and a, b€ B, v>e in B. Then
there exists a d¢ A such that L(d)c L(a, byc L(dv). If ce B lies in the interval
(d, d’) where d<d’<a, b, then L(c)< L(a, by L(cv). This completes the proof
of the Lemma. . ‘
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The main result on proper approximations is the following.1¢

THEOREM 6. Let L be a cominutative divisible lattice-ordered group, 9 a T-
filter in L, and A the antilattice obtained from L by taking <7~ Ue for positivity
domain. L can properly be approximated by an antilattice with pesitivity domain in
o Ueif and only if there exists a divisible subgroup of A that is dense in A and
contains no pseudo-positive elements of A. .

Assume that B is an approximation antilattice without pseudo-positive
elements siich that its positivity domain B+ is contained in-7” e and B approxi-
mates L. Then we may suppose Bc LS B*, and the topology of B induces a
topology on L, and hence.one on A. In this topology B is necessarily dense in
A, and therefore — in order to establish necessity — it suffices to verify that
this topology is coarser (in another terminology : stronger) than the open-intervai
topolagy of A, i.e. every open set is a union of open intervals of A. But this
follows immediately from Corollary 3.

Conversely, let B be a divisible subgroup dense in A and containing no
pseudo-positive elements'” of A. Then on account of Lemma, B is an approxi-
mation antilattice without pseudo-positive elements, and for the proof it is
enough to show that the canonical map ¢: B—~B* can be extended to an [-
isomorphism of L with an [-subgroup of B*. Given ac A, for every v>e in
B let F" denote the set of elements of B in the interval (v—1a, va). These F
generate a Cauchy filter %, on B, and we let y: a~.%,. Under this correspon-
dence we have plainly b—~2*(b) for elements be B, and therefore v is a homo-
morphism -of L into B* such that the restriction of  to B equals ¢. Recall that
according to our previous definition .%, is positive in B* if and. only if each
generator F of %, contains a positive element (of B). If a=e in L, that is, if
a is positive or pseudo-positive in A (cf. Theorem 4), then va is positive in A
for every v>e in B. B being dense in A, the set of positive elements in (g, va)
includes some be B. Hence %, is positive in B*. On the other hand, if %, is
positive in B*, therr va must be positive in A for every v>e in B, and so a is
positive or pseudo-positive in A. We conclude that g=e in L. This proves that
y is'order preserving in both directions, and thus it is an-o-isomorphism. a

It remained to verify only that (L) is a sublattice of B*. We prove that if
ahb=ein L, then F A% = « must be 2*(¢) in B*. Select v>¢ in B and
let v2 = v. Let furthermore x and y be positive elements of B in the intervals
(a, av;) and (b, bvy), respectively. Choose G, G,€ 4 satisfying GG—*C (v, v),
G,Girc (v, vy) and Gy(vii, v,)cG. There is a z€G; with z=x, y, and we
know that 2v,=e, since « = Z*(¢).- By the'Riesz interpolation property of B
we can find-a we B such that ¢, z=w=x, y, 2v;. Here necessarily weG. 1f t¢ B
is chosen so that L(f)c L(x, y)c L(tv,), then w=tv,. In L we have f<xAy=
=av, A bv; =v, whence esw<v. It follows that & = 2*(e), completing the proof.

‘ Presumably, Theorem 6 does not say the last word on proper approxima-
tions. Though Theorem 6 can be formulated without explicit reference to A,
only in terms of the topology of L defined by 77 it is still not very satisfactory

1 To motivate Theorem 6, note that if an antilattice A approximates the lattice-ordered
group L, then the strictly positive elements of A generate a T-filter in L.
.17 The second hypothesis on B is not essentisl.
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since we a priori know that B is dense in L.28 It would. therefore be desirable to
~ obtain approximation theorems of Stone— WeierstraB type. It is not hard to
state such if L is the group of all continuous functions on a compact Haus-
dorff space,'® but the general case seems to be far from easy.

The group of all complex rational numbers can be approximated properly
by the antilattice of all complex numbers of the form (re+s)+ (rao—s)i where
« is a fixed irrational number and r, s run over all rational numbers.

§ 6. Minimal lattice-ordered groups which are properly approximated

Here we are concerned with an algebraic rather than topological construc-
tion. :

Let A be an approximation antilattice without pseudo-positive elements.
Then all [-subgroups of A* containing A are properly approximated by A.
Among them there exists a minimal lattice-ordered group G, namely, the one
genterated by A'in A*. We are going to get an insight into the correlation of A
with this G.

By WEINBERG [8], there exists a free lattlce-ordered group over A, defined
as a lattice-ordered group F with the properties:

(i) there exists an ¢-monomorphism ¢: A--F;
(i7) @(A) generates F;2

(iii) if . A—H is an o-homomorphism into a lattice-ordered group #,
then there exists an [-homomorphism %: F—+H such that the diagram

ALF
Y
H

is commutative.

Applying this to our G in the place of H, with y the injection map, we
obtain the existence of am (- homomorphlsm s F—»G We know that the kernel
K of y is an l-ideal K of F, and since F is uniquely determined by A, G will
be known if K will have-been characterized. Our next aim is to determlne
this K.

Since the topology induced by A on G is Hausdorff, K must contain all
f€ F such that p(a—t)<f<e(a) for all a=e in A. Also, A* and hence G has the
property that if all x¢L(ay, ...,a,)N A (with a,, ..., a,€ A) are =e then

8 Let us emphasize that the most essential assertion of Theorem 6 is that L is an [-sub-
group of B*,

10 See the characterizations of groups of real-valued functions in [7].

2 Generation in the lattice-theoretic sense. (Group operatlon can also be admitted,
but this does not mean anything new.)
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4G A...Aa,=e in G. This shows that (e(@)n ... Nga,)) Ugele)e K for such
finite sets a,, ..., a, where N and U denote latticé-operations in F. We show:

THEOREM 7. The kernel K of y, is the I-ideal generated by all fe¢ F satisfying
p(a—Y)<f<e(a) for all a=e in A, and by all (p(a)n ... Nea,)) U g(e) such
that every xeL(ay, ..., a,)N A is =e.

What we have to prove amounts to verifying that the kernel K is not
larger than the l-ideal K, generated by the indicated elements of F. To prove
- this we form the lattice-ordered group H = F/K; and show that every l-ideal
J with more than one element in H contains non-trivial intersections of elements
of A. This is clearly sufficient to infer that K cannot be larger than K,.2

Let x>=e(x€ H) belong to the l-ideal J of H. It is of the form (for simplicity
we identify ac€ A with ¢(a)e F)??
x=(a U...Uag)N...NEU...Ug

“where a;, ...,g¢A. By the approximation propérty (extended by induction
on n) we'obtain that to u=e in A there exists an a€ A such that! e

U@y CU(ay, .. .;a,)CU().
- By the definition of K,, we have in H:

(, U...Ug)Na=a
whence
a<=a U...Ja,<au.

A similar argument for the other unions in x leads us to cdnclude that

es(euan...Nug =x

for some gq, . . ., g€ A. If uwas chosen so that unot =x (which was possible in view
of the definition of K,), then none of a, ...,gis=e. Now y = (eUa)n ... n

- n(eug) =eufan ...Ng)=e, since y = e would lead to the contradiction
X=aqun ... Ngu=u. Obviously, y€ J. '

To every v=e in A we can find a ce A such that
c=an...Ng<cv.

‘]f» cze, theny =an ... ng, and so J contains the intersection of a, ..., g€ A.
If ¢ is incomparable with ¢, then e<eUc=y implies eUce J, and J again

21 Here we make use of the fact that A was assumed to contain no pseudo-positive ele-
ments.
22 Since no confusion can arise, we denote the lattice operationsin H by the same symbols

- asin F.
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contains a nontrivial union (and hence intersection) of elements of A. Finally,
if for every v we have c<e, thenan ... ng<vforallv,andsoan ... Ng=e,
in contradiction to y=>e. This ends the proof.

An intrinsic characterization of minimal lattice-ordered groups that are
properly approximated is still an open question.
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