
















































































































































































60 . ‘ . UOKA,T.

Ecsu Bemonusiercs (5), Toraa nyerb Nipax (R) = Npax (R). B Buay Tor0,
gyto 1 u k, BO3PACTAT BMECTe, HA0 RBIUMCIUTL NUKI B CIVYIASIX U = g+
(i=12, 3 o) v = Nhax (R)—u, me MBI 0603Hatmnn yepes f, To Uncno,
¥ KOTOPOTO HEPaBeHCTBO '

(4 1) A (6,0 (Vs (R)— 16— ) Ag (o) = — - 4 st VR,

BBUIOJIHAETCS! NePBLIit pas. . .

Kakpapilt n3 pacueron (i = 1,2,3, ...) JaeT 0JiHY OUEHKY [Jsi UMCJIA
mapop obyara. Camoe maneHbKoe U3 9TUX YUcell I10ACTBAJEHO B Tabaule,
BHIp)KAOLIEH TONYUeHHBIE HAMU OLIEHKH : 4

Tabruya

VxR n NR)-1 V2 R ‘n NR)-1 Vx R S n N®)-1
0 —0/1 7 25 | oes 13 39 | oso 20 56
011-016 8 24 || 066—067 14 40 || 09 21 57
017-0,25 8 25 || 068-069 14 41 | 091-092 21 58
0,26-020 8§ 26 | 07 - 15 42 || 093-004 22 60
03 -034 9 27 | 071-073 15 43 || 005 22 6l
0,35—0,39 9 28 0,74-0,75 16 45 0,96-0,97 23 63
04 ~041 10, 29 || .0,76-0,77 16 46 | 098 4 65
0,42-0,45 10 30 (| 0,78 17 47 || 099 . 24 66
046-0,47 10 31 || 0,79-08 17 48 || 1 25 67
048-05 11 32 | 081-082 18 50 | 1,01 25 68
0,51-0,54 11 33 0,83 18 51 1,02 25 69
055-059 12 35 || 084-08 19 52 || 1,03 26 70
0,6 12 36 | 036 19° 53 1| 1,04 % 71
061-062 13- 37 || 087 20 B4 || 1,06-106 37 T3
0,63-0,64 13 38 || 088 20 55 || 1,07 - 28 75
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0 IUIOTHENIIEN VIAKCOBKE IMAPOB B LIMJIUHAPAX
TUIEPEOJIMYECKOI0 NMPOCTPAHCTBA

I'. UCHA

Kadenpa Haueprarenphoil n [lpoextuBHoi [Neometpuns YHMBepCMTeTa M.
J1. O1eema, Bygamemt

(Mcemynuao 9. 70. 7974)

Ha copeBHoBaHuM 1o matemaTtuxe um. Muxsowa lise#isepa B 1962-om
rony JI. ®EMEIL TOT u A. XEIUIEW yaMeTUJHN CIeAYVIOLIYIO 3a1auy : ,,Jlo-
Kas3bplBaeM, 4To 0Tpe301< h ymeer BrosiHe npo6ojaTh MM KacaTbes M0 Kpai-

TOUeK’’
YTBEP)KILCHI/IQ 3TOH 3a7aUy B EBIJIHIOBOM MPOCTPAHCTBE MOYKHO COC-

TAaBUTL 1O cJefvicmeMm crocofbe: Uucno eAMHUYHLIX MIapoB, HE MMEKILMX
001U X BHYTPEHHUX TOUEK M JIEKAMMX B LUJIKHIPE PAAUYCOM 2 i BHICOTOI

£ ] 2.
V2

B n-mepHoM (11 = 3) eBKIUAOBOM HpOCTpaHCTBe E. XOPBAT [1] nan
BEPXHVI0 OLEHKY JJisl YHCJa eAUHHYHBIX HIAPOB, JNEXAMMX B LUJIMHADE
paguveoM r (1 = r = 2) ¥ BRICOTON /1 = 2 U pelnI IIOTHEHILYVIO YITAKOBKY
eNVMHHYHBIMA HapamMy B GecKOHeUHOM HUIMHIpe paguycom r. OH Ioxasal,
YTO MaKCUMaJbHOe YHCI0 apoB M I0J0)KeHHe MX LEHTPOB B Cjavuae
IJIOTHeHIeH YIIaKoBKM He3aBUCHMa OT pasmepa IPocTPaHcTBa.

B 970if cTaThe Mbl PACCMOTPUM aHAJIOTHUHVIO HPOGJIeMY B /1-MEPHBIX
rullep6eaniecKax NpocTpancTeax (1 = 3)

JanHa B npoctpancTBe npsimas ,,t”°. MHO)KecTBoO TeX TOUEK, PACCTO-
sIHMe KOTOPHIX OT {He GoJiblle 4eM 27, HasplBaeM GECKOHEUHBIM LUTMHIPOM
paguycom 2r u oceil £, u oGo3naunm yepes Z" (¢, 2r). Ecnu B Be TOUKH OcH
f, paccTosiHue KOTOPBIX /1, MBI PACIIOJIOKUM IIOCKOCTH, HepPHeHJMKYIsAD-

* Hble Ha {, TOT/|a YacTh WMJIMHADa, OTpaHNYeHa 3TUMHU TIJI0CKOCTaMK, 0003Ha-
qanm yepes Z" (¢, 2r, h).

B atoii crarke Mbl pEILMM MaKCHMabHOE T CII0 11ApOoB K" (r), KOTOpre

MOYKHO pacnosioykute B Z" (1, 2r, h), nanee pemnm nnomenmy}o YTAKOBKY

wapamu K" (r) B numnape Z" (¢, 2r).

Hel mepe 2 [ }+2 eMHAIHBIX mapos He HMEIoIHX 0611114)( BHYTPEHHAX

=2 1o KpaI/IHeI/I mepe 2 [ h
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v

OnpepesisieM noTHOCTh 8, (r) wapor K*(r) B Z7(t, 2r) Tlvere 4 —
mobasi TouKa, QUKCHpoBaHHAA HA ocu umimuApa Z"(f,2r) u Z"(t, 2r, )
— TaKoil n-MepHBII LHINHID, CHMMETpHYECKast TOUKa KOTOPOTo Ovaer Tou-
Kot 4 ero obbem V(h, 2r).

an(r) — m NZI:'Kn(r) ,
new VAR, 2r)

rae N, sBisiercs uuciom mapos B Z"(¢,2r,h) n K* (z) 06BeMoM - -Mep-
HOTO LWapa PajuycoMm r.

Jlerxo poxaseBath [2], uto 8, (r) HesaBucuM oT BeIbopa Touxu A, TaK
KaK B UUIMHAPE AaHHON KOHEYHOH BBICOTON MOYKHO PAaCIOI0MUTE TOJIBKO
© IIapBl KOHEYHOTO uncsia. Mbl JIOKa3kIBAEM CHEAVIOIIIE TEOPEMBI:

TEOPEMA 1. B n-meprom (n = 3) 2unefoaudeckom npocmpancmee kpu-
6U3HYL % 4ucA0 wapos K™ (1), He umerouiux 00X HYMpPeHRUX modei i pacno-
A02A10WUXCA 8 YUAUHOpe Z” (z", 2r,h) no xpadned mepe

h —7: arcsin (tg Vu r)
73 + 2
2—— arcsm{~4 t ﬂr}
Vi R
e0e h = ——"arcsin tg Var.

- 1/% : . A

TEOPEMA 2. B n-meprom (n = 3) eunepfoaudeckom U esKaudosom
npocmpancmee NAoMuocms niomuelued ynaxosku yuaunopa Z"(t, 2r)
wapanu K" (r) no xpalined mepe

— K" (r)-2 ]
1% [ V; ar_csm [—V;— tg l/;c. r]] .

Imo Oocmuzaemcs, ecAl WAPO8 COCMABASION NApyl, KOmMopele kacawmea !
6 MOM Mce mouke, 4 LAPbL IMOLE NAPbL MONCE KACAIOMEA NPENCTIOL NAPYL.

Hnst pokasarenbcTBa TeOpPEMBl | Heo0XoauMas

JIEMMA, ITyems t — npamaa eunepfoaudecko20 npocmpaxcmea daiee 3
wapa paouycom r u genmpom O;(i = 1,2, 3), He umeromux ouiux §rymper-
HUX moyex. : -

ENGE

(H . 7 (r) = min {max (01 03, O] 03, 0; 0D}

20e 0] — nepnenouKkyApHAs NPOEKYUA MOHEK 0 nat. Ecau np;uvza;z Kaca-
emes uau enoAHe npobadaem mpu wapa, mo —x CMAasUM 8MECImo x

t(r) V_y Arsh [— thyx r}
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9mo docmueaencsa, ecau 06a wapa 6 mojt uce ImoiKe Kacanmes npamod,
@ mpemutl Kacaemcs NpAmMol U Opyeux uwapos.

JOKABATEJIBCTBO JIEMMbI: Paccmorpum npsmvio f, mapsl K; 0 ux
nenTpos 0;(i = 1,2,) — oueBuAHO, UTO CYLIECTBYET CBA3b MEXJY OTpes-
KoM 07 05 = 2x H VIJIOM HONVIII0CKOCTei! [Ol,z‘] n {0, t], ecnn mapu K,
1 K, kacawrcs (puc. 1. 1 2.). i

Puc. 7. ‘ Puc. 2.

O5o3Haunm uepes 2 (X).yroi Meskay nonviinockoctTavwi [0y, 1] u [0,, ]
[TycThb X, 0Tpe3ka v KoTopo# y(x,) = 45°. Jlerko BHAETb 4TO TNPKH X <X,
ecqd TpsiMast { IepeceKaeTcst Miapamu, Torjaa MOJKHO YIaluTh 0T { B Halpas-
sieauH 0, 0;. IlpuHUMasd oToT ¥ payibHeHlMe GaKTBl BO BHUMAHHC BHIHO,
YTO KOIJA MBI HIUEM QYHKUMIO T (r) — AOCTATOYHO CMOTPETh TOJBKO MAph,
KacawIuuecs OCH.

Ecnu x = 0, Torga y(x) = 90°, a ecom x Bospamae'rcs7 TO y(X) YMEHb-
(T(r
-uaetest. ITokaykem, 4o y[ g ] =45° 1. e, 2x, = 7(r) — B 9TOM clyyae

K, 1 K, racatwor B Tom )xe TouKe mnpsimoii f, a K, rkacaerca ux n f. Iloxa-
JKEM, UTO 3TO HaWJIyyllee PACCIOJIOyKeHNe Tpex Liapa, HOTOMY UYTo-PUKCH-
- pvst Kyn K, Tax, yro 0703 < 2x, — orpesky 0{0; apvroi wap K, He
YMEET KacaTbCH

PaCCMOTpVIM TJIOCKOCTD S, NepHeHAUKYISPHVIO U JIEJanLUyI0 [0 I0-
nam otpe3ox 07 0. YTBEpIKAAEM, UTO

0’0, 0, 0! _
=1+ = = 135°,
y[‘ 2.] 7’[ 2 ] |
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ecn Q) = 07 n 0 = 0,. Ecom paccrosinne 07 05 = x4y, Toraa pacc-

Tostnie 0; 05 = Xo—y, N0ITOMY ecn QyHKUKSA v (x) B uareprante (0, x,)
BOT'HYTAsl (BHM3V), TOTAA :

xO' xO . x(l ol
REERRTEY) N 0y = 2912 = 135
”[2 y] V[z ] y[Z]

(puc. 3. u 4.).

Foo

o e

R

R (R)
4 2
Puc. 3.

OTO MBI IOKAKEM CIEAVIOUUM cIocoGon: [Inockoers S mepeceKaer w3
- mapa K; u K, kourpvenruuie kpyra k; u k, (puc. 5.). Ecin Ky u K, xaca-
ITCsI, TOTAA H KpYI® Ky ¥ Kk, KacawTes (puc. 6.). KacarensHbe oTpeskn,

Puc. 5.
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ucxoisiue 13 Touxn F, paznm, T. e. FO{ = FN, = FO; = FN,. Ha ocHo-

BaHUM 7 —8-00 PUCYVHOK
ﬂil/;x
CcOos X) =2 ————,
YO = S Vare

%)

Puc. 6.

B qemepoyronbm«ké 00’ FC: sin d = cos(90°—9), Tax

shVer thVeFC oy ShVEx
shV%~OF  thV=OF P M Yo
Ho Tax
Y ()= —- L. C_hl/%x =0
th Ver siny(x)
¢

Puc. 7. Puc. 8.

ANNALES ~ Sectio Mathematica — Tomus XVIIIL.
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1 sh Ve x-siny (x)—ch Vxx-cosy(x)- 9 (x)
thVxr sin?y (x)

B runep6onmyeckom ¥ €BKANI0BOM IIPOCTPAHCTBE (I)YHKLLI/IH y (%) BOTHVTas
(BHH3y). Takum o6pasom Jemma JoKasaua, 2x, = 7 (r). -

JOKA3ATEJILCTBO TEOPEMBI 1. reomMeTpuveckoe sHaueHUe QYHKIUH
d (r) Bujro Ha 9-0it pucyHKe.

CrepBa MBI IOKA)KEM TeOpeMy Besyvuae 11 = 3, a HOTOM 17 > 3.

Tvers Ky, K, .. oK, wiapsl B nuanuape 27 (¢, 2r, h), 2 04,03, ..., 07,

— TepIeHANKYNsipHAsa NpoeKUus UX LeHTPoB Ha ock f. O4YeBHJHO, 4TO
MOXKHO 0603HAYNTL WApH Tak, uro O7,, Haxomutcs Ha otpesre 0;0; .
Touxu 01, ...,0], pacnonomenm Ha oTpeske pmuwHHocTH A—2d(r) = 0.

7 = -

(a) n= 3 Mo nemme 0,0/, = 7(r), u m = 2[h~fid)(r)]'-+_2‘
7(r).
(6) n=3. HoxameM qTo 0 0;.y = ©(r), TLe PaBEHCTRO TOIKA U TOJIb-
KO Torja, xorga f u uenrps 0;, 01+1 0;,, pacnonomebe B 3-MEPHOM TI0Ji~
APOCTPAHCTBE.

_ t
0i+2
~
Gz | - ,
01'+2
D/‘+4
r
0{'144
*
A Greq
~ r
DI-X‘ . )
2 ;
i+ o r o
24(r) .
Puc. 9. Puc. 70.

Mocrasum, uro f ¥ ueHTpH 0;,0,.,, 1 0, He HAXOXATCS B 3-MEPHOM
TIOAIIPOCTPAHCTBE, TOTAA CYLIECTBYET 4-MEPHOE MOAIPOCTPAHCTBO, B KOTO-
pom Haxopsrest £ 1 ueHTphl 07, 0545, 045, Jlerko BUJIETH, YTO MOYKHO II0CTa-
BUTD, uto wapht K;, K;4,, K; 1, Kacaror £.

Hocum Touxu 0;; u 0,y Ha MONVILIOCKOCTH [0y, 1] Mkt [0y, 7]

BAOJIb SKBHAUCTAHTA, npuﬂannemalomero K ocH f, B 3-MepHOe MOATIPOCT-
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paucreo I1 — KoTOpoe nepneHguKyisipHoe Ha ocd { B Touxe 0;. O6o3Ha-
uum ati Touxu uepes 0F , u OF , (puc. 10.).

OueBupno, uro Touxu 0, 0F ,, 0%, naxonsrcst Ha 2-mepHoil cdepe
teutpom 0 u Pauycom r 1 OHU He HaXONATCSA Ha OnHO} DoJbINOA OKPYIK-

HOCTH. Ha 310#l cQepe cviecTsyer TouKa A¥, Koropas HaxopuTes Ha
miockoctu {070, 0¥ 1] un

) A*0, = 0%,,0,, A*0%, = 0%,0%,

BBIUTOJIHSIIOTCST M PABEHCTBO B 0GOMX HEpaBeHCTBAX TOJIBKO TOTAA, eCJIi
0,, 0f_, u Of,_, na Gonbuoi okpyikHOCTH, T. €. 0;, 0,14, 0,1, U B 3-MepPHOM
HOJIPOCTPaHCTBE.

Paccmorpum CAKKEPH-ueTBepexyroibHuK 07, 0;0F ,0;., n pacc-
HOJIO)KUM Ha IINIOCKoCTH [A* f] Tax, uro ‘
420 Oz+2 0;1,0=0{,0/A*0,., O
V3 nepaseucts (2) ciefyer, uro
0;4,0;,=0;1,0; n 0,,,0,,=0,,0,;,,

~

T. e. wap, HeHTpoMm 0; [, U PAUYCOM 7 He UMeeT 00X BHYTPEHHHX TOUEK

urapamu K, u K, nanee newrps 0;,0,.,,0;,, ¥ f HAXOAATCA B OJHOM
3-MepHOM TOANpOCTpaHcTBe. [lesromy

1+2O - Oz—l-‘)oz = 1(’-)
Taxum o6pa3om Teopema 1 foxaszana.

,HOKASATEHI)CTBO TEOPEMbI 2. Ora Teopema SIBSIETCS CIICACTBHEM
HepBOIA TEOPEMBI.
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MAXIMUM OF NUMBER-THEORETICAL FUNCTIONS
IN SHORT INTERVALS

By
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Departhxent for Numerical Mathematic of the L. Edtvis University, Budapest

(Received October 10, 1974 )

1. Let ¢, ¢, ¢, ... denote suitable positive constants, p, p;, Pay - - -
denote prime numbers.

It is a well known fact that a large set of additive functions has a
limit-distribution. This is guaranted by the theorem of Erdés— Kac, which
states the following assertion. An additive function g(n) has a limit-dis-
tribution function if and only if the three series’

(») g2 (p) 1
g"_ b3 Z A Z -
lep)i=t P gml=1 P lgml=1 P

converge. As it is easy to see, the convergence of these series is a suffi-
cient condition to the existence of the limit distribution for

(1.1) , fe(n) = .=r1naxkg(n+j),~

ey

if k is an arbitrary but fixed integer.

Now we shall consider (1.1) as a function of £.

Assuming that g¢(n) is non-negative and g(p*) = g(p*~1) for every
prime power p* we can deduce immediately that
(1.2) fi (M) = [, (0)
holds for every n and k = 0.

Indeed, let

Oy=gM), 1=h=k

Observing that h is a divisor of n+j for at least one j in je[1, k]; we get
() = max g(nt))=g () =i(0),
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It seems to be probable that
fi(m) = (1+ 1) £, (0)

_ for every # > 0, every large & and for almost all n.
In this paper we shall prove such theorems for two special cases.

2. Let 2(n) and w(n) defined as the number of all prime factors or
distinct prime factors of n, i.e. for n having the prime decomposition

n=pi...py

let Q(n) = o+ ... +a, o(n)=r.
Let A(n) = Q(n)—w(n).

Let ‘
@1 el = max A(n+)).
From (1.2) we get e .

N : _ [logky
ey b () = [ logz] L.

We see that (2.2) is a quite good estimation in the fellowing sense.

THEOREM 1. Let T be an arbitrary positive number, ¢ be a suitable
positive absolute constant. Let a>log 2 be an arbitrary but fixed number.
- Let M(x) denote the number of those integers n=x, for which there is a
k=T so that the inequality

(2.3) fo(ny = 22K | otog tog ke
fog2 -

does not hold, Then
M (x) < ¢; x (log T)~e/log2,)
¢; depends only on « and c.

Proor. Let K denote squarefull numbers. First we prove that

(2.4) az > L. &
) . Y aKy=y K 2

Let K = K, K, where K; = 236, Ky = II pli, p; = 5.

Since

log Ky = X y; log p; = log5- 4(Ky),
therefore ’ .

(2.5) > L= s L

A(Kn)z=z Kz Kpz5° Kz
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Furthermore, as it is easy to see, the number of K’s not exceeding x is
O (V). So the right hand side of (2.5) is majorized by O (5-#2). Hence

-

Ay 1 [ 2 : ]
Kp=2%.38 Kl 4(Kg)z=y~a—p—2 K2
(l/g)u-l-ﬁ

=5. 7
a+P=Y+2 2“-3/3-(]/5)3’ atpzmy+2 2%+ 3F 12 }

Hence, by an easy calculation we get (2.5).

Now we write evéry n as n = K.m, where n= K.m, (K, m) =1,
m is a square free number. It is clear that 4 (n) = 4 (K).

Let M(x, y) be the number of those 7’s not exceeding x for which
A(n)y=y. It is obvious that the number of n = x so that f, (n) =¥ not
greater than kM (x, y). Furthermore, :

M(x,y)s > [%]SXA;,.

AK)>y

So, by (2.4)
(2.9) . M (X, y) = ¢, x[2Y
holds.

Let. . i

’ k=21, y = logk"-{—oclog—l?g—k"zi-l-oclogi.
log 2 log 2
Let T = 2% ' ‘
The inequality _
1 gk logk .-
n lo , k=Fk;;, i=t
o) = o5 atog 020
holds for all 1= x with the exception
lét' k,M(x,y;) = czx%' e

of them. The right hand side of the last inequality is
O (x (log T)!—=/l0g 2} ,

Observing that f,(n) is a monotonic function of &, and that log k;11—
—logk; = log 2,

loglogk,+1 log logk; = Iog(1+ 1/i) < 1/i,
hence our assertion immediately follows.
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3. Let now g(n) be a non-negative additive function so that

, gr) =¢@@) (=23, ...)
for every p. We assume that the inequality
G- O=)e=<g(p)p=<e

helds for every p. ¢;, ¢, are positive constants.
We consider

(3.2) | ety = max g (n+)).
Let py = p,< ... be the sequence of all prime numbers. We define £,
by the inequality
(3.3) =P Pu=Kk<tper.
Since 1, is a divisor of n4j for at least one j&[1, k] we have
34) fu(m) = > g(p)-
i=1

Let
(3.5) | v()= 3 2.

, p=y :

- Since
' 1
> —=loglogy+0(1),

p=y
therefore

L0 <=0 = —w—(—}Q—r—— <
loglogy

From (3.4) it follows that

[ (D) = p(p,) -
From (3.3) it follows that p, = (1+0 (1)) logk, and so

(3.6) L) =plloghy=c, ¢ =0 .
holds for every n and every k.
Let y =1,
3.7 : g0 = 22,
. Ppéy
and .

(3.8 ' o h(ny =22 2= 1.
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Then
h(n) = %f(d),
wilere
t(py=20—-1; t(p)= 0, if «=2 and p =19,
and

() =0,itp=y (u=1,2...).
So we have ‘

def . oo -
A= A= ¥ Zt(d):zf(d)[i]s
' n=x n=x din d=1 d
‘ = g(p) _
.ﬁxz—t’@—::x H {1-{.2_,441]'
oaz d y=psx p

Now we choose z so that

clogz < y/4.
Then for p >y we get

20 _ .
147 ol l+m2g(p)logz <exp[4(logz) g(—’—»—]
p p p

Hence it follows that

A = xexp (4 (logz) > gﬂ]s xexp (¢;logz/(ylogy)).
‘ p=y P
Let 4 =1, and .
- def
Si= > 1.
Hme 4

Then ) ,
(3.9 Ss=2"4 A =xexp(c;logz/(ylogy))-exp(—dlogz).
The number of the n’s not exceeding x for which
max g(n+j)y=4
j=1,...,k
is majorised by O (k S.).
By using (3.9) we get

kSs = xexp [c5 log 2 —Alogz-l—logk].
- ylogy o
Let
. k
y =logk, logz= . logk y A= 106¢.

4c, 4c,
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Then .
X
kSa= xexp(—BIng) =
Since

fr (M) =y (log k)+j=rlnax L))
therefore the following assertion holds.
THEOREM 2. The inequality
| i (M) =y (loghk)+4

holds for k =k, and for every n = x with the exception bf at most O (x/k2)
of them. A is a constant.

Using that
n 1 /
log = >—+0(),
AR
a(n) 1 -
g2 = > " 1o,
n pin P

where ¢ (1) denotes the Euler function, and o (1) denotes the sum of divi-
sors of n, from Theorem 2 we can deduce immediately the following as-
sertion.

THEOREM 3. The inequalities

G _ o eE) o

loglogk i=t,...k n+j  loglogk

c,logloghk = max M
j=t, .k N4

= ¢, loglog k

hold for every k = ko, and for every but O(x[kZ) of n = X. ¢, ¢, are suit-
able absolufe positive constants. -



DOPPELGITTERFORMIGE LAGERUNGEN INKONGRUENTER
KREISE UND KUGELN

Von

MARTA HOLLAI
Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie der E6tvos Lorand Univesitat, Budapest
Herrn Professor L. FEJEs ToTH zum 60. Geburtstag gewidmet

( Eingegangen am 24. Oktober 1974.)

In dieser Arbeit beschiftigen{ wir uns mit der sog. doppelgitterfor-
migen Ausfiillung der euklidischen Ebene und des Raumes durch in-
kongruente Kreise und Kugeln.

DerFINITION 1. Verschieben wir die Punkte eines Gitters I' mit
einem Vektor e. Die Vereinigung der Punkte von diesen zwei Gittern
bildet das zu I" und e gehdrende Doppelgitter.

DerinitioN 2. Von doppelgittertdrmiger einfacher Kugelpackung
reden wir, wenn wir um die Punkte des Gitters I" Einheitskugeln und um .
die’ Punkte des verschobenen Gitters Kugeln mit - gegebenem Radius

0 < r =1 schreiben, wo die Kugeln keine gememsamen inneren Punkte
habern.

Im Weiteren bestimmen wir die maximale Dichte der Packung in
der Funktion von r.

Sarz 1. Die chhte einer doppelgitterformigen emfachen Krezspackung
ist hdchstens

2 e :
nr—:i, wenn O<r<213~—1
2V3 3

2 . —
" rl ,  wenn Z»E—lsrsl/z—«l,
4sin (2 arccos (r+1)-1) 3 '

2 —
nr__—i—l_‘:, wenn  V2—1=r=1 ist
4Vrr42r :

Eine qudratische Form des Gitters, womit wir die dichteste Packung
verwirklichen kénnen, ist in den oberen drei Infervallen:
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4 (2 +x3+x; %),

— 2
EJEQ4JJ

4 [x§+x§+2cos [2 arccos 1 ]xlxz] =4 [x’f+ X342
| | I (r+ 12

r+

4 (2 +20)x3) -

S

02855

02928 ]

A | |
A N . B

0z | |
[
J
|
' |
f i ‘
27 L i r
T T
. 2 ;7 05 17
Vel "2—; B -
| 1
g ey e .
] g a ]
(a.b)s=| 60° |2arccoswhy | 0>
b= | _‘ﬁi 2 b 22T V3
a= 2
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Im ersten Fall fiihrt der Vektor der Transtation vom Gilterpunkt zu ir-
gendeinem Punkt jenes Ebenleiles, der die unvdie Gitterpunkie iimschriebenen
Kreise mit Radius r-+7 nicht diberdecki. In den anderen Fillen zeigt der V ek-
tor der Translation zum Miitelpunkt eines Stiiizkreises.

Die Definition von Stiitzkreis, Stiitzkugel, Stiitzpoligon und Stiitz-
polytop siehe in [1]

ANMERKUNG 1. Ist r=

Fig. 1).
Satz 2. Die Dichte der doppelgitterformigen einfachenn Kugelpackung
ist hochstens

2ﬁ
3

—1, so ist die' Dichte maximal. (S.

a1 'T, . wenn OsrﬁVEv—i,

V18 '

ri41 ' = =

o A— o wenn 1/2—1 = gl/B—l,

3(r2+2r) V4 —(r+-1)2

3 ) _

7—%. wenn  V3-1 =1 1 ist

6 V(r+1)72— ~ '

und die dazu gehirende qudratische Form ist
A+ X5+ 5+ XX+ X X)),
A(G X433+ k(X X+ X, X5+ X5 X)),

(r+1p2—1

wo k= 2cos [2 arcsin ist,

A(x2+ X5+ (r242r— 1)x;§).

Der Vektor der Translation zeigt wie oben zum Mittelpunkt einer maxi-
malen Stiitzkugel, bzw. im ersten Intervail zu einem Punkt der bestzmmten
Umgebung des Mittelpunktes.

ANMERKU\IG 2. Die Dichte ist maximal, wenn 7 = J2—1 1st
Fig. 1 und Fig. 2 fassen unsere Ergebnisse zusammen. (Die Dichtz
der Packung wird mit d bezeichnet.)

Beim Beweis beniitzen wir folgende Hilfssdtze:

, HirrssaTz 1. Hat eine Kugel mit Radius r mit den Einheitskugeln
eines Gitters keinen gemeinsamen inneren Punkt, dann hat auch die
um den Mittelpunkt der Stiitzkugel mit' maximalem Radius umbeschrie-
bene Kugel mit den Einheitskugeln des Gltters keine gememsamen in-

neren Punkte.
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Bewels. Betrachten wir die Zerlegung des Raumes durch die Stiitz-
polyeder des Gitters. Das ist die sog. L-Zerlegung. Der Mittelpunkt O
der Kugel mit Radius r ist ein innerer oder Grenzpunkt eines Polyeders.
Ist O nicht die Zentrale des Polyeders, so gibt es wenigstens eine Polyeder-
Ecke (0;) fiir die die Ungleichung R > 00; = r+1 gilt, wo R der Radius

der um den Polyeder umbeschriebenen Stutzkugel ist.
‘ HiLFssaTz 2. In einer L-Zerlegung — die zu einem dreidimensio- .
nalen Gitter gehdrt — ist der Mittelpunkt der Stiitzkugel mlt maximalem
Radius im Inneren des dazu gehdérenden Polyeders.

BewEels. Nehmen wir an, daB der Mittelpunkt O der Kugel G kem
innerer Punkt vom Polyeder P ist. Dann gibt es wenigstens eine Seiten-
flache 8§ vom Polyeder P, deren Ebene die anderen Ecken und den Mittel-
punkt O trennt, oder O¢S ist. Zur Seitenfliche S gehdrt noch eine Stiitz-
kugel G. Der Mittelpunkt O von G ist nicht identisch mit O, sonst héitte
die Kugel G = G weitere Gitterpunkte. Die Halbgerade 0O kann nicht
zum Polyeder P zeigen, denn da wiren die Punkte O; im Inneren von G:
00 kann den Polyeder P nicht schneiden, denn da wire der Radius von
G grofer als der vorausgesetzte maximale Radius von G. Damit ist dieser
Hilfssatz bewiesen.

BEWEIS DER SATZE. Im ersten Intervail — ist r+ 1 kleiner als der
Radius des maximalen Stiitzkreises (Kugel) vom Gitter, das Gitter gehort
zur dichtesten gitterformigen Kreis- (Kugel) Packung — ist die Behaup-

tung evident. Wenn im Raum r = l/% —1=0,2247.. .. ist, so kbnnen

wir das Gitter auch in den zum Mittelpunkt des reguléren Tetraeders,
bzw. in seine geeignete Umgebung verscﬁiebe‘n, aber im Falle 'l/' % <

<r+1=V2 kann nur. die Umgebung des Mittelpunktes vom reguléren
Oktaeder in Anschlag kommen.

In den weiteren Intervallen verfolgen wir folgenden Gedankengang
(Einfachheitshalber wird hier bloB von den dreidimensionalen Fall die

Rede sein.):

Betrachten wir ein Gitter. Sei R, der Radius der groBten Stutzkugel
konstant. Wir dndern das Gitter, bzw. wir ersetzen es mit einem an-
deren Gitter so, dab

— die Entfernung der Gitterpunkte = 2 bleibt,

— das Volumen 4 des Grundparallelepipedons des Gitters nicht
wichst,

— der TypUS des Gitters sich hochstens derart verdndert, daB die
Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand der maximalen Stiitz-
kugel wachst. (Die Typen der Gitter finden wir in [2].)-

Wir untersuchen bei gegebenen Werten des Radius R, welcher Typus
unter den obigen Verdnderungen vorkommt, und welches Gitter von

ihnen einen minimalen Grundrauminhalt hat. Wir zeigen, daf der Raum-
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inhalt des Grundparallelepipedons. solcher Gitter mit der VergroBerung
von R wiachst. Deswegen und statt des Hilfssatzes I(R=r+1) ergxbt ein
Gitter die maximale Dichte das zum R = r+ 1 Wert gehdrt.

Im Weiteren wird der Beweis der beiden Sitze einzeln bespwchen

In der Ebene Uﬂtf‘l’bUCheﬂ wir |ntzt die Gitter, wo der -Radius des

Stittzkreises grofer als VS ist, und der Stiitzkreis genau 3 Gitterpunkte

enthilt. (Das ist das prmntxve Gitter). Bezeichnen wir den Mittelpunkt
des Stiitzkreises mit O und die auf diesem Stiitzkreis liegenden Gitter-
punkte mit O, so besteht folgende Ungleichung: 2 = 0,0, = 0,0, =
= 0,0, Wenn 0,0, = 2 ist, bewegen wir den Punkt O, zu 0, dem Krels
entl ang (0 (8. Flg 3). Mit dieser Bewegung nimmt der Flachemnhalt des
Dreiecks ab, weil 0,0, = 0, 0, war. Iim nachfolgenden setzen wir immer
voraus, daB kein neuerer G;tterpui kt wahrend der Bewegung auf den
Kreis kommt andernfalls fiihren wir die Verdnderung bei der Unter-
suchung des geeigneten Gittertypus fort. So konnen wir voraussetzen, daB
070, =2 und der Winkel 0,0,07 < 90° ist. Wir wiederholen die oblge
Bewegung miit demn Punkt O, Wenn z.B. 0;0, = 0,0, war, so gilt im
entstehenden Dreleck 0}°0; = 0;0, =12 Lnd

60° < < 05 070, = 2 arccos }12 < 80°,

d.h.-daB ein primitives Gitter nur dann vorkommt, wenn R < fz ist.
‘Der Flacheninhalt des Grundparallelogramms ist

A= 4sin [2 arccos ! ] )
R

der im Iatervall [--2_‘, 2] zunimmt.
V3
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Hat der Stiitzkreis 4 Gitterpunkte (0, 0,0,0,) — das ist ein recht-
eckiges Gitter — dann drehen wir eine Diagonale so, daB die Fliche ab-
nimmt, und 0] 0, = 0;0, = 2 wird. (S. Fig. 4). Da erhalten wir 0,0, =
= 0,0;=2VR*~1, was wegen 070, = 0,0; =2 nur im Fall R =2
sein kann Jetzt haben wir 4 =4VR*=T. Dlese Funktion ist offensicht-
lich zunehmend.

Fig. 4.

1. Im Raum betrachten wir zuerst auch das sog. primitive Gitter,
wo alle Polyeder der ‘L-Zerlegung Tetraeder sind. Wir bezeichnen den
~ Mittelpunkt und den Radius einer maximalem Stiitzkugel mit O und R,

die Ecken des Tetraeders mit A, B, C, D, und die Orthogonalprojektion
auf die Ebene A BC der Punkte D, O mit D’, ¢’. Der Mittelpunkt des
um das Dreieck A BC umbeschriebenen Kreises k ist gleich mit 0’. In
einer L-Zerlegung sind die Dreiecke spitzwinklig, darum ist O’ ein innerer
Punkt des Dreiecks. Ist der Punkt D’ im Winkelbereich A0’ B, und ist
AD = BD, so bewegen wir den Punkt D dem zur Ebene A BC parallel
“laufenden Kreis der Kugel entlang bis zur die Strecke A B senkrecht hal-

bierenden Ebene (D). Offensichtlich bleibt das Volumen des Tetraeders
bei dieser Bewegung unverdndert. Es ist auch leicht einzusehen, daB alle
Abstinde der Gitterpunkte = 2 bleiben, daB der Abstand A D zunimmft.

Wir beenden die Bewegung, wenn ein Kantenwinkel 90° erreicht,
-d.h. der Typus der Gitters sich verdndert hat.

Bewegen wir den Punkt D einem GroBkreis entlang in der die Strecke
A B senkrecht halbierenden Ebene, so nimmt der Rauminhalt ab. Bezeich-
nen wir mit C, den Punkt des Kreises & der C gegeniiberliegt. Die Winkel
D AC und D BC sind nur dann Spitzwinkel, wenn der Punkt D’ im Win-
kelbereich AC, B ist. Da es geniigt die Stiitzkugel mit maximalem Radius
zu untersuchen, separiert die Ebene A BC die Punkte D und O nicht
(Hilfssatz 2). Die Projektion des obigen GroBkreisbogens schneidet die
Grenze des Winkels AC, B, d.h. entweder verdndert sich der Typus des
Gitters, oder kann erreicht werden, daB D* A = D* B =2 besteht. In -
diesem Fall wiederholen wir den obigen ProzeB mit dem Punkt C. Dann
hat das Tetraeder blof 2 windschiefe Kanten, die groBer als 2 Einheiten
sind oder sind alle dréiKanten einer Fléche 2 Einheiten lang. Im letzteren

6 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIIL.
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Fall verwenden wir noch einmal den obigen Prozef auf den vierten Punkt.
Wir erhalten auch jetzt ein Tetraeder, wo z.B. ‘

. DA=DB=CA=CB=2 ist;
2= AB=2¢<2V2 ist, weil 4 ADB = 90° ist;

2=CD=2b<2V2 ist, weil < CAD~<90° ist(S. Fig. 6).
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Vom Radius der um dieses Tetraeder umbeschriebenen Kugel kann

mit kurzer Rechnung bewiesen werden, daB er kleiner als ¥2 ist, d.h. daB
wihrend der Bewegung der Typus des Gitters sich ver&ndert hat.

2. Hat die maximale Stiitzkugel des Gitters fiinf Gitterpunkte
(A, B,C,D,E), soist ABCDE eine Pyramide, wo z.B. A BCD ein Rech-
teck ist [2]. Die orthogonale Projektion (E") des Punktes E auf der Ebene
A BCD istim Rechteck, weil die Seitenfldchen der Pyramide spitzwinklige
Dreiecke sind. Das Volumen der Pyramide, und damit auch 4 unverdn-
dert, wenn wir den Punkt E auf der Kwugelcberfldche parallel zur Ebene
A BCD bewegen. Immer beenden wir die Bewegung, wenn E” auf die
Grenze des Rechtecks A BCD kommt, weil da bereits auch ein sechster
Gitterpunkt zur Stiitzkugel gehdrt. Wenn AE = BE =CE = DE ist,
so fithren wir die Bewegung des Punktes E in der die Strecke A B sen-
krecht halbierenden Ebene, einem GroBkreis entlang fort. Das Volumen
der Pyramide nimmt ab, wenn der Abstand A E abnimmt. Wir konnen

AE=BE=2= AB<2V§ erreichen.

Fig. 7.

Wir haben (S. Fig. 7) das gleichschenklige Dreieck A BE so in die
erste Bildebene gelegt, daB} die Strecke A B senkrecht auf die zweite Bild-

ebene sei. Wir bezeichnen das erste bzw. zweite Bild eines punktes X

6%
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mit X’ bzw. X”. Der Mittelpunkt .von A B ist F, der Umkreis des Drei-
ecks ABE ist k,. Der Kreis k, geht durch die Punkte B, C, und seine

Ebene senkrecht auf A B. P, F,, B, und C seien die Punkte des Krises
ky, fiir welche "< B/’ 0” B” = 180°, F’O”1E”A”, B/B” | B"E”,
und C”C”||P P|EF gilt. Ist C = P,, dann ist die sechste Ecke des
geraden Prismas mit Basis A B E auf der Kugel. Wenn C = P, ist, so ist
der E gegeniiberstehende Punkt auch ein Gitterpunkt, d.h. in "der’ Kugel
liegt ein Gitteroktaeder. Wenn Ce F,F ist, d.h. wenn 0 < C’ B’ =< O’ F/ ist,
so konnen wir die Ecken C und D durch ihre Spiegelbildern C und D an der
“Ebene S ersetzen, wo § die durch O F, gehende, auf die Ebene A B E sen-
krechte Ebene ist. Wegen AB= AE=BE =2 20'F = O’ E’ ist, also
haben wir EC > E”C” = B”(C” = BC = 2. Das Volumen der Pyramide
bleibt unverdndert. :

, Wenn wir jetzt den Punkt C auf dem Kreis &, in der Richtung von P,
bewegen, dann nimmt das Volumen der Pyramide ab. Die Pyramide
enthdlt den Mittelpunkt O der Kugel, deshalb ist es nicht méglich, daf
imFall R=V2 EC=ED=EA=EB=2 sei, dh. daB wir in diesem
Fall das ,,Pyramidengitter” mit dem ,,Oktaedergitter” ersetzen kdnnen.
3. Sei das Gitter durch ein gerades Prisma mit einem spitzwinkligen
- Dreieck A BC als Basis bestimmt. Das kann — mit der Verdnderung des
ersten Falles von Satz 1 — zu einem geraden Prisma mit der gleichschen-
keligen Dreieck-Basis A" B” E’, dessen Schenkel zwei Einheiten lang sind,
verdndert werden. Dabei kann das Volumen des Prismas hochstens
abnehmen. Danach kénnen wir auf die in 2, beschrlebene Weise den
Punkt P, durch den Punkt P, ersetzen.

4. Sei auf der maximalen Stiitzkugel des Gitters ein Gitteroktaeder
ABCDEF. Das Symmetriezentrum des Oktaeders ist mit dem Mittel-
punkt der Kugel identisch, d.h. daB die Ecken drei Rechtecke bestimmen
(ABCD, AECF, BED F). Wir drehen eine Diagonale des Rechtecks
ABCD in der Weise, daB der Rauminhalt abnimmt. Da wird entweder
ein Seitenpaar zwei Einheiten lang, oder kommen weitere Gitterpunkte
auf die Kugel. Letzter Fall wird im Abschnitt 5 weiter untersucht. Darum
kann vorausgesetzt werden, da AB=CD =2 und AE=BE=DE=
= C E ist. Sei E” die orthogonale Projektion des Punktes E auf der Ebene
ABCD. Sei der Mittelpunkt der Kugel O und ihr Radius R. Offensicht-
lich geniigt es sich nur auf den Fall Y2 < R = 2 zubeschrinken. Die obere
Grenze ergibt sich aus r =1, wo wir die dichteste Kugelpackung des
Raumes als ein Doppelgitter auffassen. So ist

2 < AD=BC=2b=2V3,

<O0AD = a = 30°.
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o F€AB und AF, =F B,
- PCOF, und < D AP = 24,
QeBD und AQ1BD,

dann ist

(1) 4DAQ=90°—0=60°=2u=<DAP.

Fig. 8.

Wenn wir das rechteckige Dreieck B ED um die Hypotenuse B D in der
Ebene A BCD drehen (E¥), dann kommt wegen B E = 2 der-Punkt E*
auf den im Winkelbereich von A QD befindlichen Bogen AD des Grof-
kreises. Wegen (1) kann der Punkt E’ nicht im konvexen Winkelbereich
PA B liegen. Darum ist das Spiegelbild von E” auf der Dlagonale ACim
Dreieck AOD.

Spiegeln wir den Punkt E auf die Ebene, die durch AOC geht und
auf die Ebene A BCD senkrecht ist (E). Also ist E auf dem zur Ebene
ABCD parallel-laufenden Kreis k der Kugel: Wegen der Gleichheit
E'A=FEA gilt auch 2=EA = EA<ED, d.h. daB E durch E er-
setzt werden kann. So gentigt es diejenigen Gitter zu untersuchen, wo der
Punkt.E’ imn stumpfwinkligen Winkelbereich der.Diagonalen des Recht-
ecks A BC D liegt. Bewegen wir E dem Kreis k entlang bis zur Ebene, die
die Strecke A D senkrecht halbiert. Wir untersuchen den Fall nicht, wo
wir wihrend der Bewegung zu einem Quadergitter gelangen. Dann be-
wegen wir den Punkt E dem auf die Strecke A D senkrechten Grofkreis
entlang weiter, bis AE = DE = 2 wird. Wenn also genau sechs Punkte
auf der Stutzkugel in Oktaeder- artlger Lagerung sind, so erreicht das .
Volumen des Oktaeders sein minimum, wenn je ein Seitenpaar der drei
Rechteckschnitte des Oktaeders zwei Einheiten lang sind. Diese Seiten
bilden ein windschiefes Sechseck (S. Fig. 9).

AE=ED=DC=CF=FB=BA=2,
BE=EC=CB=AD=DF =FA=2b<2V2,
BH=HC=AG=GD=5».
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_ Fig. 9.

Mit der Anwendung obiger Bezeichnungen ergeben sich folgende Zussam—
menhédnge:
R:=02+1<V3,

EG*=4-b>=5-R?,
EH? = 37,
(E E'Y = (R*—1) (4—R?).

Das Volumen des zu diesem Gifteroktaeder gehdrenden Grundparallele-
pipedons ist: B
A=4R-1V4=R*, wo V2=R<V3

Die nicht parallelen, 2 Einheiten langen Kanten des Gitters bilden iden-

tische Neigungswinkel.
Die Ableitung der Funktion A(R)ist im gegebenen Intervall positiv, also
ist das Volumen ein wachsende Funktion von R.

5. Sei I' ein- Quadergitter, so ist der Radius der Stiitzkugel mindes-

tens ¥3. Das Volumen eines in eine Kugel mit Radius R einbeschriebe-
nen Quaders ist minimal, wenn die Seitenrechtecke ein optimales ebenes
Gitter bilden. Laut Satz 1 ist ein Seitenpaar des Rechtecks zwei Einheiten
lang. Also ist ein Seitenfldchenpaar des Quaders je ein Quadrat von zwei
Einheiten langen Seiten, die {ibrigen Kanten sind 2VR2—2 lang. In die-
sem Fall ist das Volumen des Grundparallelepipedons:

A=8VR2—2, wenn R =13 ist.

Offensichtlich ist dies eine wachsende Funktion, also kann R =r+1
erreicht werden.

Ist R = V3, so kénnen andere Gittertypen nicht vorkommen.
Somit haben wir unseren Satz bewiesen.
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SUR LES EMPILEMENTS OPTIMAUX DES SPHERES DANS UNE
SPHERE DE L’ESPACE A COURBURE COSTANTE A n DIMENSIONS

de

J. MOLNAR
Chaire de Géométrie, Université L. Eotvés, Budapest

(Regu 28 octobre 1974)
Au 60-¢me anniversaire du L. FEJES TOTH

On entend par un espace a courbure costante s, I'espace euclidien
(» = 0), I'espace sphérique (» > 0) et 'espace hyperbolique (» <0). En
cas de dimension 2, au lieu de I’espace on utilise la notion de surface a
courbure costante, plus précisement le plan euclidien, la surface sphérique
resp. le ‘plan hyperbolique. La sphére de 'espace & 2 dimensions est le
cercle. '

Considérons dans une sphére S de I’espace & courbure costante de
dimension 1 = 2 un systéme {S,;} de spheéres disjointes. On appelle densité
d’empilement de {S;} par rapport a S, ou simplement densité d’emp-

ilement de {S;}, la valeur % Un systéme de spheres disjointes ayant
une densité d’empilement maximale est appelé empilement optimal.

Dans le plan euclidien sont bien connu les empilements optimaux.de
cercles congruents dans un cercle pour k = 7,* ¢it k¥ denote le nombre de
cercles empilés. PIRL [11] a determiné les empilements optimaux de cercles
congruents si k = 8, 9, 10.

Dans l’espace euclidien a 3 dimensions des résultats analogues con-
cernant les configurations optimales des spheres sont dus a HADWIGER
[7]si k=6. '

En 1963 BrLacumaN [1] s’appuyant sur un résultat de RANKIN [12] a
généralisé le résultat de HADWIGER en obtenant des theorémes qui nous
aménent aux certaines configurations optimales dans 'espace euclidien
de dimension n = 3. Dans un résultat récent MArTa HoLLar [9] a donné

1 Voir par ex. Ixusipexnit — Yennos — Srmom [14] (p. 108), resp. PirL [11]. Grace
aux articles de GoLDBERG [6], KravITz [10] et PirL [11] nous connaissons configurations
de cercles supposées optimales si 11 = k = 20.
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les configurations optimales dans l'espace euclidien a 3 dimensions si-
T=k=122

_ Dans notre article en €tendant certains résuitats de BLAcHMAN [1]
dans J’espace a courbure costante, on obtient des nombreux empilements
optimaux. Parmi nos résultats nous mentionons ici "extension et la géné-
ralisation du résultat de PirL concernant 'empilement optimal de huit
cercles dans un cercle et les configurations optimales de 120 resp. 121
spheéres dans une sphére de l’espace hyperbolique a 4 dimensions. Nos
résultats sont les fruits d’une extension simple du lemme de Bracaman®
dans Pespace a courbure costante. -

3

Dans I'espace a courbure costante & n dimensions - désignons par

- 4
m(r,R), ot r < R(R < %] , une configuration d’empilement optimal

des sphéres de rayon r, dans une sqhére de rayon r+ R.

LEMME.? Soit dans l’espace a courbure costante » de dimension
n = 2 une sphére S de centre O et de rayon R[R < g] et soit m(r, R‘)
urne conflguratlon d’empilement optlmal de spheres de rayon r et de centre

{O} sur S ou dans 'S-Sir = g—, il existe un m(r, R) dont tous les O, sont
sur S—Sir < g il existe un m(r, R) avec les O, soit sur S, soit & une dis-

- tance de O moins que R—--]% arctg (tg Ve r tg Ve 2r ctg V= R). Si les sphe-
4 .

res empilées sont de rayon g—, alors dans la configuration optimale un

centre O; est en. O et les autres sont sur S.

2 Les configurations optimales de HoLrar sont des empilements correspondants
aux solutions du probléme de TammEs [15]. Les configurations de HOLLAI se peuvent
obtenir aussi grace aux résuttats de BLACHMAN. HOLLAI [8] a généralisé aussi le résultat de
HADWIGER en considérant dans une sphére deux sortes de sphéres en nombre de & = 6.

3 Cf. BLacHMAN [1].

¢ Condition concernant seulement Pespace sphérique. La restriction concernant
R est toujours supposée dans notre note en cas de ’espace sphérique.

5 Un lemme analogue se peut enoncer si la configuration d’empilement n’est-pas

: e R .
optimal. La seule différence est qu’en cas de r = o on ne peut 'pas assurer Pexistence

de O; =0.

Le lemme se peut généraliser facilement en considérant un systéme de spheres
mcongruentes ayant le rayon minimal r et le rayon maximal a, empilé dans une sphére
S* de rayon a+ R, ot R est le rayon de la sphére S, contenante les centres des sphéres

empilées et concentrique a S*.
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La signification géométrique de

R —Tarctg(thﬁrth;Zr ctgVxR) = ¢
est la suivante: Considérons le triangle isoctle A BC ayant AB= AC =
=R et BC=2r (2r<=R) et sait D sur AC tel que BD = BC, alors
o= AD (Fig. 1). ‘

Fig. 1.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit S la sphére de centre O et de rayon
R. Supposons qu’il existe une configuration m(r R) ayant un point O;
dans S tel que

RwT arctg (tgVartgVu2rctgVxR) = o.
Comme la spheére de rayon r correspondante a O; est disjointe avec toutes
“les autres sphéres de centre O, (pourtout j dlfferent de i), 0; doit etre exté-
rieur a la sphére ouverte S; de centre O; et de rayon 2r. Soit 00/ =R le
segment contenant O; (Fig. 2) et soit S’ une sphere de centre O] et de
rayon 2r. L’intersection de la frontiere de S, et de S; est dans le plan IJ
médratrice du segment 0,07 = R—yp, donc elle est audehors de S ou sur
S. Les points P de S, contenus dans le demiespace determiné par II et
contenant O, ont la propriété que PO’ = P O, par conséquence les points
frontiers de S; dans S sont aussi dans S;, on.a donc S;NS<S;NS. Ainsi
si nous remplacons O; par O, le systéme correspondant de sphéres reste
disjoint et determine une nouvelle configuration m(r, R) ayant B’ sur S.

Si toutes les spheres de centre O, ont le méme rayon r = Y et un de ces

centres est dans O, alors les autres doivent &tre naturellement sur S. ]
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A Paide de ce lemme on peut obtenir des theortmes analogues 4 ceux
de BLACHMAN.

Soit dans I’espace a courbure costante % & n dimensions une sphére
S de centre O et de rayon R et soit S; une sphére de rayon r < R ayant
le centre sur S. Les tangents & S; passants par O forment un cone de
revolution de sommet O et d’angle 2p = 2arcsin (sin Vxr cosec Vx R).
L’intersection de ce cone avec § determine sur S une calotte sphérique
de rayon angulaire g. ' '

En cas d’un systeme {S;} de sphéres disjointes de rayon # [I; <r= R]
le nombre maximal M (r, R) des sphéres disjointes de rayon r empilées
dans une sphére de rayon 7+ R, selon notre lemme est donné par N (g),

ou N (p) est le nombre maximal des calottes sphériques disjointes de rayon
angulaire g qui se peuvent placer sur S. Alors on peut enoncer le

THEOREME 1. Dans Uespace ¢ courbure costante » ¢ n dimensions le
nombre maximal de sphéres disjointes de rayon r qui se peuvent placer dans
une sphére de rayon r+R est égal au nombre maximal de calottes sphériques

disjointes de rayon angulaire ¢ = arcsin (sin V= r cosec Y R) qui se peuvent
placer sur la sphére de rayon R, soit

M (r, R) = N (arcsin (sin Vxr cosec YxR)) si r N

En utilisant les notations déja introduites nous enongons brievement
le theoréme suivant sous la forme

THEOREME 2.
M (r,R) = N (arcsin (sin Vx r cosec Vx R)) -+

+M[r,R——‘zl—arctg(tgl/a?rtgﬂZrcthxR) si rsg.,
# - )
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DEMONSTRATION. On voit facilement que dans Pespace & courbure
costante le nombre maximal de spheres de rayon r qui se peuvent placer

dans une sphere de rayon r + R si r = 5’ est au moins égal avec la somme

du nombre maximal de calottes sphériques disjointes de rayon angulaire
p qui se peuvent placer sur la sphere de rayon R et du nombre de sphéres
de rayon r qui se peuvent empiler dans une sphére de rayon

R—Tarctg (tgVartgVu2r ctgVxR)+r. §

Puisque dans une sphére ouverte de rayon

R—% arctg (tg VurtgVu2r ctgVxR) < r
bt

c’est impossible de placer deux points & une distance au moins 2r, alors
est vrai le . :

THEOREME 3.
. M (r, R) = N (arcsin (sin Vor cosec Vr R))+1
si

R——V:arctg(tgl/wrtgl/;Zf Cth/R)<r< };

Fig. 3.
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COROLLAIRE.

M (r, R) = N (arcsin (sin Ve r cosec VxR)+1 si r= g i
REMARQUES. 1. A Paide de notre corollaire on obtient facilement sur
les surfaces a courbure costante des configurations optimales si r est arbit-
raire. En effet ca suffit de penser aux configurations m(r, 2r) de k =[a]+1

cercles, ol sin T ——1—_—.6 Si a est entier, les cercles extérieurs en
a  2cosVxr '

nombre de a se touchent cycliquement. Si a n’est pas entier, la touche

cyclique des cercles perifériques ne se réalisz pas.

Fig. 4.

2. En cas du plan euclidien, le theoréme 3 nous fournit une nouvelle
démonstration concernant ie résultat-de PirvL si k = 8.7 (Fig. 4). Grace au
theoréme 3 on obtient facilement des résultats analogues sur la sphere et
dans le plan hyperboilque si k = 8 (Fig. 5, 6).

§ La signification géomc’triqﬁe de a : Soit trois cercles de rayon r tangents entre eux:
. 27z

(Fig. 3). Désignant par — l'angle du triangle equilateral determiné par les centres des
a

cercles, a exprime le nombre de cercles disjointes de rayon r qui se peuvent placer tan-
gentielement autour d’un cercle de rayon r.

P

7 En effet si R~ 1, g = 1_(2 sin —7”—] <7 = sin 373 Cest-a-dire 0,2477 ... =
<0,4338 ... ‘
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Fig. 5.

Fig. 6.
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3.S0it u = sin Vxrcosec VxR, ot R est levfayon de S tel que se réalise
R——i'/zf arctg (tg Vertg Ve 2r ctgVxR) = r,
P

c’est-a-dire laborne inférieure de r du theoréme 3 prend sa valeur maximale.

La fig. 7 illustre les valeurs de u en fonction de a fesp. de a*, ou sin— =
oo a
i 4 .
s T€SP. Sin—~ = sin Vx r cosec V% R (Fig. 8). En cas du plan
2cosVw r P a* %R (Fig-8) P
euclidien (a = 6) on obtient
4 = lim sin Vxr cosec VxR = r_oyi=1 0,390 ...,
r-0 R 8 .
valeur signalée par BLACHMAN. .
0 5 5 7 g 3 - 0 a
T E T 7 8 3T W 7 T R
Fig. 7. .

Désignons par {1, [a]} les configurations m (r, R) si
2r=R = r+~V2;— arctg (tgVur tgVx 2r ctgVuR)
2 .

appélées, & cause de leurs forme (Fig. 4, 5, 6) rosettes a noyeau. Les calculs
numériques® montrent qu’en cas d’un ¢ donné les configurations de type

8 Je remercie I'aide précieux du J. SZEKELY concernant les calculs numériques des
couples (r, R) necessaires a Uillustration 7. Les calculs ont été effectués par 'ordinateur
Opra 1304 de I'Université L. Eotvos, Nous remercions aussi I'aide précieux donné par la
Chaire de Math. Numérique et Mécanique dirigée par 1. KATAL
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Fig. 8.

Fig. 9.

{1, [a]} sont des configurations optimales dans 'intervalle (ay, a) ot a,
est la valeur de a correspondante sur la fig. 7 au ¢* = a. Par ex. en cas
de a = 7, les rosettes & noyeau de type {1,7} sont des configurations op-
timales si 56 ... =a =7 (Fig. 6, 9).? Etant donné que dans ce cas

9 Les fig. 6 et O illustrent les configurations optimales de type {1,7} correspon-

dantes A ¢ =56... tesp. aa="T. -
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a =56... <6, selon notre theoréme 3 on peut affirmer que toutes les
configurations de type {I,7} du plan euclidien et du plan hyperbolique
- sont optimales. D’autre part si

r—v——arccos{Qcosec——], ou a=17,

l/% a

notre theoreme nous fournit les configurations de type {0,7}, les rosettes
sans noyeau.

4. Grace au résultat de Rosinson [13] concernant la solution du
probléme de TamMmEs [15] pour N = 24, notre corollaire nous fournit
dans l’espace hyperbolique & 3 dimensions la configuration optimale
m(0,773626 ..., 1,54732...) en cas de k = 25 et notre theoréme 1 nous
ameéne aux conﬂguratlons optimales de type {0,24}, soit k=24 si
r=0,773626 . ... Désignons par a(r) la valeur de a correspondante
A r. Avec le méme raisonnement comme dans notre remarque préce-
dente, nous obteaons des confxguratlons de type {1,24}, pour k= 25 si
60743 ..=a=28003...,0u6,0743... =a(0,1475...) et 8,053 ..
=a(0,773626 . ..).

Dans I'espace & courbure costante a 3 dimensions, grace aux solu-
tions du probleme de TAMMES!® pour N = 12, on peut donner fac1lement
les configurations optimales correspondantes.

10V, FejES TOTH 4 p. 168,
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Ici nous mentionons seulement qu’en cas de l’espace sphérique a 3
dimensions on obtient des configurations optimales de type {1,12}, pour
k=13si535...=a=572....

~ 5. Selon un résultat de Boroczky [2]1' dans Pespace sphérique a4 3
dimensions, les sommets du polytope {3, 3, 5} donne la solution du prob-
leme d’empilement de cet espace par 120 sphéres congruentes. Grace a
ce résultat et au notre theoréme 3 nous obtenons des configurations opti-
males de type {1,120} pour £ = 121 dans I’espace hyperbolique a 4 dimen-
sions si 6,6380 ... < a = 10.12 En méme temps on obtient naturellement
les configurations de type {0,120} pour k = 120 si a > 10.

6. Des recherches récents, basés surtout sur la généralisation du
theoréme 2 nous nous a conduit aux nombreux empilements optimaux
des spheres ayant des noyeaux plus complexes que les rosettes déja con-
siderées. Parmi eux se trouve par ex. la configuration optimale de 19
cercles congruents dans un cercle du plan euclidien (Fig. 11), o le noyeau
formé d’un systeme de 7 cercles est lui méme une rosette a noyeau. Les

" résultats de ces recherches feront I’objet d’une note prochaine.

1V, aussi FEJES TOTH [4] p. 212213, [6] p. 324 —325.
12 La fig. 10 illustre le cas ou @ = 10. Le rayon angulaire de la calotte sphérique

correspondante est de % (V. COXETER [3] p. 202 -203).

7 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIII.
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Fig. 12.

7. Cest facile de voir-que dans le plan euclidien la configuration
optimale {1,7} nous améne a un autre empilement optimal concernant

des cercles de rayon 1 et cosec j; — 1 dans le cercle de rayon 1+cosec-a7-t—-

(Fig. 12). 1l semble que cette configuration est aussi op.timale si dans le

T “ g I
cercle de rayon 1+cosec-7 nous considérons cercles empilés dont leurs

rayon sont des valeurs de Pintervalle [1, cosec%—- 1].
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LAGERUNGEN INKONGRUENTER KUGELN II.

Von

' MARTA HOLLAI
Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie der E6tvés Lordnd Universitit, Budapest

( Eingegangen am 4 November 1974)

Das in der Molekulargeometrie aufgetauchte Problem inkongruenter
Kugellagerungen wurde in [3] unter folgenden geometrischen Vorausset-
zungen geldst. Bezeichen wir mit (n, k) eine Lagerung von n==6 kongruen-

. ten Kugeln mit r >1, und von k=6—n Einheitskugeln. In der Funktion
von r wird das Kugelsystem in der Weise bestimmt, daf die Kugeln G
und I' einen Minimalradius (R und P) haben sollen, wo

— die Kugelmittelpunkte der Lagerung auf der Oberfliche der
Kugel G sind: |n, k|,

— die Kugel I' die Kugeln der Lagerung enthilt: [n, k].

Im § 1 dieser Arbeit beriihren die Kugeln der Lagerung eine Kugel
y von auBen. (In der Molekulargeometrie entspricht y dem Zentriatom.)
Der Minimalradius p{n, k} von y und die dazugehdrige Optimallagerung
mit den Graphen wird angegeben.

Im § 2 werden die drei Typen der Lagerung miteinander verglichen.

Im § 3 befassen wir uns mit der Lagerung in einer Kugel von k=12
kKongruenten Kugeln.

§ 1. Satz 1. Wenn die nicht uberemandergrezfenden n kongruenten
Kugeln mit Radius r =1 und die k=6-n Einheifskugeln eine Kugelfliche von
aufen beriihren, so ist der Minimalradius ofn, k} dieser Kugel und der
dazugehirigen Lagerung der folgende:

{0’ k}
e{0,1} = 0,
0{0,2=k=6} = P[0,k]—-2. {0, k} = [0, k]
e )
e o (=4} = (1]

dr —r2
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wo r, den Radius des um das reguldre k-Eck mit 2 Einheiten langen Sei-
ten umbeschriebenen Kreises bezeichnet.

o{1,5} ist dic Losung der Gleichung,

ke

die gréBer als ¥2—1ist: ey
\NVS
0+ (r+2)p*+ro—r = 0. N
{2,k}
/
o{2,1} = L’J‘Ll___gfi’L (/,
r=1+V2r+1 N
\
of2(r = 2+4V3), 2} = M p
—r2ydr— 7
3 V’ <
o2 = 2473),2) = % g

AN

0{2,3} ist die Lasung der Glelchung,
die groBer als Y2—1ist: ~

(12— 3r+ 1) g*— (4—r)r2g*— (2r — 1)rg+1% = 0.

r+D+Vri46r+1

2,4} = — ,
of24} = - 5
A,
v 4 \\\
wo der Mmlmalradlus auf zwei grundverschiedene < ( Y > }\s,
Weise realisiert werden kann. \.‘;v{/

{3k}

L[ =3+V3) | _ —(r+3)+V -3 +18r+9
913[r¢3 J’llz 2B3—7) ’j
1

e =21 = -




. LAGERUNGEN INKONGRUENTER KUGELN. IT 103

9{3(r23+1/§), k=2} = .
= of3(r=ps), k=6} = r(rs—1), wo A
te = B+ 2V3 = 8,4641... ist. o °x*
S— A,
— — 1 2 SN,
of3(r=3+73),2} = r+ )+_2Vr rorel €
'

9{3[ oo J3} —(r+1)+VT+10rT

¢2+V3 —rPfAr—1
of3(r = 2+V3),3} = 3+6ﬁ :
a b
Ist I<r<p, = 6,0696..., so kann der Minimalradius nur durch

die Lagerung ,,a“ zustandekommen, ist u,=r=yu,, so kénnen beide Lage-
rung (,,a%, ,,b%) vorkommen. :

{4k}

o{d(r=4+V6),1)=

= ofd(r=4+76),2)

ist die positive Losung der Gleichung:

*+@2r+1)p2+ro—rt = 0.

9{4(r24+i/€), k=4) }=’ r“/g - 1].

oxk
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51
of5,1) = of5,0) = 0{6,0} = r(¥2—1). °

BEWEIS. ’
10, k}

Wenn der Radius der in [2] bewiesenen [0,k] Lagerung um 2 Ein-
heiten vermindert wird, so gelangen wir zur entsprechenden Lagerung
{0,k =1}, denn ¢{0,k}<P[0,k]—2 kann offensichtlich nicht bestehen,
und jede Kugel der Lagerung beriihrt die innere Kugel.

{1, k}

Ist k=4, so bilden die Mittelpunkte der Einheitskugeln (X'} ein
reguldres k-Eck mit 2 Einheiten langen Seiten, und die - Kugel mit
Radius r(E) beriihrt alle Einheitskungeln. Aus der Gleichung

(r+1)—r} = (Vm—i- o+71)?

erhalten wir die Gleichung
(4r=r})o*+2r2r+2—r3)o—rir = 0,
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deren positive Losung dem im Satz 1 figurierenden Wert entspricht.
Der Beweis dessen, daB der Radiuswert nicht weiter vermindert werden
kann, und auch dieser Wert blof bei den gegebenen Konstruktionen vor-
kommt, ist der Lagerung |1,k| &hnlich, wird also nicht erdrtert.

k=5 A
Betrachten wir ein Dreieck EX1X* (S. Fig. 1), wo
EX' =r41, X1X* = 2,
und
| y € EX y XK = g4 1,9 E = g+1, <Xy Xk = ¢,
(mit p bezeichnen wir den Mittelpunkt der Kugel y).

[4

. O

£2
Fig. 2.

Aus diesen Bedingungen geht folgendes Gleichungssystem hervor:

(e+ 12+ (e+7)+2(e+ 1)(e+r)cosp = (r+1)
2(p+1)2=2(p+1)%cos ¢ = 4,

aus dem fiir p sich die im Satz 1 figurierende Gleichung dritten Grades
ergibt. Wenn wir aus dieser Gleichung r ausdriicken, und die Ungleichung

3 2
- Q2
—p*—p+1
mit der Bedingung ¢ >0 lésen, so gelangen wir zur Beschrinkung
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Also erreicht o+ 1 den Wert

R|1(V5),5] = V5+2V§

nicht, d.h. daB die Lagerung {1,5} vom Oktaedertypus nicht in die fiin-
fecklge Pyramidenkonstruktion tibergeht, wie es bei den Lagerungen
[1,5] und [1,5] vorgekommen ist. Der weitere Bewels ist dem unter [3]
Beschriebenen dhnlich.

2K

Sei k=3. Ahnlich der Lagerung [2,k] kann auch hier gezeigt werden, da8
wenn der Radius minimal ist und die Endpunkte einer Strecke XFE von
der Lange r+1 auf den Kugeloberfldchen mit Mittelpunkt y so gelagert
werden, dal ¢ X = p+1 und y E = g+r sei, dann gilt <« XyE=90°
(S. Fig. 2) d.h.

~(r+D)+Vr46r+1
2

0<Q<

ist.

Ist k = 4, so steht auf der rechten Seite obiger Ungleichung eine Gleich-
heit, woraus die Existenz der zweierlei Konstruktionen und itre Extre-
maleigenschaft, dhnlich wie bei der Lagerung [2,4] bewiesen werden kann.

(3,k} und {4, K}

Die Berechnung der Grenzen des Konstruktionswechsels von r und
die weiteren Schritte des Beweises konnen dhnlich dem bei dem Beweis
der Lagerungen |3,k| bzw. |4,k| erfolgen.

{5, 1}

Bei [2] konnten wir sehen, daB P[0,5] = P[0,6] ist, so gilt P[5,0] =
= P[6,0]. Wird eine der sechs Kugeln mit Radius r durch eine Eiheits-
kugel auf die Weise ersetzt, daB sie die im Zentrum befindliche Kugel y
beriihrt, dann gelangen wir zur Lagerung {5,1}. Der Radius der Kugel y

kann, wie es aus obiger Gleichheit offensichtlich ist, nicht vermindert
Werden

ANMERKUNG. Die in diesem Satz angefiihrten Lagerungstypen kénnen
auch mit einer Veraligemeinerung des Problems der sog. Newton—Zahl
- in Zusammenhang gebracht werden.

§ 2. Bei den Beweisen der Lagerungen verschiedenen Typs konnten wir
sehen, dab in einem gewissen Intervall von r die Graphen der drei ver-
schiedenen Lagerungen auch dann identisch sein konnen, wenn die
Konstruktionen verschieden sind. Die Lagerungen werden auf folgende

“Weise charakterisiert:
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Enthidlt ein Graph einen isolierten Punkt, so wird sie ,,Lagerung
mit isoliertem Punkt“ benannt.

Wenn der Polyeder, um dessen Ecken die Kugeln vom entsprechen-
den Radius umbeschrieben werden sollen, durch den Graphen eindeutig
bestimmt ist, so bedeutet die Identitdt der Graphen zugleich auch die
. Identitdt der Konstruktionen.

Der zu einern Graphen gehorende Polyeder ist nicht eindeutig bes-
timmt. Da — wenn er keine isolierten Punkte enthilt — alle Punkte
auf der in den verschiedenen Konstruktionen bestimmten Kugelober-
flichen vom Radius R; P—r bzw. P—1; o+r bzw. p+ 1 sein miissen,
ist es moglich, dab diese Bedingung die Lage der einzelnen Kugeln zu-
einander bereits bestimmt. In diesem Fall wird die Lagerung ,,stabil®,
sonst ,,labil“ benannt.

Wenn alle drei Lagerungstypen vorkommen, so beniitzen wir die
Bezeichnung {(n, k). :

0,k
Ist k = 5, so ist die Lagerung stabil.

Ist k = 5, so sind zwei Mittelpunkte immer gegeniiberliegend, die
iibrigen drei kormen auf dem Aquatorialkreis verscheben werden. In

der Chemie wird dies eine trigonale Doppelpyramide genannt, rollen wir
aber die Kugeln zueinander, so konnen wir auch eine quadratische Pyra-
mide erhalten.
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(1L, k)

Ist k =4, so sind die drei Lagerungen identisch. (Die Lagerung
(1,4) kann auch als eine degenerierte trigonale Doppelpyramide aufge- -
_faBt werden).

Ist k = 5, so ist im folgenden Intervall die Lagerung labil.

11(r < V5 = 2,2360. )50 [I(r <b = 1,6808...), 5]; {1,5}.

Diese Konstruktionen sind Oktaéder—artig.

Ist r groBer als der obige Wert, dann ist die Konstruktion eindeuﬁg: eine
reguldre Fiinfeckpyramide. Also ist r >2,236... so sind die Konstruktio-
nen |1,5| und [1,5] identisch. :
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(2, k)
Ist k=2, und ist _
r<1+V2=24142. . r<15; aller > 1,

so bestimmt der Graph die Konstruktlon eindeutig, darum smd die
Lagerungen im gemeinsamen Intervall (1; 1,5) identisch.

Ist r groBer als der obige Wert, so ist es eine Lagerung mit isoliertem
Punkt. Die beiden groBeren Kugeln beriihren sich, und auf der Aqua-
torialebene bzw. in ihrer Umgebung koénnen die Mittelpunkte von min-
destens sechs Einheitskugeln gelagert werden.

Ist k = 3, so ist bei obigen Radiuswert die Lagerung stabil, aber die
drei Konstruktlonen sind nicht identisch. Der Winkel der Ebenen von
den zwei gleichschenkeligen Dreiecken mit Seiten von der Lénge 2r, r+1,

r+l, 1st bei den drei Konstruktlonstypen verschieden.
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Die Lagerung ]2(r<1+1/2), 4] ist stabil, wenn R minimal ist. Die -
Lagerungen [2(r<1,5), 4] uand {2,4} sind auch |2,4| &hnlich, aber nicht
mit identischer stabiler Konstruktion realisierbar, und auch so, daB
die Mittelpunkte der Einheitskugeln in der Aquatorialebene der einander
nicht bertihrenden, gegeniiberiizgenden ,,Grofkugeln” zueinander ver-
schoben werden kénnen (Ein Oktaeder-artiger Typus).

Ist r groBer als obiger Wert, so ist es eine Lagerung mit isoliertem
Punkt. ’

3,k
Ist r kieiner als die Werte

3426 07, ay3e12679..; 3473 4,7321...,

so gehdrt zu k = 1 eine eindeutige Lagerung vom Tetraeder-Typus, wenn
also r<1,2679... ist, dann sind die drei Konfigurationen identisch.
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Ist k = 2 und r im obigea Intervall, so ist die Lagerung labil. Die
,,GroBkungel” beriihren diz geg:niiberliegenden Einh:itskugeln, aber
ihre Mittelpunkte sind auf dem Aquatorialkreis zueinander verschiebbar.
(Eine trigonale Doppelpyramide).

Der Winkel X1E!X? jst in den drei Typen .
ein rechter Winkel; ein Stumpfwinkel; ein Spitzwinkel.

Ist r groBer als die obige Schranke, so ist die Lage der Einheitskugeln
[ bzw. 2 nicht fixiert, es ist eine Lagerung mit isoliertem Punkt.

k=3
| M.q—"',; m M ' ' y7A M
I ot — $ -+ —
4 M g e d'a,n 7' . 8] 245’ r

Ist r kleiner als M,, 8o sind c}ie Lagerungen eiqdeutig (Ein .Okta'eder
Typus). Also wenn r<M, ist, sind die drei Konfigurationen identisch.
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Im Inervall (My; M,) ist die Lage einer, im Fall r =M, bereits die
Lage aller drei Einheitskuneln nicht fixiert, bloB die Beruhrung der,,Grob-
kugeln” ist notwendig.

4.k
Ist r in den drei Typen groBer als die Werte

C14V2=24142..; 4-V6= 1551..; 4476 = 6,449. ..

so ist es eine Lagerung mit isoliertem Punkt. Nur die Lage der ,,Grob-
kugeln” ist fixiert: ein erguldres Tetraeder.

Ist r kleiner als obige Werte, so wird die Konstruktion auch im
Fall k = 1 nicht eindeutig, der Winkel X*E2E* ist in den drei Typen der
Lagerungen verschieden.

Ist k = 2, so sind die drei Lagerungen auch nicht identisch, aber sie
sind- stabil.
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5 k)
(5,15 ergibt in allen Fillen eine Lagerung mit isoliertem Punkt.

§3. Wir zeigen, wie im Fall k=12 das sog. TammEes-Problem zur Lage-
rung von kongruenten Kugeln in einer Kugel umgewandelt werden kann.
Das in der Biologie aufgetauchte Problem kann vom Standpunkt der
Konstruktion folgendermaBen aufgefaBt werden: Wie kann man auf
einer Kugel k Punkte so lagern, daB der kleinste Abstand zwischen den
Punkten moglichst grof sei. Bezeichnen wir den kleinsten sphirischen
Abstand zwischen den Punkten mit é, und schreiben wir um jeden Punkt
einen Kreis mit Radius 6/2, dann entsteht eine Kreispackung.

Satz 2. Das Minimum vom Radius einer Kugel, die k=12 nicht
ineinandergreifende Einheitskugeln enthilt ist

1

PO =
k

+1,

wo o, der sphirische Radiuswert der auf einer Kugeloberfliche am dichiesten
gelagerten k kongruenten Kreise ist. Der Minimalradius P kann in einer
Lagerung realisiert werden, wo die Mittelpunkte der Einheitskugeln auf der
Kugeloberfliche vom Radius R = P—1 in einer den TAMMES-Problem
entsprechenden optimalen Konstruktion gelagert sind.

Beim Beweis wenden wir den in unserer vorhergehenden Arbeit
[3] beniitzten Hilfssatz H. [ an, in folgender Formulierung: H. 1: Sind
die durch die n Punkte bestimmten Mindestabstdnde in einer Kugel von
Mittelpunkt O und Radius R groBer als R, so wichst der Abstand jeg-
licher inneren Punkte B von den Punkten der Punktmenge, falls B sich
auf der Halbgerade OB bewegt.

Beweis. Eine Kreispackung, die aus k kongruenten Kreisen besteht,
sei auf einer Kugeloberflache von Mittelpunkt G und Radius R,. Bezeich-
nen wir den sphirischen Mittelpunkt der Kreise der Lagerung mit K,

Fig. 3.

8 ANNALES — Sectio Mathematica ~ Tomus XVIII
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den Radius mit of. Projizieren wir K aus dem Mittelpunkt G auf die
Kugeloberflache vom Radius
R= R

cos o

und Mittelpunkt G (K!— K*)(S. Fig. 3.).

Wenn um K eine Kugel von Radius r = R, tg «! umbeschrieben wird,
so gelangen wir zu einer Lagerung von k nicht ineinandergreifenden
Kugeln von Radius r, die die Kugel von Radius R +r enthilt. o

Umgekehrt: Sind die Mittelpunkte der & Kugeln mit Radius r auf
einer Kugeloberflache gelagert, so kénnen wir dazu eindeutig eine spha-
rische Kreispackung fiigen: Bezeichnen wir mit R den Radius der die
Mittelpunkte der Kugeln enthaltenden Kugel. Die Kugeln der Lagerung
bestimmen auf der Oberfliche der mit der Kugel von Radius R konzen-

trischen Kugel mit Radius YR*=r? eine kongruente Kreispackung, deren

s . N
sphérischer Radius arcsin— ist.

-

So ist R dann und nur dann minimal, wenn die Dichte der dazuge-
horigen Kreispackung maximal ist.

Wenn wir den Radius der Kugeln der Lagerung so wéhlen, daf
r = 1sei, dann ist
| ]
sin o, '

R(xy) =

Der zur durch Fejes TOTH fiir k = 12 angegebenen dichtesten
Kreispackung gehdrende Radiuswert ist R(ay,) = 1,9081.... Einheits-
kugeln bilden dann eine Lagerung, wenn die Entfernung ihrer Mittel-
punkte mindestens 2 ist, so konnen wegen H. 1. fiir k--12 die Mittel-
punkte der Einheitskugeln alle auf einer Kugeloberfléche gewihlt werden.
Also ist mit obiger Fiigung das Tammes-Problem mit der [0,k] = [0, k] =
= {0,k} Kugellagerungs-Aufgabe identisch, wo R|0,k| = R(o) =
= P[0, k]—1 = o{0,k}+1 ist.

Fiir k=6 ist die Behauptung mit dem in [3] zitierten HADWIGER
Ergebnis dquivalent.

Aufgrund der Ergebnisse von ScHUTTE und VAN DER WAERDEN [4]ist:

38°55'59",

X7

P[0,7] = 2,5913.
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g = 37°26'05",
P[0,8] = 2,6451.

oy = 35°15'527,
P[0,9] = 2,7323.

b

Fiir £ = 10 gibt es keine vertffentlichten Ergebnisse fiirs TAMMES-

Problem. Der zu der in [1] angegebenen guten Konstruktion gehorende
Wert ist: .

oy = 33°09°30”, s0 Fillt oy

¥

ins Intervall [33°0930"; 34°46°51”], und -der Radius P[0,10] ins Inter-
vall [2,7535; 2,8283].

Fiir k = 11 war die vermutete beste Lagerung die durch das Weg-
lassen eines Punktes vom Ikosaeder entstandene Punktmenge, die in 1958 .
DaNzeR auf dem Oberwolfacher Kolloquium und in 1972 BOROCzKY im
durch FEJES TOTH gefiithrten Seminar bewiesen hat. So ist:

oy = upy und

P[0,11] = P[0,12].

&

Ist k = 12, so geh®rt zum beniitzten Wert R(«,) der reguliire Ikosae-
der:

31°43°03",

I

19

P[0,12] = 2,9081.

B

8%
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Die in [2] angegebene Dichte-Funktion kann aufgrund des Obigen
bis P = 3 weitergefiihrt werden (S. Fig. 4).
Statt P [0, k] wird auf der Figur die Bezeichnung P, beniitzt.

_ k.
B
¥
14
5071
Nt
'\:\,\0\;\ °
-\;\O
0 P’ n Pz: P3JP1'J PS;'S ‘P'7|Pa| PQLP'Q Pﬂ"o. JP»
1 1/15 21 T 1—*" T 2;5 T Y 7 i 3'
Fig. 4
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TEILFGLGEN IN TOPOLOGISCHEN RAUMEN

Von >

PETER HAMBURG
Craiova, Ruminien

Eingegangen am 29. November (1974 )

Es gibt zwei parallele Theorien der Konvergenz: die der verallge-
meinerten Folgen (die wir hier kurz Folgen nennen werden) und die der
Filter. Die Gleichwertigkeit dieser beiden Gestalten ist jedoch nicht vollig
ausgearbitet, und das ist auch nicht méglich ohne eine. entsprechenden
Teilfolgenberiff. Die bekannteste Definition stammt von KeLLEY [3];
damit kann man die folgenden wichtigen Eigenschaften der Konvergenz
beweisan:

(I) Ist x ein Grenzpunkt einer Folge eines topologischen Raumes, so
ist er Grenzpunkt fiir jede Teilfolge.

(1) Ist x ein Haufungspunkt einer Teilfolge, so ist er auch Haufung-
spunkt der Folge.

(IT) Ist x ein Haufungspunkt einer Folge, so gibt es eine gegen x
konvergierende Teilfolge. :

(I1") Ist x kein Grenzpunkt der gegebenen Folge, so gibt es eine Teil-
folge, fiir die x kein Haufungspunkt ist.

Nehmen wir jetzt an, dal wir einen Teilfolgenbegriff gewdhlt haben,
der diese vier Eigenschaften besitzt. Da jeder Grenzpunkt auch ein
Haufungspunkt ist, konnen wir dann die Haufungspunkte mittels der
Grenzpunkte angeben.

(IIT) x ist ein Haufungspunkt einer Folge genau dann, wenn er
Grenzpunkt mindestens einer Teilfolge ist.

(I117) x ist ein Grenzpunkt einer Folge genau dann, wenn er Héufungs-
punkt jeder Teilfolge ist.

Damit konnen wir aus (II) und (I1") zwei neue Eigenschaften ablei-
ten, die Grenzpunkte bzw. Haufungspunkte betreffen;

(1V) Ist x ein Haufungspunkt einer Folge, so gibt es eine Teilfolge,
deren jede Teilfolge x als Hiufungspunkt besitzt.

(I'V’) Ist x kein Grenzpunkt einer Folge, so gibt es eine Teilfolge, die
keine gegen x konvergierende Teilfolge besitzt.
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Aber der Kelleysche Teilfolgebegriff ist nicht der einzige, der den
obigen Bedingungen geniigt — siehe Z. B. [5], [6], [7], [10] — und um
eine enge Beziehung zwischen Folgen und Filter aufzubauen ist er auch
nicht der beste. In der vorliegenden Arbeit wollen wir eine
ordungsisomorphe Abbildung der Klasse aller Folgen der Menge X auf
die Menge aller Filter finden. Dazu werden wir, einen besonderen Teil-
folgenbegriff verwenden und zwar werden wir die Eigenschaft (I) als
Grundbedingung betrachten: % ist eine fopologische Teilfolge der Folge &,
wenn in jeder Topologie der Grundmenge jeder Grenzpunkt von § Grenz-
punkt auch fiir »n ist, und wir schreiben &< n. Wir werden zeigen, daf3
dann auch (1), (IT), (II") etfiillt bleiben, und daB unsere Teilfolgen mit
denen von WARD ~ [10] — {ibereinstimmen. Diese Teilfolgen konnen
auch als zusammengesetzte Abbildungen aufgefasst werden, aber die
hier auftretende Hilfsfunktionen sind nicht mehr eindeutig (Satz 4).

Die topologische Teilfolgenrelation ist eine Vorordnung. Die dazuge-
hirende Partition liefert einen mit dem Verband F(X) aller Filter iso-
morphen Verband und wenn man aus jeder Aquivalenzklasse je eine
Folge auswdihlt, so bekommt man eine Folgenmenge deren Konvergenz
die topologische Struktur der Grundmenge X eindeutig bestimmt.

Zuletzt geben wir eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir
die ZulaBigkeit einer Vorordnung in der Klasse aller Folgen von X im
Sinne, daBl der gegebene Teilfolgenbegriff (I) und (I1) erfiillt. Wir finden,
daB es dann auch (1") und (11") giiltig bleiben, und zeigen, daB die Kelley-
sche Teilfolge mit der topologischen zwar nicht zusammenféllt, jedoch
nicht nur zuldBig ist, sondern fiir jede topologische Teilfolge  einer Folge
& eine Folge ¢ gibt, die mit 5 dquivalent ist und eine Kelleysche Teilfolge
von & ist (Satz 6).

Wir werden die folgenden Bezeichnungen verwenden: Ist (&(d):d¢
€(D, =)) eine (veraligemeinerte) Folge in X, so bezeichnen wir mit
&4 die Menge aller Punkte &(d’) mit d=d’€D, und &; ist der zur Filterbasis
{&¢:de D} zugehbrende Filter. Jeder Menge £ cD(X) ordnen wir die Menge
gL ={BecP(X): v BNL # @&} zu. Aus £, .2, folgt g L,cg .£;, undist

Let

@ ein Filter, so wird g @ ein Gitter (grll e [2]) sein, und gg @ = €. Das Gitter
26, wird mit 2, bezeichnet.

Ist der Umgebungsfilter des Punktes x des topologischen Raumes
(X, 1) D.(x), so wird L, & = {xeX : D(x)c€¢} die Menge aller Grenz-
punkte und A, & = {xe X0, (x)c®s} die Menge aller Hiufungspunkte
der Folge & sein.

Ist C€€, so sagen wir, daB & auf C residuell ist. Wir bezeichnen mlt
F(X) die Menge aller elgenthchen Filter iiber X.

Der Filter € = {X} heiBt banal; eine Folge & ist banal, wenn €; =
= {X} ist; eine Teilmenge B aus X ist banal, wenn sie entweder mit ¢
oder mit X gleich ist. Unter einer Vorordnung verstehen wir cine ref-
lexive, transitive, bindre Relation.
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1. DerFinITION. Bezeichnet man mit (X)) die Klasse aller Folgen

der Menge X, so werden wir neS(X) topologische Teilfolge der Folge

§e8(X) nennen, wenn sie in jeder topologischen Struktur = von X die
Bedingung L, CL 7 erfillt.

Die Rela‘uon < ist eine Vorordnung in &(X), die zugehorige Aqui-

valenzrelation sei mit ~ bezeichnet. & ist die Aquivalenzklasse der &

gehort, und & = $(X)/~. Die Vorordaung < bestimmt in & eine Ordnung
<. Zwei Folgen heifien topologigisch dquivalent, wenn &~ n gilt.

2. Sarz. Sind & und v zwei Folgen in X, so sind die folgenden Be-
dingungen gleichwertig:

a) E<m.

b) @gc@,].

c) R,CRe.

d) In jeder topologischen Struktur v von X ist A, nc A, &.

Bewels. Die Bedingung b) folgt aus a), denn aus €. €, folgt die
Existenz einer Menge Ge€@:\C, die nichtleer ist; es sei x€ G. Bezeichnet man
mit = die von der Topologie &4 = {@, G, X} bestimmte topologische
Struktur, so wird x€ L, £ und x4 L, 5 sein, und &< # ist nicht erfiillt.

Aus €,c€, und x€L, & folgt dagegen @D, (x)c@:.cE,, also £ <n. Das
heiBt a) und b) sind gleichwertig. Ahnlich beweist man die Gleichwertig-
keit von ¢) und d). Ist jetzt @.c@,, so wird @, = g€, cgl; = &, und
aus R, R folgt weiter €;=€,, da g @, gleich @,,, g R gleich & ist.

Aus dem vorigen Satze ist ersichtlich, da wir den Begriff der topo-
logischen Teilfolge auch aus der Eigenschaft (1) ableiten kdnnen.

Ist 1 eine Teilfolge im Sinne Kelleys fiir die Folge &, dann folgt
daraus £ < 5. Die Umkehrung ist nicht wahr, da in R die Folgen &(n) = n
und %(n) = n+1 (beziiglich der natiirlichen Ordnung von (N) topolo-
gisch dquivalent sind, jedoch ist & keine Teilfolge von 5 i. S. von KELLEY.

Bekanntlich entspricht jedem eigentlichen Filter € {iber X min-
destens eine Folge £€8(X) mit € = &€;. Es gilt also folgender.

3. Zusatz. Die Abbildung &-€, ist eine ordunngstreue Surjektion
von (8(X), <) auf (F(X),c) und £~€; ein Verbandsisomorphismus zwi-
schen (8(X), <) und (F(X),c). $(X) ist also eine Menge.

4, Die Methode des Satzes 3 von [7] liefert eine neue Beschreibung
der Teilfolgen. Ist die Abblidung f eine Fortsetzung von g, so schreiben
wir gcf. Unter einer mehrwertigen Abbildung h von E in D verstehen
wir eine binfdre Relation hc EX D. Dann ordnet & jedem Element ecE
eine Menge h(e)c D zu.

Satz. Fiir die Folgen & = (§d):de(D,=")), n = (n(e):e€(E,="))
- aus X sind die folgenden Bedingungen gleichwertig:
a) &<n.

e) V 3 V|e="e= 3 (d="d"&Ed) = n(e))]
déD elEe'EE d'eD
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f) Es gibt eine mehrdeutige. Abbildung h von E in D so daf
SohCn und

v 3V [e="e¢= 3 (d="d &d'ch())]
de€D eCE e'¢E d’eD

gilt.

Fiir eine gegeben Teilfolge » von & kann man nihmlich i durch

. h(e) = {deD: id) = n(e)}
bestimmen.

Die Eigenschaft e) wurde in [10] als Definition beniitzt.

5. Die Kelleysche Teilfolgenrelation ist grober als die Relation <.
(Das folgt auch aus f). Daraus ergibt sich, dafl auch < die Eigenschaf-
ten (1), (I), (1), (11") und dadurch auch (I11), (IT1"), (IV), (IV’) besitzt.
Wir wollen jetzt alle moglichen Teilfolgenbegriffe betrachten, die diese
acht Bedingungen erfiillen. Eine Vorordnung = in §(X) heibt zuldssig,
wenn sie fiir jede topologische Struktur die Bedingungen (I) und (I1)
erfiillt.

Sarz. Fiir die Zuldssigheit der Vorordnung = ist es notwendig und
hinreichend, daf sie die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

g) =ist griber als <.

h) Ist &, ne8(X), E< nund ist £ nicht banal, so gibt es eine Folge £€5(X)
mit §=¢ und n<¢.

iy Ist & eine banale Folge und x¢ X, so gibt es eine auf {x} residuelle
Folge §, fiir die £<={ gilt.

BEwEIs. g) ist gleichwertig mit der Bedingung, daB = die Eigen-
schaft (1) besitzt. Ist = zullssig, & nicht banal und 7 eine topologische
Teilfolge von &, dann gibt es eine nicht banale Menge C,€€@; und es sei
x€ X\C,. Dann gehdrt mit B auch B\{x} zu @,. Wir betrachten die Topologie

g = {GeP(X) :x4GYU{BU{x} : B€@,)}.

Dann wird @,(x) = {BU{x}: Be€,} sein, und €, ist der grébste Filter,
der feiner als €: und @,(x) ist; ausserdem wird @, (x)Cg €. Darum ist x
ein Haufungspunkt der Folge &, und es gibt eine Folge I, fiir die &<,
xeL. ¢ gilt. Daraus folgt aber @, (x)c€,, CecC;, also auch €, €, d.h.

n~< ¢, und die Bedingung (h) ist erfillt.

Wenn & eine banale Folge ist, und x€X, dann betrachten wir die
diskrete topologische Struktur =z, Aus x<€ A, ¢ folgt die Existenz einer
Folge {, die x als Grenzpunkt besitzt, darum auf {x} residuell ist, und
ausserdem eine =< Teilfolge von & ist.
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Die Bedingungen g), h), i) sind hinreichend. Es sei x€ A, £&. Wenn
& nicht banal ist, dann gibt es eine topologische Teilfolge 7, die gegen x
konvergiert, und nach h) kann man ecine Folge ¢ finden mit £={ und
n—<¢{; dann konvergiert aber auch { gegen x. Ist dagegen & banal, so gibt
es nach i) eine auf {x} residuelle = Teilfolge & von &, und dann ist xcL, ¢,
in jeder topologischen Struktur z.

6. Sarz. Jede zuldssige Vorordnung = der Klasse 3(X) erfiillt die
Bedingungen (1) bis (IV’).

BEwers. Wir haben in Satz 2 bewiesen, daB aus (I) immer (I) folgt.
Es bleibt zu zeigen, daB auch (I17) erfiillt ist. Dazu werden wir den Satz
5 beniitzen. Es sei x¢ L, . Ist { banal, dann wihlen wir eine nicht banale
Umgebung V von x, und ein Element y€ X\ V. Die auf {y} residuelle = —
Teilfolge £ der Folge & besitzt dann in x keinen Haufungspunkt. Ist da-
gegen & nicht banal, dann wihlen wir zuerst eine topologische Teilfolge 7
von &, fiir die x4 A, v ist. Es gibt dann eine = — Teilfolge {von § mit n< £,
Dann ist aber x kein Haufungspunkt fiir £.

7. Die Kelleysche Teilfolgenrelation ist mehr als zuldssig; sie genfigt
folgender viel stdrkerer Bedingung:

Satz. Fiir jede tfopologische Teilfolge n der Folge & gibt es eine mit 4
topolcgisch dquivalenie Folge £, die eine Kelleysche Teilfolge von & ist.

BEwEIs. Es sei & = (§(d):d€(D,="), 1 = (n(e) :¢c(E,=")). Nach
Voraussetzung ist €:—@,; in der Menge F = DX E betrachten wir die
Produktordnung=und fiihren eine Abbildung k: F D folgendermaBen
ein: i(d, e) = d, wenn &(d)€ n%; im Gegenfall wahlen wir als A(d, e) ein
Element d’¢D mit den Eigenschaften d='d" und &(d")€ »*. (Es gibt ein
solches Element, da &4, €@, sind, und so ist 2N »° = {.) Die Abbildung
I besitzt die Eigenschaft

v 3 (f=feF=d="K{)),

deéD [€F

da die cbige Bedingung fiir irgendeine ec E und f = (d, ¢) erfiillt wird.
Das heiBit, daB die Folge I = & o h eine Kelleysche Teilfolge von & ist.

Es bleibt noch zu zeigen, daB 5~ J ist. Dazu beweisen wir zuerst,
da} g4 9 = L4 pe.

Aus d="h(d, e) und E(h(d, e)) €54 ¢ folgt (@ ANy, Ist x€giN
N 77, so gibt es ein d’€D mit d=d” und x = &d"), und aus d")en® folgt
hd’, e) = d’, das heiBt I(f") = &(d’) ist gleich x fiir das Element f" =
= (", e)=f = (d, ¢). Damit ist {9 = 4Ny bewiesen. Aber {&9Nn°:
:(d, e)¢ F} ist eine Basis fiir €;, da €:c€, ist, und so folgt &, = &, als»
n~C.
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UBER DIE AUF SCHEIBENKLASSEN BEZUGLICHE NEWTONSCHE
ZAHL DER KONVEXEN SCHEIBEN

Von

ISTVAN HORTOBAGY1

Lehrstuhl fiir Darstellende und Projektive Geometrie
der Eotvis Lorand Universitit, Budapest

( Eingegangen am 31. jdnner 1975)
Herrn Professor L. FEjES TOTH zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Unter Scheiben verstehen wir beschridnkte, abgeschlossene ebene
Bereiche. Es sei K eine konvexe Scheibe. Die Maximalzahl der zu K kon-
gruenten und nicht {ibereinandergreifenden Scheiben, die sich mit K
beriihren, nennen wir die Newtonsche Zahl der Scheibe K.

L. FEJEs TotH [1] hat eine- obere Schranke fiir die Newtonsche
Zahl der konvexen Scheiben gegeben. In [2] und in dieser Arbeit be-
schéftigen wir uns mit einer Variante des Problems der Newtonschen
Zahl.

Es ist bekannt [3], daB fiir jede konvexe Scheibe F ein Minimal-
kreisring (Kreisring mit minimalen Breite) eindeutig existiert, der die
Grenzlinie von F enthilt. Seien a und b= a zwei beliebige pozitive Zahlen.
Wir bezeichnen die Gesamtheit derjenigen konvexen Scheiben fiir deren
Radien p, ¢ ihrer Minimalkreisring begrenzenden Kreise, die Ungleichung
a=p=g=>b gilt, mit ®(a, b).

Es sei K eine konvexe Scheibe. Die Maximalzahl der zu der Schei-
benklasse @ (a,b) gehdrenden, nicht iibereinandergreifenden Scheiben,
die sich mit K von draussen berithren, nennen wir die auf die Scheiben-
klasse @ (a, b) beziigliche Newtonsche Zahl der konvexen Scheibe K.

In den folgenden Sitze, unter gewissen Bedingungen geben wir
obere Schranken fiir die, auf die Scheibenklasse @ (a, b) beziigliche New-
tonsche Zahl einer konvexen Scheibe. Nach dem BeweisabschluB3 der
Sétze geben wir Beispiele an, die zeigen daB die Schranken genau sind.

Satz 1. Im Falle b<3a gilt fiir die, auf die Scheibenklasse @ (a, b)
beziigliche Newtonsche Zahl N, einer beliebigen konvexen Scheibe K mit
Umfang k die Ungleichung

E+2bm

N Ya—o-ar
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BeweEls. Es sei K eine konvexe Scheibe mit Umfang k, @ (a, b) eine
Schéibenklasse mit der Bedingung b<3a. Wir setzen voraus, daf die
Scheibe K mit den Scheiben F, von @ (a, b) (i = 1, 2, ..., N) sich von
drauBen beriihrt.

Wir bezeichnen den Mittelpunkt des Minimalkreisringes von F, mit
0;, die duBeren Parallelbereiche von K des Abstands a und b mit K, und

K, bzw. Es seien [, und [, die Grenzlinie von K, und K, bzw, weiterhin

def
T=K,\K,. Offensichtlich ist, daB die Punkte O; in T liegen und die
Scheiben F; paarweise punkfremd sind. S0 0, 0; = 2a wenn i # j.

Es sei n; die durch O; gehende Normale von l,, offenbar ist n; die
Normale von [, auch. Seien 07 und O} die Schnittpunkte der Normale 1,
mit [; und [, bzw. Wenn 0;#0; dann, wegen <34, ()”350” Wir beze:ch-
nen mit s; die Lénge des zur Sehne 0707 gehorenden Bogens von [,.

Wir zelgen daB s;; = Vda2—(b—a)? ist.

Fig. 1.

Zuerst untersuchen wir den Fall, wenn die Punkte O} und O} auf
derselben Seite der Gerade O, O; liegen (Fig. 1.). Wir konnen voraussetzen,
daf} der Abstand des Punktes 07 von der Gerade 07”0} = e mindestens
so groB ist wie der Abstand des Punktes 0. Wir betrachten den durch
die Gerade e und durch O; gehenden zu e para liele Gerade begrenzten Strei-
fen. Die Breite dieses Streifens ist hochstens b—a. Weil die Strecke 0;0;
in diesem Streifen liegt und 0;0; = 2a ist, so folgt daB die ortogonale
Projektion v;; der Strecke 0,0; auf der Gerade e mindestens

Vda?— (b— a)?
ist.
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Weil I, konvex ist und 0,07 und 0,07 die Normalen von I, sind,
€ 0,07 0;=90° und < 0,07 0; = 90° folgt. Daraus stellt sich hervor,
daB die Projektion der Strecke O;0; auf der Strecke 070} liegt, und so

= 070 = v; = V4a>— (b— a)* - ist.
Wenn die Punkte 07" und O} auf der verschiedenen Seite der Gerade
0,0, liegen, dann gilt einfach s;; = 0,0; > V4a>— (b—a)* (Fig. 2).

Fig. 2.

Es ist bekannt [4], daB die Linge von [, k+2b= ist, so

K420 = Syp+Sps ... +8y = NVaa2—(b—a)>
und
k+2bm

T Vi —(—ap

(Hier bezeichnet s;;:, denjenigen Bogen von [,, der im seinen Inneren
keinen Punkt von O} enthilt.)

Satz 2. Wir bezeichnen die Radien des den Minimalkreisring einer
konvexen Scheibe K mit Umfang k begrenzenden auferen und inneren Kreises

mit R und r bzw. Im Falle R+b = V2 (r+a) und r = a, gilt fiir die auf die,
auf die Scheibenklasse @ (a, b) beziigliche Newtonsche Zahl N der Scheibe K

<_k+2bn
2a )

N

BeEwEls, Wir brauchen die bei dem Beweis des Satzes 1. eingefithrten
Bezeichnungen und wir stiitzen uns auf die Figur 3.
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Fig. 3.

Es seien C der Mittelpunkt des Minimalkreisrings der Scheibe K und
Of der Schnittpunkt der Halbgerade CO; mit [,. Wir zeigen, daBl Of OF =
= 2a (i # j) ist.

Weil F; und F; keine gemeinsame innere Punkte haben und der Bereich
T in dem durch die Kreisen mit dem Mittelpunkt C und den Radien r+a
und R+b begrenzten Kreisring liegt, haben wir 0;0;=2a =r+a und
CO;=r+a,CO;=R+b=V2(r+a).

Mit Riicksicht auf die obigen Ungleichungen haben wir

CO?+0,0;—C0}

cos (<X CO,0)) = e
2C0; - 0; 04

=0,

so < CO,;0; = 90°.
Von < CO,;0; = 90° folgt OF 0; = 0, 0;. Ebenso bekommen wir

0f 0% = 0} 0}, so OFf 0* = 2a.

Weil die Linge von [, K+ 2b = ist und der Umfang des inbeschriebenen
konvexen N-Eckes OF OF ... Of diesen Wert nicht iibersteigt, haben wir

' 2b
k+2bm = 2Na, und so Ns—{{—%———n-.
: a
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Die Anwendung dieses Ergebnisses fiir die Bestimmung der fiir die

Scheibenkiasse@[;’ V;
rats mit Kantenldnge 1 und eines Rechtecks mit Kantenlengen 1 und 2,
ergibt N =8 und N - 10. Die Figuren 4/a und 4/b zeigen, daB diese
Schranken genau sind.

beziiglichen Newtonschen Zahl N eines Quad-

]

2 %74 %
-
/ 7
J f
L B
Fig. 4/a. Fig. 4/b.

Es ist leicht einzusehen, wenn K¢ ® (a, b) und b<3a ist, so 148t sich
das Ergebnis des Satzes 1. fiir die Bestimmung der Newtonschen Zahl
von K anwenden. Fiir die Newtonsche Zahl S, der reguliren n-Ecke be-
kommen wir S;=13, S4=8, S;=1, S5 = 7 und wenn n=>6 dann
S, =0. Im Falle n = dund n=1 ist die Schranke genat.
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1. Introduction

A general definition of the notion of mean is the following: ([1],
[2]) let F be an arbitrary real valued function of n real variables and let

X = (XX, ..., %,) be in the domain of F; if there is a unique vectory =
.= (¥, ¥;...,y) having equal components in the domain of F such that
F(x) = F(y) then y = m(x,, X,,...,%,)is the F-mean of the numbers
Xgy Xgy ooy Xppo 1T (X, Xgs - .25 X,) CAN be represented in the form
Z pif(x:)
VA B

Z P;

i=1
where fis an invertable function defined on a subset of the real line and
P1s Pos - - -» Dy 18 & sequence of nonnegative numbers, the sum of which is
positive, then m(x;, x, ..., x,) is a weighted quasi-arithmetic mean of
Xy» Xs, - - -, X,,. The purpose of many investigations is to find general con-

ditions which ensure that a mean should be a weighted quasi-arithmetic
mean (see e. g. [3], [4]).

These general means occur very frequently in the statistical estimati-
ons. If the density function of a random variable can be written in the

form constant.-p—*exp [g [-—D-Cf-]], where g is a suitable function, then the
p

likelihood estimation of the scale parameter p is a mean of the measur-
ements X;, X, ...,%,, under general conditions (see [5]). (In the case

2

g(x) = — %‘we get the normal density function, and the likelihood esti-
mation of p is the root-mean-square of the measurements.) The most

9 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIIIL.
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important means (e. g. the weighted quasi- arlthmetlc means) have the
property that

min x; = m(Xy, Xy, - - ., X,)= max X;.

l=xi=n l=i=n
In this paper we propose a classification for these “internal” means, but
-first we mention a probabilistic methed for proving inequalities. ’

2. A probabilistic method for proving inequalities

Let X, Xy, X,, ... be a sequence of independent identically distribut-
ed real valued random variables. Suppose that the distribution function
of X depends on some parameters ¥y, Yo, - .. Yo (V1 - - > V) € Y ERy,).

If f; and f, are conhnuous, strictly monotomc functions on the inter-
val (a, b), Pr(a<X=<b) =

- i ~1< glﬁ(x,)) .
plXy, Xes - X, =fi | e i=1,2
mn

15 the f-quasi-arithmetic mean of X;, X,, ..., X, and E(f; X)<oo
.) denotes the expectation of the random variable in the brackets)

'then by the strong law of large numbers
lim o, (X X - Xo) = [ (E (1, (50))

Nn-» oo
with probability one. Here the right side depends on y;, ¥, .. ., ¥,,,, there-
fore we denote it by 7, (¥, Vo, + « o) V)

Iy (g, Xy oo X)) = g (Xpy Xy ..o, X,) 7= 1,2, ... for every number
Xy, X9y -« .y X, in the interval (a, b) — this is certainly true if e.g. f, is in-
creasing and f, {1 is convex 1n (a, b); see [6] p. 75. — then

oY o V) = (VYoo V) -

ExampLE. Let f, (x) = X if r is an arbitrary real number different
from 0 and let f, (x) = logx, x€(0,+ =) (here and in the following log
denotes the natural logarithm). The f-quasi-arithmetic mean of the
positive numbers x;, X,, ..., X, (the power mean) will be denoted by m,.
The mean m, is a nondecreasing function of r, therefore if X is a random
variable umformly distrib Jted over the intzrval (v, y,), (0 <y, < ¥y <)
and

M (Y, y2) = {E(XW" (r 2 0), My(y, ys) = exp (E (log X)) .

then M, (y1y ¥») is also a nondecreasing function of r for every fixed pair
of positive numbers y, and y, (y; = ¥a). )
- It is easy to compute that
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M, (720 ys) = {—‘%Wy—yl} (=0, ~1)

1

- 1 (y1 Yoo
Moy () =272 and Mo(y,,p,) = —[y‘ ]y "
logy,—logy, yz
Thus we have proved e.g. that
| x=y V?c+l/)7]
(%) Vxy = logx—logy [ 2

for arbitrary positive unequal numbers x and y, because () is equival-
ent to

- M_y () =M (%) =M_1(%y).
2

_;V_
log x—logy
qual positive numbers x and y. (If x = y, then by definition their logar-
ithmic mean equals to x.)

The logarithmic mean has many apphcatxons in the physics and che-
mistry (see e.g. [7]). In [7] and [8] the authors proved similar but Weaker
inequalities than () by another method.

In [9] it is proved that :

=l _ sl 2
llog 2, —log z,| 2

REMARKS. is the so-called logarithmic mean of the une-

for arbitrary unequal nonzero complex numbers 2, and 2,. (Even though
the complex log is a multivalent function the inequality holds in the sense
that no matter which values are taken for log z, and log z,, the inequality
is valid.)
On the generalisations of the logarithmic mean see [10], [11] and [12].
If x,y >0,

1
=+, g =Vxy,

1
dpt1 = E(an +~gn) » n+1 = Van+1gn ’

then lim g, = lim gn'= the logarithmic mean of x and y (see e.g. [13])."

N-» oo N oo

The logarithmic mean appears in the following problem too: Let X be a
random variable the distribution function of which has the form

o2 = L ex Xt
[0] Vo p[ ngJv

g*
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and suppose that the positive numbers @ and.b are given (0<a<b-< o).
It is easy to compute that Pr (a <X <b) will be maximum if

_ a=b  a+b
loga—logb 2

i.e. if o is the geometric mean of the logarithmic mean and the arithmetic
mean of @ and b. '

3. A classification of means

Let m = m(x, X, ...,X,) be an arbitrary internal mean which is de-
fined for arbitrary positive numbers x;, Xy, ..., X,,. Let ' = {supr:m=m,
for every sequence of positive numbers x;, X,, ..., x,} and r”/ = {inf r : m=
=m, for every sequence of positive numbers x;, X,, ..., X,}. The means m
and m are by definition in the same class iff r* and 7’* are the same for
m and . :

The difference ¥ = r”"—r" is a “distance” between the mean m and .
the set of power means {m,}. -

ExampLE. If m(x,y) is the logarithmic mean of the positive numbers

x and y, then Fm b (=0 and = lv.
3 3
Proor. (¢ ) proves that
r’ =0 and I‘/’s—é— (mo=M~2=W);

If r > 0 and log x—log y = 217 then

X—-y xr+yr 1r
log x—1logy [ 2 ]

therefore #* = 0.

Now we prove that r” = %, i.e. if y = x then

(e )(VXH/—) zlogf;c—

(because of the symmetry we may suppose without the loss of generality

that y = x).
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If x = y then the equality holds, therefore it is enough to prove that
3 3 —3
D el )2y, X
ay " 2 dy ° Y
3 3 4
and a simple calculation reduces this inequality to (ﬁ—ﬁ) = 0.

Finally we prove that if =0 is an arbitrary small positive number,
e = ¢(8) is a-small positive number, x = 1+¢ and y = 1 then

x-y [x1—o/3+y1—e/3 ]3/1—a
logx—logy 2 -

i.e. if ¢ is small enough, then

log (1+¢) _ (1+(1+8)1~6/3]—3/1—6_

g 2
This relation is true because (using Taylor series)
2 1-6/3y—3/1—5
2 3 2

=12 [1 -!—i]e +0(62)
2 3 24
qu.e.d.
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0 MUHUMYME CYMMBI »-CTENEHEM CTOPOH
n-YIrOJbHUKOB BIIMCAHHLIX B OKPY)KHOCTDL

AI'OTA TEMEIIBAPH

Katenpa Haueprarensroit v IIpoeKkTrBHOM 'eoMeTpun Y HUBepCUTeTa
nm. JI. OtBemia, Bynanewr :

K mecruflecaruneThuio co IHs1 poxaeHus JI. GEVEMIA TOTA

(Hocmynuao 13. 02. 1975)

B crarpe [1] Il. CAC peluns MHHUMYM CYMMBI KBaAPATOB JJIMH CTOPOH
N-YIOJBHUKOB, BIMCAHHBIX B JIGHHVIO OKPY)KHOCTh, €CJIM LUEHTD OKPYIK-
HOCTH SIBISIETCS BHYTPeHHe! uau rpanuyHol Toukoel n-yrojsuuxa. OH Ro-
Ka3ajl, YT0 MUHUMYM JOCTUTAeTCsI

B CNIVYasX 11 = 7, €CIM 7-YTOJbHAK MPaBUJICH;

B cayuagx 6 = n =4, ecnu ojHa U3 CTOPOH 7I-YTOJLHHUKOB JHaMETp
OKPY)KHOCTH, @ ApYTHe CTOPOHBI PabHBl (B AajbHeiillleM JJIs TaKUX THUIIOB
1-YTOJBHUKOB 0003HaueHnem F, TI0JIb3VeMcs);

B civuae 11 = 3, eCJIM TPeVI0JIbHUK IIPSIMOVTOJIeH.

Pemenns mojo0HBIX npo6iem HaxofsaTes B [2].1 [3].

B aroif paboTe MBI 3aHMMaeMCS HaxO)KACHUEM MHHUMYMA CYMMBI
p-CTelleHeil CTOPOH M-YTOJILHUKOB, ecid »=>2. JlokassBaeMcsl ciaeaviomas

TEOPEMA: Ilycmb n = 3 HamypaabHoe qUcao u v =2 Npoussosbroe ge-
ujecmeeHHoe Gucao, 0anee v, 8elecmeeHHble YLCAA, 011 Pe0LAACMBIE PAGCHCITIEOM

.y T . 7
n-sin’”? — = 14(n—1)sin’n ———— .
n 2(n—1)
CyMma cmenenu vemopox n~y20AbHUK08, BNUCAHHBIX 8 OQHHYI0 OKPYHCHOCITb

U yenrp xomopoil A642emcA GHYMpeHHoll Ul 2pAHUYHOL MOUKOL N-Y20AbHI-
Ka 6ydem MUHUMAIHO, '

6 CAYUAAX ¥ = vy, €CAL N-Y20AbHUK NPAGUAEH 1
6 CAYUARAX v = v, eCAl n-yeosbHUK umeem mun F,.

Beopum cnefgyiomme ofospauenns. Ilvere A m B pannpie TOUKA en-
HUYHOH oKpwKHOCTU LieHTpom O, a C mwobas Touka OKPYIKHOCTH TaKas,

e

uro AC = BC. O6osuauum depes F TOUKY feneHus nomonam ayra ACB,

nvers AOF & = 2au FOC & = 28. Torna
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H,(8) = AC' +BC" = 2 [sin® (o £ 8) + sin’ (o — 8)]
npu ‘

) 0=86=a & oc+.5s125—.

151 oKa3aTeNbeTRA TEOPEMBI MBL HOJIL3YEMes ABYMS JIEMMaMy.

JIEmMmA 1. Ilycmos v > 2 Oanmoe gewjecmeeHHoe qucao. Ecau $ynkyus
H. (0) om nepemennoil 8, ymenvuiaemea, moa0a 044 8cex S, y008aemaepai-

. ,
mux o < f= PX u gynrgus Hg(8) ymenvutaemea, Ecau gynxyus H, (6)
gospacmaen, moedq 0440 < y < o H, (8) moxce go3pacmaen.

JIEMMA 2. [Tycmb v > 2 gewgecmeentoe qucao U i (v) A8AA€MCS MOUKOLL

ungrexcun Pynryuu sin® x 0 =x = %
7. Ecit 0 < o = %, mo H, (8) 6ospawaemcs.

7 .
2. Ecau " < a =< i), mo makcumym @yaxyun H,(8) docmueaemcsa

6 eOUHCMBEHHOU MmoyKe, KOMOpas ALASEMCA gHympenHell moyKol unmep-
sanna (1).

3. Ecani(p)=a< %, mo H, (8) ymenvuaencs.

JOKA3ATEJIbCTBO JIEMMbI 1. M&i 10Ka3bBaeM TOJILKO NEPBYIO YACTb
JIeMMBI 1., TaK Kax J0Ka3aTes]bCTBO BTOPOH 4acTé IPOU3XOMMT NOAO0OHBIM
cnacobom. Beupy toro, uro ¢gpyvuxkums H, (8) ymeHbllaercs, uMeer a+06 >
= 1 (v), mosromy f+0 =i (v).

YTBEpAEHHUE JIEMMBl BHIIOJbHSIETCS, eCi Al KaKA0ro 3Ha4YeHust O

—& = 1(»), nGo B 9TOM CAVUae Mbl UMEEM ,8 8> i(»), u GyHKIMs sin®x
(BHI/ISY) BOTHYTA, eCIM X = [ (). :

[yvers f+6 = i(v) u f—6 < i(r). Taxk kax H, (8) ymenbmaercs, cie-
A0BaTeJIbHO ’

Mel moxkakem, 4TO . .

dpds ’

‘M3 9TOTO CJIeAYeT YTBepKienue JeMmbl 1. Mmeem

d® Hp (6)
dpds-
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~2 -y (sin?~2(B+ 8) [v- cos? (B +8) — 1] —sin*=2 (8 —6) [» - cos®(f — 6)— I)=
=2"p-(k;—ky).
Tak xak f46 = i (v), nosromy cos?(8 +8) < cos? (i (v)), nanee cos? (i (»)) =
1

, moartomy k; <= 0. V3 Hepasencra f—38 < i(v) cmepver, uto &k, = 0
v
CIIel0BATEIBHO

¢ H () _ g
dpds
JIOKA3ATEJNLCTBO JIEMMEI 2. Ilyers

h, (8) = ﬁé—sa—) = sin" (o + 8) + sin” (x — ) .

OueBupno cmoiicTea Bo3spacranust pyvuxumit H,(8) u h,{(6) onuHarkoBbl
- @CJIM » JAHHOE UMCJa0. .

: 7T
1 Myetb 0 < o0 =

CEema="6#%0ub6 ", 10
4 4

s = v-cos =t | =g 8] sin |-=+ 8.1, (8),
. , Al =V [4 ] L [4 1()
rie

8) = tg—t | Z )~ " +6).
h(8) = tg [4 ] g[4
13 v = 2 caayver, uto A, (8) > 0, nosromy

' hs(8) = 0.

Ecau 6 =0 wim 6 = T 1o hra(0) =

0. CieloBaTeNIbHO

hya(0) = 0,
T. e. h,a(8) Bo3pawaercsi. OKoHuaTes LHO VTBEp)KAeHHe 1. ciepver us
JjemMmel 1. N

4 . .
2. Nyere Z.< o < i(v). Torpa

n (5) = y.sin’~ I(oc 8)-cos(ax—38)-f(8),
rie

f(6) = [sin 20 ctg (x— &) —cos 2a]*~! [cos 2a+ sin 2z - tg (ot &Hl-1.
Tax rax

p-sin”1(a—8)- cos(x—8) = 0,
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[I03TOMY HaM JOCTATOUYHO M3YuaTh (byHKumo f(6). HOCMOTpI/lM, CKOJIBKO

OKCTpeMyMOB Ovier v GvHKUMM f(8) B civyasx 6 = 0 u & = —2—— o.
Iyeth sin2e = a, cos2x =b u x = ctg(e«—48). Jlerko Buaers, uTO

1]—(a-x—b)”"‘-a A
x x*

4

.x,

J (@)= (- 1)(a-x—b)"—2-a-x’[b+a-

rjge

a-x—b #0, b+a-l;é0 n x #0.
x

Jna ¢yuxnun f(8) cyILecTBYeT IKCTPEMYM, eC/Id PaBeHCTBO
(p—1)b-x*+(v—2)-a-x+b=0
MMEET PelleHne.
Taxk kak v > 2, a > o0 u b > 0, ofuH U3 KOpHell paBeHCTBA HEOTPOLX-
TelleH, n3-3a X = ctg(e—0) = 0, mua ¢vHKuuM . f(5) OH He jpaer Mecra

sKcrpemyma. CrefioBaTesibHo vV (QVHKUMM f(6) MMeeTcsl eJMHCTBEHHDI
YKCTPEMYM BHYTDY BHTepRanna. M3 ncnenoBaunst GYHKUMM A, (8) cregyver,

T
uTo B Havaje 5 (6) = 0u h; [?— oc] < 0. JT0 3HAYHT, YTO VTBEpI)KJEeHHUe

2. BHIIONLHSAETCS.

. T .
3. vetp i () = o < . ITo ocHoBe nemmsl 1., yMeHbIIeHWE QYVHKIUE

_h, (8) LOCTOTOUHO AOKA3ATh B TOM ciy4ae, ecy « = i (v). Tax Kax foxasa-

TeJILCTBO NPOM3XOANT TAKMM >Ke 00pasoMm Kak B civyde 2., IO3TOMY ero
He U3JI0XKUM.

JIOKA3ATEJIbCTBO TEOPEMbL I1yctb Ay, . .., A, BEPIIMHB N-YTOJb-
HWKa, BIMCAHHOTO B eJUHNUHYI0 OKPVIKHOCTD HeHTpOM O,n A;0A;, <=
= 2e;, THe [ = 1,2, ...,n nanee

n ' n .
v 1 .
H = ! Ai it1 = 2 Z sm”oc,-,

i=1 . i=1

rjpe

O=o;= , Soy=a un »=2.
i=1

MsBecTHO, uTo GYHKIMS sin” X Bhimykias, ecin 0 = x < i (») 1 Boruvrag,
. T

e i(r) < x = o
Hpenmonoyxxum, 4To i (») < o =< «,. Bo3zpacTanmem vIia o«,, He U3-

. 4 .
MEHSIST CYMMBI o + &5, MOYKHO AOOUTLCS MIH o = i WM o, = i (v). Oue-

BUMHO, YTO QYHKIMS H yMeHblUaeTcsl.



O MUHHMYME CYMMBI »-CTETEHEN CTOPOH n-YI'OJIbHHKOB 139

~ , 4 N ’
Ecmn B untepBasie [z (»); —é—] HaxoJsITcsl Io KpaiiHelt Mmepe faBa vria,

TOrAa MBI HOBTOpSIEM npenbmyumﬁ MeTof. Mpl monyuyum cneﬂyiom'ne
clay4yaun: )

Q

. OueBHIHO; UTO oy, - - ., o, < [(»). [ToaTOMY

I oy = -
2
n .
> sin" oy = (n—1)-sinf —————.
T
PaBeHCTBO UMEETCS TOJIBKO TOTJA, CIIN oy = ... = &, = ﬂ B arom
n— .

cilyyae OKasblBaeTcsi, 4To (YHKUMs H MUHMMAnbHa, €CIM N-YIOJbHUK
an F,.

2. Ecndt oy, gy - - -, &y = [ (¥), TO pyHKIMSA H MUHUMAlbHA, €CIH o) =
: Jr .
=0y = ...=@®, = , T.e€. N-YTOJbHUK NPABHJIEH.
Il ! .
3. Iyvery i (v) < #; < Py " g, ..., o, < [{»). OdueBUIHO, YTO

" :
> sin"o; = (n— 1)-sin"i—% .
=2 :

Pagencrro UMeeTCsl TOJIBKO TOT'AQ, €CIIH oy = ... = oy = ~—-- ",

[TocMoTpUM TPH BO3MOXKHBIX CNYYasL.

7
(@) o +og = —.

2

Tax Kax ay < ~ , 110 OCHOBe JNeMMH 2., ¢yHKIMA H ymenbiaercs, ec-
1 .

) 4
JA ¥ToJl oy BO3ZpACTAET A0 YIJId 1 oy VMEHbIIAETCA, NMPUYEM UX CYMMa
n

He uaMensercst, Ecnu mocne YMeHbIUeHUS yIria o, UMeeM oy = I (v) TO U3
BBIIYKJIOCTH (PYHKLMH Sin* X cJIefAyver, yro H MUHMMAanbHA, €ClIM N-YI0Jb-
HUK NpaBuieH. ’

Ecnu o, = i (v), TO MOBTOpsIsA ITOT MeTOA M HojyvaeMm, uro H Oyamer
MUHUMAJBLHOM, eciu 71-yroJbHUK NpaBuiIeH.

(0) Tvete o)+ oy = 2-0(v).
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Torxa na ocHoBe neMMbI 2. vHKIMs [ yMeublaercs, ecny o, BOspa-
o .
naeT 1o E Tax

n 7T .
Zu=
i—2 2
03TOMY
n 7
> si" oy = (n—1) sinf ————,
=2 . 2 (ﬂ — 1)
T. €. H MUHUMAJbHA, eClU N-YTONLHUK HMeeT TUM F,.
T .
(8) IHycrp 5 < oytoy < 2-1 (v).

B srom civuae m3 snemmel 2. cienver, 4ro [ YMEHbIIAETCs €CJIM o, BO3-

T o+ Oy o
pamaer o —2—, HJIM YMEHBIIAETCSA IO ———2———‘ Torga MBI ITOJIVUUM crnyuait

1. unu cavuau 3 (a).
Mp! nonyuuny, uTo GVHKOUS H MUHUMA/bHA, €CIIU A-YTOJBHUK Opa-
BUJIEH WM TUN [, _
[lyeto @y, ..., @, CTOPOHBI /1-YTOJIbHUKA, BIMCAHHOIO B e€AMHUUHYIO

OKPVYXKHOCThL U
1/»

n .
>
i=1

n

UX CTeTNieHHOE cpejHee NOPsAKA v.

[Tpe/rioNoyKUM, UTO CVIUECTBYET YU CIIO ¥y, UTO

: n . 1/vg
> a’
n

rne b CTOpOHa HpaBI/I.HbHOI‘O N-yrojbHUKa BIMCAHHOI'0 B ¢AMHUYHYIO OK-
py)KHOCTb. PaBencTso pocruraercsi, ecim ¢ = ... = @, = b.

M3BecTHO, U4TO €CIU vy < ¥, TO

n . 1/vg no 1
> 2
3 A=t U [ ol
(3 » P = -
paBeHCTBO JOCTUTAETCS TOABKO TOTJA, €Ciu G =...=a,. U3 (2) u 3)
n

CJIe/IYeT, 4TO ec/M CYIIECTBYET TaKoe UYMCIIO ¥, Uro a;® MUHEMAaIbLHO,

i=1
n .
€cid N-yroJbHUK NOpaBujieH, TO B CJVHaAX v > Vg Z a;f MHUHUMAaJIbHO
. i=1
TOrAa 1 TOJIBKO TOFI[a, ecny n-YrolnpbHUK TIPaBUicH.
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Wssectno [1], uro ecnm » =2 u n= 7, To H MUHUMAIBLHO, €COU -
VIOJNLHUK IpaBusieH. VI3 mpeaBeAvuuX cieAyeT, YTO B civyasgx v > 2
U n="7 H MUHUMaIbHO, €CJld N-YTOJBHMK IpasuiieH. Ofo3HaunM vepes
H, v H, COOTBETCTBEHHO CYMMY p-CTeIIeHY IIPABUJILHOTO N-YTOJbHUKA HIIH
N-yroJibHUKa TANOM F,, BIMCAHHLIX B ¢AMHUYHYIO OKPYIKHOCTb.

Ecmm n=3,4,5,6 u v =2, 10

H, = H,
Jlanee JIETKO BUIETB, UTO eclu » = 8, To .
H, < H,.

Taxk kak GpyHxuus H,— H,, 3aBucsiimas 0T », HeIPEPLIBHA, TOITOMY
CYMECTBYET UUCHO v, = 2, uTto H, — H, = 0. Ilyctb », Hanmenbwmit. Ho us
(2) u (3) cnenyer, yTo B cIvyYasx v = v, QYHKUMAST H MUHUMANbHO TOJLKO
TOI/@, eCJIM NI-YTOJLHUK NpaBuiieH. Eenn v = v, To 1 MUHUMAIIBHO, eCJId
N-YIoJIbHUK NpaBUJieH UAd TUIoM F, 1 eciau 2 = p < p,, To H MUHEMAJb-
HO, eclIU N-YToJbHUK TUIL F,

Taxkum o0pasom Teopema JoKaszaua.
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Eotvos Lorand Universitat, Budapest

( Eingegar;gen am 25. Oktober 1974 )

§ 1. Einleitung

Die im1 Buclt [2] von BacumanN entwickelten Methoden lassen sich
auf die MOBIUSschen Kreisebenen anwenden. Wir meinen, daB diese
Begriindung auch die Beziehungen unter den metrischen Ebenen und.
den hyperbolischen Réumen erleuchtet [4], sogar haben wir noch weitere
Maglichkeiten fiir die Verallgemeinerungen und man kann auch offene
Fragen aufwerfen.

Wir stellen in § 2. ein Axiomensystem der Kreisebene zuerst in geo-
metrischer Form zusammen, wo die Kreisspiegelung ein Grundbegriff
ist, das Senkrechtstehen als abgeleiteter Begriff eingefiihrt wird. Die
Inzidenz- und Ortogonalitdtsaxiomen kann man in der Bewegungsgruppe
4 der Kreisebene formulieren. Diese Umformulierung 1406t sich ohne
die beiden Dreispiegelungsaxiomen machen. Dann geben wir auch ein
Gruppentheoretisches Axiomensystem. Wir nehmen eine Gruppe & (85)
an, die von der invarianten Menge & involutorischer Elemente erzeugt
wird. Die Elemente von & werden Kreisspiegelungen genannt. Die Punkte
sind als spezielle T¢ilmengen von & zu definieren, da keine involutorische
Bewegung zum Beispiel auf der klassischen Kreisebene existiert, die nur
einen Punkt der Kreisebene festldBt. .

In § 3. begriinden wir die Theorie der Kreisbiischel. Hier spielt ein
Lotensatz die wichtigste Rolle, und der Aufbau ist im Geiste von [1], [2]
durchgefiihrt.

In § 4. ergibt sich die Klassifikation von €& ($). Hler ist es uns gelun-
gen, einige Beweise in [1] zu vereinfachen. Wir sehen ein, daB € ($) zu
ihrer inneren Automorphismusgruppe isomorph ist. :

In § 5. befassen wir uns mit den Kreisbiindeln, um die projektive
Einbettung der Kreisebene vorzubereiten ([1], [3]).

In § 6. heben wir eine Verwandschaft der mefrischen Ebenen hervor,
Sie kann man in & representieren: €(5) hat solche Untergruppen, welche
ceuklidische, elliptische, zuldssig hyperbolische, halbelliptische Gruppen-
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ebenen sind. Hier wird der Satz von MIQUEL bewiesen, der bei der
Algebraisierung anwendbar ist ([7], [3]).

In § 7. skizzieren wir den Gedankengang der projektiven Einbettung
und der Algebraisierung. Wir kénnen auf die Arbeiten ([1], [2], [3], [5},
[6], [7]) hinweisen, wo sich die Elemente des Gedankenganges befinden
lassen. Endlich erhalten wir die algebraische Darstellung unserer Kreis-
ebenen, welche pythagoreische Kreisebenen genannt werden -kénnen, denn
sie sind mit Hilfe pythagoreischer Korper dhnlicherweise darstellbar, wie
die Klassische MOBIUS-Ebene von reellen Kérper gekennezichnet ist.

H. MAURER gab in seiner Arbeit [8] eine interessante Begriindung
der Mébiusebene, wo Kreisspiegelungen existieren. Mir scheint, daB man
auf Grund seiner Arbéit kein solches spiegelungsgeometrisches Axiomen-
system zusammenstellen kann, welches — auBler dem euklidischen Fall —
auch die anderen metrischen Ebenen umfafit. Diese Frage ist noch zu
untersuchen.

§ 2. Das Axiomensystem der metrischen Kreisebene
Erste Folgerungen )

Die metrische Kreisebene ist eine Struktur X (P, K, I, & (5)), welche
den Axiomen 1-5. geniigt. Hier bezeichnen wir mit P die Menge der
Punkte, mit K die Menge der Kreise, mit I die Inzidenzrelation zwischen
den Punkten und den Kreisen. « I A oder A Ia bezeichnet, wenn der
Punkt A mit dem Kreis « inzidiert. « 1 A oder A M « bezeichnet, wenn «
und A .nicht inzident sind. & ist die Bewegungsgruppe von X, die Menge
& der Kreisspiegelungen ist das Erzeugendensystem von 4.

Wir bezeichnen die Elemente von P mit A, B,C, ..., die Elemente
von K mit oc,ﬁ,'y,

DEerFINiTION 2.1. Unter einer Kreisspiegelung (Inversion) an dem
Kreis « versteht man eine bijektive Abbildung von P auf sich, die involu-
torisch ist, die Inzidenz erhilt, und die genau die Punkte des Kreises «
festldft. Diese Abbildung wird auch mit « bezeichnet, also die Elemente
svon & kann man auch mit «, 8,y, ... darstellen.

Es sei 7 das Einselement von £, d.h. die Identitdt von P Es sei

= af ...y dasjenige Element von &, das einem beliebigen Punkt A
sein Bild zuordnet in welches er bei den nacheinander ausgefiihrten Abbil-
dungen o, f, ...y tbergefiihrt wird:

A% = (L ((Af)ﬁ);..) = Asfor, @t =yt et =y fo

ist das zu @ inverses Element von €.

Sind @, ¥, Xcg, so diirfen wir die Bezeichnung & '¥ & = ¥?
einfiihren, weil (P2)% = Y2 und (W 2)? = P X2 gelten, wie man -es
leicht sehen kann. A



rd

BEGRUNDUNG DER MOBIUSSCHEN KREISEBENE 145

»=¢ bedeutet die Gleichheit der Grundelemente (Punkte, Kreise),
=‘¢ die Gleichheit der Abbildungen. Spiter diirfen wir diese Unterschei-
dung weglassen. §

Axitom 1. Es gibt drei verschiedene Punkte. Irgend drei verschiedene
Punkte inzidieren genau mit einem Kreis.

DEerFiNITION 2.2. Der von den Punkten P, Q, R bestimmte Kreis wird
~auch mit (PQR) = « bezeichnet.

Die Kreise a, 8 berithren sich im Punkt X, wenn sie genau einen -
gemeinsamen Punkt X haben: «Ng = X.

« und g schneiden sich, wenn sie zwei gemeinsame Punkte X Y
haben: aNp ={X, Y} § '

Axiom 2. Zu einem beliebigen Kreis o« gibt es genau eine Krezsspzege-
lung an «.

Satz 2.1. Sind a€S, D, so gilt a? €S, also ist die Abbildung P~ o @
eine Kreisspiegelung an dem Kreis «® (Abb. 1.).

Abb, 1,

BEwEIs. Es gilt PI o< Pe =P, darum gilt (P?)*7+% = P+* = P~
Aus Q?7=% = Q folgt (Q?™) = Q?™. So kann man sehen, daB} genau die
Punkte des Kreises «? bei der Abbildung o® = @1 oc(D festbleiben. Aus
(A. 2.) folgt die Behauptung. j§ .

Unsere Abbildungen demonstrieren den Gedankengang auf der
klassischen Mdébiusebene. Also die klassische euklidische Ebene ist mit
dem idealen Punkt o erweitert; o inzidiert mit jeden Geraden; die
gewdhnlichen Kreise und die erweiterten Geraden sind als ,,die Kreise
der Mobiusebene betrachtet. .

Den ,,Kreisspiegelungen‘ entsprechen die gewdhnlichen Geraden-
splegelungen (oo <> o), bzw. die gewbhnlichen Inversionen (Kreismittel-
punkt < eo). Unserem Axiomensystem geniigt nicht nur die klassische
Mgbiusebene, sondern gentigen auch allgemeinere Strukturen.

DerFiniTION 2.3, Ein Kreis o ist zum Kreis senkrecht o1 B, wenn

a # f und o = o gelten. §

10 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIII,
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SAtz 2.2. Das Senkrechistehen ist eine symmetriséhe Relation: « 1§
- gilt genau dann, wenn « § ein involutorisches Element von € ist. Zu € geho-
ren nur solche Abbildungen, die das Senkrechtstehen erhalten.

BewEis. Nach (S. 2.1.) sind die folgende Behauptungen fiir « # 8
dquivalent:

F=ocefef=acaf=Ffa=(«f) toafa=8ep=§.

Wenn ®€4 und ol f ist, so gelten «f =« und a®f® = (2f)? =
= (B o) =% a? also «® LB%. |

“Axiom 3. Wenn X #Y und X,Y Y« gilt, so gibt es genau einen
Kreis 8, fiir den f1X,Y und « L ist. Ist XWe und glX, X+, dann
gibt es Y und Z so, dap NP ={Y,Z} ist.

FOLGERUNGEN: Wenn « 1 8 und X1 gilt, so gilt auch X=18; das
foigt aus (D. 2.3.).

Wenn X # X* und p1.X, X~ gilt, so ist « 1L §; denn f*= (X X=Y) =
=(X*XY)=pist (A. 3.).

Ist «1 8, so gibt es V, Z, fiir die aNg ={V, Z} ist; denn im Falle
XWa, XIp gilt XIp2=0(A. 3.,8. 24.). §

SATz 2.3. Zu o und zu X # Y gibt es einen Kreis B, fir den X, Y 18
und ol f gelten. Ist X* 2 Y, so ist g eindeutig bestimmt.

BEwEIs. Sind unter den Punkten X, X* Y, Y= drei voneinander ver-
schieden, so inzidieren sie genau mit einem Kreis 8, und gilt « 1 8 (A. 3.).

Ist X= =YV, so ist jeder Kreis g, fiir den X, YV 18 gilt, zu « senkrecht.

Sind X* =X und Y* =Y, so folgt der Satz aus der ersten Behauptung
des Axioms 3. § )

Sarz 2.4, (Ergénzung zu A. 1.) .

a) Ein beliebiger Kreis ist wenigstens mit vier Punkten inzident.
b) Ein beliebiger Punkt ist wenigstens mit sechs Kreisen inzident.
¢) Zu einem beliebigen Kreis gibt es zu ihm nicht senkrechten Kreis.

BeEweEIls. a) Nach (A. 1.) gibt es drei verschiedene Punkte A, B,C
und existiert der mit A, B, C inzidente Kreis o = (A BC). Es sei ¢ ein
beliebiger Kreis. Da die Kreisspiegelung ¢ von der Identitdt verschieden
ist, gibt es einen Punkt P, fiir den P & P¢ gilt. Wir kdnnen voraussetzen,
daB der Punkt A von diesen beiden verschieden ist. Zu g = (P P¢ A) und
zu ¢ existieren die Punkten E,, E, so, daB ¢Ng = {E,, E,} gilt (A. 3.).

Auch zu § gibt es einen Punkt Q@ mit Q 2 Q7. Gilt QI ¢, so hat ¢ die
verschiedene Punkte E, E,, Q, QF.

 Gilt QUe, so existiert der Kreis ¢ = (PP°QQ% (5. 2.3.), fiir den
N B ={P, P?} und ¢ 1 e gelten. Aus (A. 3.) und (A. 1.) folgt dann, daB
solche Punkte F,, F, existieren, fiir die ¢ Ne = {F, F,} gilt, also hat ¢ die
vier verschiedene Punkte E,, E,, F,, F,.
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b) Es sei H ein beliebiger Punkt. Nach (a) existieren zwei Kreise
«=(HPPP) und 8 = (HQQ»), fiir die « 1 p ist. Sogar H ist auch mit
den Kreisen (HPQ), (HQP?), (HP?Q*), (HQ“P) inzident. Alle sechs
Kreise sind verschieden.

¢) Wie wir im Beweis der Behauptung (a) gezeigt haben, es exnst1ert
P # P¢ zu beliebige ¢, und gelten E,, E,L¢, e L § fiir den dortigen Kreis

= (E, E; P P?). Es sei F ein von E,, E, verschiedener Punkt auf e. Es
sel y=(PFE,). Dann ist ¢4 y, weil yI/IP6 gilt, sonst wire y1 E, und so
y = B, im Widerspruch zu unseren Annahmen. [

SaTz 2.5.

a) Gelten «NB =X und el a,p, so ist eI X,
b) Aus e 2 8; X1a,8,c und e Lo, p folgt «Nf =X (Abb. 2.).

Abb. 2.

BEWEIS. a) Aus («NBy = NP =aNg folgt Xe=X, dh. Xle.

0) Wenn YV # X, Y1« p wéren, so wire Velo, 5. Im Falle ¥V # YV
wire o« = 8 = (XYY®) (A. 1.),im Falle Y = V¢ wiire ebenso « = g (A. 3.),
was ein Widerspruch wire. } .

_SATZ 2.6.

a) Zu verschiedenen Kreisen o, und zu einem — nicht 2u beiden
inzidenten — Punkt X gibt es einen Kreis e, fir den o, 1 e und Xle
©sind. Gilt X+ # XP, so ist e eindeutig bestimmf.

b) Aus «NB ={P,Q} und el «,  folgt Pe = Q.

¢) Aus aNB ={P,Q} und X** =X folgt Xe{P,Q}.

d) Gelten aNp ={P,Q}und e,p L «, B; ¢ Z @, S0 ist e leer (AbD. 3.).

e) Ist «aNp leer, und gelten ¢l a,f und X#X+=XP =Y, so ist
eI X, Y. Existieren diese X, Y, so sind sie eindeutig bestimmt.

BEWEIS. @) Sind unter den Punkten X, X, X8, X8 Xﬁ“ drei vonein-
ander verschieden, so sind alle Punkte genau m1t emem Kreis £ inzident,
und gilt «, 81L& (A. 3.).

Wenn X+ = X6 = X ist, so ist jeder Kreis ¢ mit X, X*I¢ zu « und g

. senkrecht.

10%*
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.
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Abb. 3.

Sind — zum Beispiel — X # X* und X, X*15, so existiert genau
ein Kreis e mit e L p und ¢I X, X* nach der ersten Behauptung von (A.
3.), deswegen gilt auch ¢ « nach der zweiten.

b) (aNPy=caNgs=oanp. Wire elP, d.h. PP =P, so gilt @* = Q,
d.h. QI e. Dann wiren «, 8, eI P, Q und ¢ L«, § in Widerspruch zu (A.
3.). Also gilt die Behauptung (b).

¢) X*# =X X=X Nehmen wir indirekt etwa X = P an. Nach
(S. 2.3.) existieren eindeutig die Kreise o/, p” mit o’ IP, X und o’ 1 o;
bzw p'1P, X und g’ 1L B. Aus (b) folgt o’ = p’. Den Detinitionen nach
gelten X*Io’ und XPIB, darum gilt auch X« = Xfcoa' NP ={X, P}
Beide Méglichkeiten fithren zum Widerspruch. _

d) Nehmen wir indirekt XceNg an. Aus (a) folgt X* = X°. Aus (c)
folgt Xe{P, Q} in Widerspruch zu (b).

e) Es sei AcaNe (A. 3., 8. 2.4). Essind A= As, A%z A, darum
ist e nach (a) der eindeutig bestimmte Kreis, fiir den el A und el « p
sind. Aber der Kreis (X YV A) ist auch von solcher Eigenschaft, darum gilt
eI X, Y. Die zuriickgebliebene Behauptung folgt aus (A. 1., S. 2.4.). ]

SaT1z 2.7. Sind e NG = yNE={P,Q}, « L und p L5, so folgt. a f = yé.

a) Aus el a, B folgt & = e.
by Aus 91P,Q folgt g*f = ¢ (Abb. 4.).

BEwEIs. Zuerst beweisen wir die Behauptungen (a), (b).

a) ef = ¢ = ¢ ergibt sich aus der Definition 2.3.
b) Wir wihlen auf ¢ einen von P, Q verschiedenen Punkt B aus;

B8 2 B folgt aus (S. 2.6. c.). Es sei ¢" = (PBB*f). Da «f involutorisch
ist (S. 2.2.), so ist

@0 = (P BBy = (P B¢ B) = o/
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Abb. 4.

Genau ein Kreis y existiert mit P, QIy und y L¢" (S. 2.3.). Dann gilt
pP L pf = ¢, daraus folgt yp*# =y. Aus (p'Nyypf =’ Nyf=9p Ny
folgt " IQ nach (S. 2.6. c.). Dann ist ¢" = ¢ (A. 1.), und folgt (b).
Nun sei X ein beliebiger Punkt mit X ¢{P, Q}. Folgenderweise konst-
ruieren wir X«# (Abb. 4.). Es seien ¢ = (XPQ) und e mit XIe, el «, g
(8. 2.6. a., b.). Dann ist pNe = {X, X*F} :
- Sefort kann man einsehen, daB ¢ und e nur von {P, Q} und X abhdngt.
Es gelten ¢7° = ¢, &% = ¢ und X*# = Xv9 fiir beliebigen Punkt X. §

DEFINITION 2.4. Gelten aNB ={P, Q} und «L B, so nennen wir die
involutorische Abbildung «f Punkipaarspiegelung. Diese werden auch
mit a,b,¢, ... bezeichnet. §

SaTz 2.8. a) Es sei p eine Punktpaarspzegelung an {P, Q}, und ®c&.
Dann ist die Abbildung p® = @1 p @ auch eine Punktpaarspiegelung an
{(P®,Q%). )

b} Betrachtet man das Punkipaar p = {P, Q} und den Kreis v, so ist
die Abbildung y p genau dann involutorisch, wenn P, Q Ly oder P? = Q gilt.

BEWEIs. @) Aus dem Beweis von (S. 2.2.) kanhn man entnehmen:
wenn o B involutorisch ist, so ist auch («g)? = «® g% involutorisch. Da
P, Q die Fixpunkte der Abbildung « 8 = p sind, so sind P?, Q% die Fix-
punkte von (« f)* =

b) Sind P,Q1Ivy, so ist y p = & Kreisspiegelung, y L8 (8. 2.7.). Gel-
ten p=ap undPV—Q, soist yla, S (A.3). af=y=>yp#1(. 2.7).
Ferner gilt (y 0) f = a(y8) = («f)y = fay = (y«f) also y(«f) = yp
ist involutorisch (8. 2.2.).

Umgekehrt setzen wir voraus, dass y p involutorisch ist, d.h. yp =
=py, p=vpy. Aus (a) folgt {P QY ={P, q}, also es gilt entweder
(P, Q}Iy oder PV— Q. §
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DEFINITION 2.5. Im Falle «1 8, yLe, B nennen wir die involuto-
rische Abbildung « f y Spiegelung. Die Spiegelungen werden auch mit
geschriebenen grofen Buchstaben of,3,€, .-.. bezeichnet. |

- GRUPPENTHEORETISCHE FORMULIERUNG: Aus der bisherigen Behand- ’
lung kann man entnehmen, daB die geometrischen Begriffe in der Gruppe
4 (38) durch die folgende Uberschre1bung sich abfassen lassen:

der Kreis « — die Kreisspiegelung «, «€S;

der Punkt P —~ die Teilmenge P von &, fiir die «¢P o
: < Pr=P;

alP ~  «P «=P*= P mit Komplexus-multiplika-

tion in 4;
xlp —~ « B involutorisch in €, in Zeichen «|8;
das Punktpaar - die Punktpaarspiegeling p = « 8,
E{P7Q} - «ff, a :BEPOQ>
p={P,Q}Ta - aped;

die Abbildung @€ ¢ das Automorphismus ¥ -~ @-1¥ @ = P?

von & (Siehe S. 4.7.).

Wir kénnen unseres Axiomensystem in anderer Form zusammen-
stellen.

GRUNDANNAHME: Es sei eine Gruppe & und ein aus involutorischen
Elementen bestehendes Erzeugendensystem & von € mit folgenden Bedin-

_gungen gegeber.
B. 1. Aus «€8, DG folgt «® = O-1aDeS. Die Elemente «, ﬁ‘ Yy nn
von & werden Kreisspiegelungen genannt

B.2. Esgilt $ = AUBUCU .... Hier gilt, zum Beispiel, o € A genai
dann, wenn o€d und A*= 0 A« = A bestehen (mit Komplexenmultip-
likation in & ). Analoge Bedingung gilt auch fiir je die Teilmenge B,C, . ..
von S.

Die Teilmenge A, B,C, ... von & werden Punkte genannt.

Haben zwei involutorische Elemente @, % aus € ein involutorisches
Produkt (d.h. gilt Q¥ =¥~1 01, @ = ¥- 1) $0 schrelben wir gewdhnlich
dafiir @|¥.

Axiom 1* Es gibt drei verschiedene Punkte. Zu Lirgend drei verschie-
denen Punkten gehort genau ein gemeinsamer Kreis.

Axiom 2% Sind X = Y und «c¢ XNY; so existiert genau ein Kreis 3,
fiir den e XNY und «|p.

Axiom 3%, Sind X = X und ﬁeXﬂXﬂ, so gibt es verschiedene Y und
Z s0,dafi o, feY N Z.

Es wiirde keine Schwierigkeit mitbringen, unsere bisherige Behandlung
nach Axiomen 1*— 3*. umzuformen. Die erwéhnte Umformuherung fiihrt
bald offenbar zur Aquivalenz zwischen den Strukturen X(P K, I @(é})

mit Axiomen 1-5. und 4 (AUBU ...) mit Axiomen 1*—5%
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Im Folgenden gebrauchen wir die geometrische Schreibweise, und
die Axiome und die Sitze werden nur so abgefasst. Die Unterscheidung
zwischen den Zeichen ,,=* und ,,= wird weggelassen werden.

Axiom 4. Sind P # Q und «, 8, y 1P, Q, so gibt es einen Kreis 8, fiir
den afy =8. '

Axiom 5. Sind £ty und o,y L & n, so gibt es einen Kreis 8, fiir
. den a By = 4. : o

(S. 2.7.) ist eine Spezialisierung von '(A. 4.). Natiirlich kann man
(S. 2.7.) auf Grund (A. 4.) einfacher beweisen. In der weiteren Behandlung
spielen (A. 4.) und (A. 5.) die wichtigsten Rollen.

Sarz 2.9. (Erginzung zu (A. 4.) und (A. 5.))

a) Fiir den Kreis & in (A. 4.) gilt 1P, Q.
b) Fiir den Kreis 6 in (A. 5.) gilt 51 &, n.

BewEls. a) Aus P9 = p*fv = Pfv = Py = P folgt P18, ebenso gilt
QIs.
b) Aus & = gfv = Ev = & = & folgt £.16, ebenso gilt nL6. ||

Satz 2.10. (Umkehrung von (A. 4.) und (A. 5.))

a) Sind P+ Q, «, f1P,Q und «f =B, ist ferner « gy fiir den
Kreis v involutorisch, so ist y1P, Q.
b) Sind &imn und «,B LE n, ferner ist «fy involutorisch, so ist

y L& n.

BEwEIs. a) Betrachten wir einen Kreis 8/ mit p'IP,Q und g’ Ly
(S. 2.3.). Es sei gemih (A. 4.) app’ = o d.h. «f = o p’. Eingefiihrt die
Punktpaarspiegelung gy =b, ist afy =o'y =o' b involutorisch
(Abb. 5.) Wir wenden (S. 2.8. b.) an. Ist « b€S, — mit neuer Bezeich-
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nung — bla/, so ist b1/, 8, v. Aus o, 8 1P, Q folgt b ={P,Q} und
yIP,Q (S. 2.7.). Der andere Fall o’ L g7,y kommt nicht vor, weil « L8
ausgeschlossen ist.

b) Sind die Punkte X,V mit X,V I, 5 eingefithrt, existiert der
Kreis o mit 01X, Y und o1y (S. 2.3.). Auch- c/,ﬂJ_a ist wegen X* =YV
und X? =Y erfiillt (A. 3., Abb. 6.). Es sei C ein Punkt mit Cly, CHoc
(S. 2.4.), und es sei g’ ein Kreis mit g7IC, " L&, 5 (S. 2.6.). Wir nehmen
BB =o', also af =« ’B’. Wegen der Auswahl von o und C gilt
g, v1C, C°. Wihlen wir den Kreis 8”7 mit 8”7 1C,Ce, 87 L« aus (S. 2.3.),
und fithren wir die Punktpaarspiegelung o’ 8" = ¢ an {Q, Q°} ein. Ange-
wandt (A. 4.) auf die mit C,C” inzidenten Kreise 8", #’,y, bekommen
wir 87 8"y =y, d.h. gy ="y mit y"1C,C° Nun gilt (« )y =o' (8" ) =
= (o’ )y = ¢y’. Wir haben vorausgesetzt, daB ¢y" involutorisch ist, jetzt
wenden wir erneut die Behauptung (S. 2.8. b.) an.

Abb. 6.

Ist '1q, d.h. ist o/ :V(CCGQQ”), so ist 9" = 7, d.h. g’ = ». Dann
ist y.L &, 5, was zu beweisen war. Der andere Fall Q¥ = Q°, d.hi. Q=@
kemmt nicht vor, denn es wire Ql¢ (S. 2.6. c.), was wir ausgeschlossen

haben.
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§ 3. Kreisbiischel

Derinrrion 3.1, Im Falle o) = «, wird die Kreismenge (o «p) =
= {8 : o, @y § €5} Kreisbiischel gennannt.

I[st ein Punktpaar a = {A,, A,} gegeben, so wird die Kreismenge
7(a) = {«: w1 a} E-Biischel genannt (elliptisches Biischel).

Ist & n mit &1, & nla, a={A,;, Ay} gegeben, so wird die Kreis-
menge 7 ( L a) = {o: a L 1} H-Biischel genannt (hyperbolisches Biischel).
Wir sagen, die Kreisbiischel 7 (@) und ¢(La) sind zueinander senkrecht:
(@) Li(La) |

Ein Hauptziel unserer Behandlung ist, den Inhalt von (D. 3.1.) zu
erdrtern (S. 3.3—7.). Das werden wir zuerst vorbereiten.

Sarz 3.1. Existiert zu den Punktpaaren a = {A,, A} und ¢ ={C,, Cy}
ein solcher Kreis o, fiir den AS = A,, C{ = C, gelten, und gibt es einen Kreis
B derart, daf3 a p ¢ involutorisch ist, so ist 8 Lao,p wo p = (A; A, C,Cy) ist.
Ferner existiert der Kreis 6 = afc¢, und 8 Lo, p.

Bewers. Wir fithren die Kreise « und y, um die Beziehungen a = a
und ¢ = yp zu erfiillen. Da af¢= (ap)f(yo) = af y involutorisch ist,
so ist auch (aBcy = p(afy)y =y« involutorisch. Es gilt ¢ Lp, ‘also
B Lo, 0(S.2.10.b)). (A.5.) nach existiert der Kreis § mit = afy = afc,
und folgt 6 La, o aus (S. 2.9.). §

Satz 3.2. (Lotensatz)
Sind irgend vier unter den Behaupfungen
e’ =a, yy =¢ ,oc’ﬂj)’ =¢§, ad’c=68, afy=20
erfiillt, so ist auch die fiinfte erfillf (Abb. 7.).
BEWEIS Beispielweise ergibt swh af y = § aus den anderen vier so:
aﬁy = (aa)ﬂ(y O=a( By )c = ad’ ¢ = 6. Durch zyklische Vertau-

schung kénnen wir den Beweis leicht weiterfiihren. !

Sarz 3.3. (Existenz von Biischel)

Zu den Kreisen o« und y und dem Punkt P mit « =y, P = P gibt
es einen Kreis §, fiir den f1P und Bei(y «) gilt.

BewEIs. Die Behauptung ist nur in dem Fall interessant, in dem «
und y einander nicht schneiden, sonst ist 8 der genannten Eigenschaft
auf Grund (A. 1.) und (A. 4.) eindeutig bestimmt.

(i) Zuerst suchen wir einen Hilfskreis ¢ mit P o, und o L «, y auf.
Nach (S. 2.6. a.) gibt es einen Kreis ¢’ mit Pl¢’; o’ L «, . Auf a oder y
gibt es einen Punkt X, der von P und von dem eventuellen gemeinsamen
Punkt der Kreise « und » verschieden ist, und mit ¢” nicht inzident ist.
(8. 2.4.). Es sei ¢ der eindeutig bestimmte Kreis, fiir den o L«; 3, 0 I .X

und darum ¢ U P gilt.
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Abb. 7.

(ii) Jetzt betrachten wir das Punktpaar p = {P, P°}. (S. 2.3.) zufolge
" existieren die Kreise «’ und ¢/, fiir die

ple” und o' Le, d.h. «a’ = a eine Punktpaarspiegelung ist, bzw.
.pIy und 9" Ly, d.h. py” = ¢ eine Punktpaarspiegelung ist (Abb. 7.).

Sei o der Kreis mit pla, ¢, ferner sei ¢ der Kreis mit plé§” und
6" Lo. Im mit p inzidenten Kreisbiischel existiert der Kreis g = o’ 6"/,
im zu j(o ) senkrechten Kreisbiischel existiert der Kreis 6 = adé’ ¢

(A. 4, A.5,8.3.1)-

Es ist uns gelungen, die Lotensatzkonfiguration im (S. 3.2.) zu kon-
struieren, und die ersten vier Bedingungen zu erfiillen. Also gilt auch

(iii) Dann ist auch &= y(«xfy)y=raf eine Kreisspiegelung,
gemdB (D. 3.1.) existiert tatsdchlich g mit B1P, f€i(ya). §
- Die Eindeutigkeit des Kreises 8 und seine Unabhangigkeit von dem
Hilfskreis o wird in (S. 3.5.) bewiesen werden. .

Satz 3.4. a) Beriihren sich die Kreise » und y im Punkt X, und ist
a By =6 eine Kreisspiegelung, so bertihren sich o, 8, v, 8 paarweise in X.
b) Beriihren sich «, By, y paarweise in X, so ist o B,y =& eine Kreis-

spiegelung.
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Bewels. a) Nehmen wir indirekt 11 X an. Aus a8y = 6 folgt y o« =
=B ad a=p(8). Wegen X1y, « gilt X = X7 = Xf%". Dann wird Y =
= XP = X%, was von X verschieden ist, bei f6* = y « festgelassen. Im
Falle X =Y = Xf widre 1 X. Wegen Y7* =Y wird auch Yv=Y*=2
bei y« festgelassen. Z =V, sonst X =Z =Y = X? also I X wire.

Y7 = Y+ =7 zufolge sind die mit Y, Z inzidenten Kreise alle zu «
und y senkrecht (A. 3.), aber das ist ein Widerspruch zu (S. 2.5.). .

Wegen (S. 2.9.) und (S. 2.10.) kommt der Fall «Ng = {X, Y} nicht
vor, sonst wiirde aNy = {X, Y} d.h. ein Widerspruch folgen. Fiir & geht
der Beweis ebenso wie fiir 8, ja a8y = 8.

b) Wihlen wir einen Punkt P auf 8, aus. Jetzt widerholen wir die
Konstruktion im Beweis von (S. 3.3.), der Hilfskreis o ist wegen (S. 2.5.)
mit X inzident. Mit dem zu {P, P} konstruierten Kreis B ist « 8 y€38, der
Behauptung (a) infolge beriihrt g die Kreise «, y in X, darum ist g = §,
S.23,S.25).¢§

DEFINITION 3.2. Im Falle X I « wird die Kreismenge
i(@IX)y={8:Na=X oder g = a}

P-Biischel genannt (parabolisches Biischel). |

Satz 3.5. Wenn aNy leer ist, P+» = P ist, ferner P, By, 2By€ed;
a By y€S fiir die Kreise § und B, gelten so ist f = B,.

BEWEIs. Es seien a8y =0 und « 8,y = d,, also

BBy=(287) (ydo ) = x(80y) « = & 55.

Setzen wir g s 8, voraus. Aus (S. 2.10.) bzw. (S. 3.4.) folgt & I P. Ebenso
folgt o, yIP aus & = B a(xfy)a= po Dieser Widerspruch beweist
B = Bo- i ) ‘

SaTz 3.6. Aus o, y Lo und afyy =0 folgt B, 0 1o.

BEwels. (i) Ist aNy={P,Q}, so ist P =Q (5. 2.6.), ferner
Bo 6 L{P, Q} (S.2.10.). Aus (A. 3.) folgt B,, 8 Lo.

(ii) Ist «Ny = X, so folgt B, 8 Lo aus (S. 2.5, 3.4. a.).

(i) Ist wNy leer, so sind «Np, und BNy gemidB (S. 2.10.) and
(S. 3.4.) auch leer. Wihlen wir auf B, einen Punkt P mit P # P*¥ aus
(S. 2.4, 2.6. ¢). Jetzt machen wir mit P und ¢ die Konstruktion im
Beweis von (S. 3.3.). Nur der folgende Unterschied kann auftreten:
wihrend die dortigen o, 8,9, § mit dem Punktpaar {P, P} inzident
warén, hier auch der Fall PP =P, o/, 8, y,B1P und o/,d,y,8 Lo
vorkommen kann (S. 3.4. b.). Auch hier gilt afy=238, und B=4,
folgt aus (S. 3.5.). '

DeriNiTION 3.3. Sind o), oy L &, &, so nennen wir die Kreisbiischel
7 (o ap), ¢ (2, &) zueinander senkrecht: 4 (o ap) L (e €0)- |
Das ist im folgenden Satz unterstiizt.
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Satz 3.7. a) Gelten oy, o, | &, &, und o€g(ay o), €64 () &) S0 ist a L e.
b) Das Kreisbiischel ist von seinen zwei (verschiedenen) Elementen
eindeutig bestimmt.

BEWEIS. a) Aus (S. 3.6.) folgt « L, &, dann el a. .

b) Zu «; und «, konnen wir (S. 2.6.) gemaB verschiedene Kreise ¢, &,
mit ey, ay L &, & finden. Gilt 8, = 8, und B, €4 (e p), 50 sind auch
B1, Ba L gy, &

Es sei « ein beliebiger zu 4 (o o,) gehorender Kreis, und A ein auf
« liegender Punkt mit A==z = A (S. 2.4., 2.6.) d.h. A== A, Wenn wir
die Konstruktion im Beweis von (S. 3.3.) sowohl auf A und z(«; «p) wie
auf A und (B, f,) anwenden, so bekommen wir « in beiden Fallen, weil
es genau einen Kreis o mit ol A, « L g, &, gibt (S. 2.6.).

KREISBUSCHEL-KLASSIFIKATION: E-Biischel | H-Biischel, P-Bii-
schel | P-Biischel, B-Biischel 1| B-Biischel. :

DEerFINITION 3.4. Existiert kein Punkt X mit X« = = X zu den Krei-
sen oy, oy, 50 wird die Kreismenge # (o o) = {o 1 oty oy 2 €5} B- Buschel ge-
nannt (besonderes Biischel). § .

§ 4. Klassifikation ven & ()

Sarz4.1.a) Ist PYa, B, y,6 so gibt es die Kreise &, n mif a By6=£En
und &, nIP.
b) Sind «fyé==Enund Pla, B,y sogilt $1P, oder «f ycd.

Beweis. a) Wir diirfen den Fall z (« 8) # 4 (y 6) voraussetzen.

(i) Sind «NB ={P,Q}, yNd = {P, R}, bzw. sind etwa «Nf = {P, Q}
und yMd =P, so gibt es einen Kreis o mit w g (« ), w€i(y ) auf Grund \
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(A. l)und (A. 4.), bzw. (S. 2.5.) und (S. 3.4.). Mit a o =8, wyd=1
gilt «fyd=2¢&n.

(i) Sind «Np.=P und yNé=P. (Abb 8.), so sei gNy={B,P}.
Betrachten wir den Kreis e mit e 1{B,P}, el «, 3 (5. 2.5.).

Im Kreisbiischel z(8y) zu {P,B} gilt efvy =g, go_l_y,a Seien
ae={A,P}=a ferner §Ngp ={C,P}=c. Dann ist

B y8 = (2e)(cf7)8 = (x)(pd) = ac.

Jetzt fiithren wir die Kreise 7= (ACP), & n mit E1{A,P}, £17 und
nI{C,P}, nLlv ein. Soist «fyd=ac=(,7r)(rn) =E&n In diesem Fall
gilt auch £Nxn = P, wie es sich sofort ergibt.

b) Nehnen wir afy=(0End=E(n0)y=87n"¢&, wo PI1&,n" ist
(S. 3.3)). Wegen P=fr =P = P¥7"¢ = P¥ gilt §’1P. Wenn 7" =§" d.h.
' = ¢ ist, so gilt « fyed. Ist '’ = §’, so ist P16, v wegen ' 6= n"" &
(S. 210, S. 34.). §

Satz 4.2. (Reduktionssatz)

a) Das Element @ = a§yd e von & (é) lapt sich in der Form @ =

£ w e aufschreiben.

b) Jedes Element von & ist als Produkt von hichtens 4 Erzeugenden
darstellbar.

BEWEIS. ¢) Wir wihlen ein P mit P11« aus, und ersetzen gy durch
p’ v mit g7 LP. Sodann ersetzen wir 3’6 durch y” 6" mit 9" I P und end-
hch 8" e durch 6” ¢’ mit "I P (S. 3.3.). Nun ist @ =af’ y”6"” ¢, und mit
«, B, 7", 6" 1P folgt nach (S. 4.1.): wp’p” 6" =&n also ®=Ene.

b) Aus (a) folgt, daB sich die Anzahl der Erzeugenden in einem
Produkt aus wenigstens 5 Erzeugenden je mit zwei stufenweise mindern
148t. B

DEFINITION 4.1. Ein Element von & heiBt ,,gerade®, wenn es sich
als Produkt einer geraden, ,,ungerade®, wenn es sich als Produkt einer

ungeraden Anzahl von Erzeugenden darstellen 148t. §

Eventuell mit einem se =1 multiplizieren 148t sich jedes gerade
Element von £ als Produkt von 4, jedes ungerade Element von € als
Produkt von 3 Erzeugenden schreiben.

Satz 4.3. a) Jedes ungerade Element von € ist in der Form ep dar-
stellbar. Es gilt ep = ey, Wo &, ¢ Ly, zufallzg e = ¢ Ist (Abb. 9.).

b) Jedes gerade Element von € ist in der Form gh darstellbar, zufillig
ist g = h (Abb. 10.). (Es sind p,g, i Punktpaarspiegelungen.)

BEwEls. @) Es seil @®=afy=aff/y’, wo Pl g und Py (S.
3.3-5.). Es sei 1 ein Kreis mit 119" und A€z (xf) (S. 2.3., 2.5., 2.6.),
dann gilt es a2 =¢, 19" = p und endlich @ = (« ") (A ") = & p.

Nun sei es p=gy, wo pLe, g ist. Alsoist D=ep=epyp.
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Abb. 9.

b) Es sei @ =a(By)d=ap (/ a) (xf y)8, wo Pleo,p,y";
PU¥ (S.3.3-5)). Nun wenden wir den Gedankengang in (a) fiir « 8’ ¢”
an, aber wegen P I y”” miissen wir ihn abdndern.

(1) Wenn y”€4(«p’) ist, dann ist «f y” = == s(s y)=-¢ep, Wo
ple Ple ysind, -

(i) Wenn oNp’ = {P,Q} ist, dann existiert 2 mit A€z (xp’) und
A Ly”. Die Weiteren folgen wie in (a).

(iii) Wenn g'(0y” = {P,Q} ist, so existiert 1 mit A1¢z(8"y"”") und
Alo. Esgilt (a)(AB'y)=qo=(ep)p=c(py)=ep, WopLlepist.

Es ist wesentlich, a8y = (e@)yp mit pLe, @ und Ply, ¢ ¢ in
Féllen (i)— (iii) gelten zu lassen.

Nun gilt es @ = (" y"") 8 = (epy)d’. Da PN ist, existiert ein 1
mit A€z (eLP) und A1,y (S. 2.5, 2.6.). Eingefiihrt £ =ep}, Ep=g,
A8 =h (5. 34.,27) gt d=cgyd =(oNypAd)=(Ey) h=gh |
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Abb. 10.

Jetzt konnen wir aus (S. 4.3.) die Klassifikation von € ($) entnehmen.
Satz 4.4. (Klassifikation von & (8))

(i) Die ungeraden Elemente von & sind die Folgenden:

a) Kreisspiegelung: v = ceyp=ep (Abb. 9. a.);

b) ep=copy: eNe={X,Y}, &ply, efe (Abb. 9. b.);

c) Spiegelung ep=cpyp: elog; s, oLy (Abb. Q. ¢); :

d) ep=cpy: eNp=P; &,pLy (P ist der Fixpunkt) (Abb. 9. d.);



160 MOLNAR, E.

e) ep=coy: e ist leer, e, @ Ly (Abb. 9. e.).
(Wenn X = X¢ = XP =Y existieren, so sind sie Fixpunkte.).

(ii) Die geraden Elemente von & sind die Folgenden:

a) Die Idintitit 1 =gg (Abb. 10. a.);
b) gh=(ep)(po): eNe={X,Y}, et (X,Y sind die Fixpunkte)
(Abb. 10. b.); :

¢) Punkipaarspiegelung p =gh= (eyp)(yp) = c@: e, die Punkie
von p ={P,Q} sind Fixpunkie (Abb. 10. c.);

d) gh=(ey)(pp) = ep: eNe = P; P ist der Fixpunkt (Abb. 10. d.);

e) gh={ep)(pyg)=co: eNg ist leer. Wenn X # X8 = Xt =Y exi-
stieren, so sind sie Fixpunkte.) (Abb. 10. e.);

f) gh: es gibt keinen Kreis y mitg, h 1y (Abb. 10. f.).

Wenn X = X8 = X" =Y existieren, so sind X,Y Fixpunkte. In diesem Fall
existieren g mit 1g,{X,Y}und 6 mit 61 h,{X,Y}.

w=Bg, y=nho eingefiihrt gilt X*=Y und X» =Y, darum ist g h =
=afBydmitaeylLBd fNé=1{X,Y}

Wir zeigen nun, dall gerade und ungerade Elemente voneinander
-stets verschieden sind; und damit den

Satz 4.5: Die Gruppe € enthilt als Normalfeiler vom Index 2 die
Gruppe der geraden Elemente aus €.

BEweEls. Wire ep=gh (8. 4.3.), so wire e=ghp=ab, und ae¢
involutorisch. Nun wenden den (5. 2.8.) an. '

Ist ela, so ist ¢e = o eine Kreisspiegelung, und « = b im Wider-
spruch zu (A. 2.,,.S. 2.7.).

Ist ae = of eine Spiegelung, so ist of = b im widerspruch zum fol-
genden (S. 4.6.). § L
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" SATZ 4.6. a) Wenn die Spiegelung' ot = o B y mzt alf, 'y_]_oc B und der
Punkt P gegeben sind, so lipt sich oA =o' By mit «,8"1P; « LB";
‘o, 87 Ly schreiben (Abb 11.). o _

' b) Die Spiegelung ot hat keiner lepunkt

BEWEIS. a) (aﬁ)y—— o (5 y)— o« By ist, wo o, ﬁ”IP und aus
' ocﬁ = oc"B’ folgen "o’ 1 §%; ,,8 Ly, aus f'y = B’y folgen 5Ly
N “ _Lﬁ,, y

b) Zu einem belleblgen Punkt P sei die vorige Konstruktion gemacht
ergibt sich P=f7 = P<'#"Y = Pv' ¢ P aus den Definitionen. §

-Satz 4.7. a) Das Zentrum von € besteht nur aus dem Einselement.
b) Die innere Automorphismusgruppe von € ist isomorph 2u 4.

‘BEwEIs. Es ist wohl bekannt, daf (a) und (b) dquivalent sind.

d) Zu einem vom Einselemernt verschiedenen Element von & 148t
sich ein mit ihm nicht vertauschbares Element finden.

(i) Das Zentrum & enthélt kein «, weil ein 8 mit g4 « exxstlert
- (8. 2.4.) und damit ist @ f o # f.

(@) p={P, Q}¢ we11 ein g 'mit BIP, BUQ (8. 2.4.) existiert und
damit pSp = f (5. 28)

(ili) A =ap y¢Z. Es seien a8 ={C,Co}, BNy =1{A, Ay}, yNa=
={By, By}, e =.(C; A 1By), 9 =(Cy Ay By). Dann ergibt sichi e =@ = ¢
aus (D..2.5)

(1v) epdZ. Sonst wire (p &) e (ap) pep=c¢ dh ep=g oder -
ep=ct (S. 2.8.).

Nun diirfen wir auf (i) bzw auf (iii) hinweisen.

(V) gh¢Z Sonst wire (hg)g(gh)—hgh g, dh gh=7p (S 4.4.).
‘Nun diirfen wir auf (ii) hinweisen. |}

8§ 5. Kreisbi’mdel

DeFiNiTION 5.1. Wenn solche Kreise & mzu den Kreisen oi, 8, 7),

existieren, daB ocﬂ ya = £ ist, so sagen wir, daB die Relation [« 8 y ] o

 besteht. i
Diese Relation fuhrt zum Begriff des Krelsbundels

DEFINITION 5.2. Gilt o; o, 03¢ S, s0 wird die Kreismenge (7 (o o %3) =
= {a: [y ayag]} Kreisbiindel genannt. Ist ein Punkt A gegeben, so wird
#(A)={a:al A} P-Biindel genannt (S. 4.1.) (parabolisches Biindel).

Ist ein Kreis e gegeben, so wird ¢/ (&) = {o: oL ¢} H-Biindel genannt
(S.5.4.) (hyperbolisches Biindel).

L Ist eine Spiegelung of = « B p gegeben, so wird ¢/ (cf) = {e: e = ¢}
- E-Biindel genannt (S. 5.4.) (elliptisches Biindel). :
: Im zuruckgebllebenen Falle sprechen wir uber B-Biindel (S 62)
(besonderes Biindel). |

Die folgenden Séfze unterstutzen die (D. 5. 2)

11 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIIIL.
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Satz 5.1. a) Wenn nicht jeder von den Kreisen B, ;, & mit Punkt P
inzidiert, und By 8¢S ist, so bildet die Kreismenge {¢: a1l P, [af y 0]}
ein Kreisbiischel. ‘ A

b) Liegen irgend drei der. Kreise «, §,y, 6 im Biischel, so folgt [« 8y d].
. .BEWEIs. a) Es gilt (8y)0=8"(y'6)=p"y"8, wo PL1p’,»” jedoch
PU§. Wenn Pla und [« f 8], d.h. [«p’y ” 81 smd sofo]otaﬂ’ "ed

oaus (S. 4.1 b agg (B y). B # o folgt aus BYs4S.

b) Der Beweis 140t sich aus der Identitit (ocﬁy)é =(p (yé a))oc =
= ((6 « 8) y)° entnehmen. . .

Nun erleuchten wir den geometrlschen Inhalt der Relatlon [« yd]

DerFiNiTION 5.3. Betrachten wir einen beliebigen Punkt O und eine
beliebige Kreismenge {«}. Zu einem beliebigen Paar z, v aus {a} sei es
w7 ein solcher Kreis, fiir den w,. 10 und wrw,, €5 gelten i

- Liegen die Kreise {w., : @, 7€{a}, wnr 10, 77 0,,€S} in einem Kreis-
biischel, so wird dieses Biischel mit ¢ ({«}, 0) bezeichnet. _

Wir wiinschen die Eindeutigkeit des Biischels z({«}, O) nicht. Ist
belsplelwelse {oc} ein Kreisbiischel, so besteht die vorige Menge {w..} even-
tuell aus einzigem Kreis, der -sich zu vielen Kreisbiischel geh6ren 1d6t.

SaTz 5.2, Es gilt [« 8 y0] genau dann, wenn ein Kreisbischel i ({«, §,
v,8}, 0y nach (D. 5.3.) zu einem O existiert.

a) Zu gegebenen 0, a, B, y existiert Krezsbuschel i (=, B, v}, 0). Wenn
apyé¢d ist, und O I o, /3, y nicht gilt, so ist-das hervorgehende 6( emdeuz‘tg
bestimmit.

“b) Ist «f seé'- s0 la/3t szch i{e, 8, v} 0) = $({oc, B, vs &} O) erzielen.

- 0) Exzsz‘zert i (o, B, v, 8}, 0), und gilt es o+ 8, af=o f' s0 ist
i({os B85 v, 0}, O)_r?‘({“ B, 7,8} 0).

d) Wenn «pyeS oder oc,ﬁ, v, 6T P ist, so exlstzert das Kretsbusche[
# ({e; 8, 7, 8}, 0).

BEwELs. Zuerst bewelsen wir dle Behauptungen (a) (d), aus den
der Satz folgt.

a) Die Behauptung folgt sofort aus (S. 5 1.). Zum Belsplel gelten.
[wupafy] und w,p10. w,5 = wg, = w,, ist genau dann, wenn « f y €S ist.

b) Wir durfen voraussetzen, daB «, 8, v, & verschleden ferner y O
‘oder &M O sind, sonst ist die Behauptung offenbar. So ist w,, eindeutig
bestimmt (S. 3. 5) Die Behauptung (a) auf g, y, ¢ angewandt erhilten
wir w,gswyewﬁyeé d.h. waﬁwﬁywyseé ]a ist Wy e = = Wp e = Wqp-

(i) Im Falle Wy # wpy gilt oo,,,.;e;c (wuppy)-

(i) Im Falle w, ,g_wﬁy' und w,s # w., wenden wir a) auf o, yp, e
AN} Wy e Wy y Wy €S, d. .wapcowcowéé also Oy e €4 (0o p Wy y)-

(iii) Im Falle 0.5 = ., —(Dﬁy = gilt op: yeé und so a)ys = .
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¢) Wir-haben ;({«, 8, 7}, O)_,;L({oc, 8, 8}, 0), vorausgesetzt Nach
(b) gilt ‘

'?({“ x, B, 7}0)_6‘({13! %, B, v}, 0)‘?({“ oc,ﬂ,ﬁ},O)—;,L({ﬂ, «, B8} 0)) ~ ‘
und die Behauptung folgt aUS Wy g = Wap. '
' d) Wir diirfen voraussetzen: «, 8, v,8 sind verschleden (2)-

: CIst aByed, so wende_n wir (b) an. Gilt o, B, y,8 1P, so befriedigt
das mit O, P inziden Kreisbiischel die Behauptung. (Im Falle O = P ist
das nicht eindeutig bestimmt.)

Nun setzen wir [ocﬁyé] voraus. Es ist (ocﬁ)yé— « (/3 y)d =
=o' B (y 8)=a’ By &', wo P Lol 7,y ist. Also [a B yd}=[o By 8.
‘Dann ist o’ 7y /’Erg oder 6" I P (S 4.1. b.). Aus (d) folgt in beiden Fil-
len, daB z({«’, 87, »”,08}, 0) zu beliebigem O existiert (im Falle 9" =4’
. folgt es aus (a)). - ' E , o

Nach (c) gilt.

FUol 87 08),0) = 1 (ol B8, 0) = - = ¢ (2 6, 7,81, 0).

Nun_ selzen wir voraus, dap ein i ({«, 8, v, 6}, 0) zu &, f,y,8 existiert.
Der vorige Gedankengang kann umgekehrt gelesen werden. Dann ist
i B, 7 8L 0y =;i({e’,87,y7,8},0) und P/, 8”7, »”. Wenn & 1P ist,
s0 ist [«" 7y 0'] und damit [« p y6] erfiillt (S. 4.1. a.).

Im anderen Falle ist 6’ von o ﬁ”, Y verschleden, und gelten Wy g =
=o', opy ="' wpy=y", also o, 8", ¥ i ({a, B, 7,8}, 0). Dann’ smd
o /3 Y =¢und «a By = (B ”)6"—&6’ also gilt [ yé]. §

Satz 5.3. &) Gilt [« /3 y8], so besteht die Biindelrelation auch fiir ]ede
Permutation von «, 8, y, 8.

b) Liegen o, 8,y nicht im Buschel und gllt [xB 78], [ocﬂys] so folg*
[xBé¢e]

_ ¢) Das Kreisbiindel (J (o B y) ist von seinen irgend drei, nicht in Biischel
liegenden Elementen eindeutig bestimmt. :

d) Aus ecg(af); @ Beq (o f9) folgt ec («f B ).

BEWEIS a) Das folgt aus (S. 5.2.), da die Kounstruktion eines ¢ ({«, 8
2 6}, 0) nicht von der Reihenfolge der betrachteten Kreise abhéngt.

b) Nehmen wir 018 an. Ist Ol «, 8,y so folgt eI 0 und [« B ¢] aus
(8. 4.1.). Ist etwa O «, so ist z({«, 8, v}, O) eindeutig bestimmt (S. 5.2.
a.). Also gilt 7 ({«, 8, 7,8}, 0) = ¢ ({«, B, ¥, £}, 0), und wegen 016, w.5=06 .
gilt 6€4. Darum ist ws, = 6, also existiert ¢({oc,,3 8, &}, 0). Aus (S 5. 2)
folgt [ 86 €]

" ¢) Das folgt aus (a), (b) in mehreren Schritten, wie in [1.].

d) Wir diirfen etwa o ¢z(af) voraussetzen. Dann-ist (f («" B’ y’) =
= Q(ocﬁﬂ o). Aus [ea o] folgt eeg (oc «’) (S. 5.1. b) also die Behaup- .
tung ;

11*
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Satz 5.4.a) Die zu einem festen Krezs & senkrechten Krelse bilden ein
Biindel, das Lotbiindel ¢} (¢). . :
b) Aus [afyn] und «, B,y La folgt «f yed. : -
¢) Wenn «fy=ct ein Spiegelung ist, so ist {e: et = s} F(x B ).

BEWEIS. a) Nehmen wir a, B, 7,6 L e an. Wihlen wir einen Punkt O
aus. Aus {p ¢ 10,91t e} =i ({e, 8, v, 0}, 0) folgt [« B 8] (8.5.2.).
. b) Das folgt indirekt aus (a). Wire p¢z(« ﬁ), so wire g(ocﬂy)
= {} (%), und a1 .

¢) Es sei P1e. Wir diirfen voraussetzen (S. 4, 6 a., 5 3.), dab o, B1P,
y P gelten. Aus PPv = P” folgt &f7 1P,

(i) Ist-e*f7 = ¢ so gilt e [{P, P*}, e€4(af) also [eo'ﬂy]
(iiy Ist [e o B ], so folgen eca(ap), e Ly aus (S. 4.1. b)) und &#7 = ¢.
aus (S. 2:8.). f -

Sarz 5.5. a) Zu zwei verschiedenen Bundeln G (xBy) und (s(moo)
gibt es genau ein Kreisbiischel, das von beiden Biindeln enthaltet ist.

b) Die Kreise «, 8,y gehiren genau dann einem Buschel 4 an, wenn die
Lotbiindel (f (w)y (F (B), ¢ () das zu ¢ senkrechtes Biischel §* gemein haben.

BEWEIS. a) Es sei A ein Punkt, der mcht mit beiden Biindeln inzi-
dent ist. Aus (S. 5.1. a.) folgt, daB die Biischel g, = {e:e1 A, €/} und

={p: 9l A, ¢c(Jy} eindeutig existieren und verschieden sind (i), oder
em ‘'von ihnen geimeinsames Biischel der belden Biindel ist (ii). Unter-
suchen wir diese Falle.

@ () Ist ein von g, ¢ E- Biischel, so glbt es einen Kreis, der mit
A inzident und von ¢/, und ¢/, enthaltet wird (A. 1., S. 2.5.).
(% %) Sind g, 4, verschiedene P-Biischel, so haben sie Keinen gemein-

samen Kreis. In diesem Fall sind ¢}, = ¢ (w,;), » = ¢ (w,) Lotbiindeln, .
WO w; o, = {A, B} ist. Ist ein Punkt C von A und B verschieden, so geht
genau ein Kreis von ¢/, und ¢/, durch C. Die Konstruktion von o, w, et--
. gibt sich einfach aus (S. 2.5. 2. 6., a.,,5.3.¢.,5.4.a.): 0, 1A, A% A% A”
und w, I A, A=, Ae; Ac, bestlmmen bereits die Kreise @, und w;.

Gememsame Krelse von ¢4, und ¢f, bilden €in Biischel nach (S 5.3.c. )
sonst wéren (f, und ¢/, nicht verschieden.

(i) Nun haben (7, (J, genau ein gememsames ‘Biischel.
b) Aus (S 3.7. a.) folgt auch diese Aussage |

§ 6. Bedeutende Teilgruppen von 4 (5). Satz von MIQUEL

Im weiteren geben wir nur einen Gedankengang Die Beweise lassen
sich aus der bisherigen Behandlung und der angefiihrten theratur ent-
' nehmen.

Satz 6.1. 4 (S$) ist ,ein hyperbolzscher Gruppenraum“, wenn dle
Kreisspiegelungen ,,den Ebenen‘, die Punkipaarspiegelungen ,den Geraden',
dte szegelungen ,,den Punkten' entsprechen. .
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BEWEIS Die Gultlgkelt der von AHRENS [1] ausgesagten Axiomen
148t sich in € (&) leicht kontrollieren. Wir befassen uns nur mit Axiom 1
z2u-ot, B, € gibt es stets ein ¢ mit e|ct, B, €.

. Aus (5. 4.6. a., 5.1. a.,) folgt, daB ein E-Bijndel nur E-Biischel hat.
- Nach (8. 5.5. a.) haben 7 (cf) und ¢ (B) ein gemeinsames E-Biischel. Es
habe das Punktpaar {P, Q}. Dann bestimmen wir das zu P, 7 (€) geho-
rende E-Biischel mit dem Punktpaar {P, R}. Dann ist ¢ = (P QR) |

Unsere Behandlung begriindet den hyperbohschen Raum mit einer
- ,Endenrechnung®, unsere Punkte spielen die Rolle der Enden im ent-.
sprechenden hyperbolischen -Raum. Uber diese von LIEBMANN entstam-
mende Idee kann man auch bei COXETER [4] lesen.

Satz 0.2. Die Elemente eines Biindeis (} erzeugen eine Tezlgruppe’
G (¢f) von G (8), in der sich ,eine Ebene definieren lift. Hier entsprechen
die. Kreisspiegelungen ,,den Geraden“, dze Punktpaarspzegelungen s.den
Punkten der Ebene* nach BACHMANN ([ § 3.). :

a) Wenn ¢} =} (A) ein P-Biindel ist, so ist G (7 (A)) eine euklidische
Gruppenebene mit frezer Beweglichkeit. .

b) Wenn ¢J = (J (&) ein' H-Biindel ist, so ist @,(g(e)) eine nichteukli-
dische, nicht-elliptische Gruppenebene

c)Wenn (J = (J(ct) ein E-Biindel ist, so ist die Faktorgruppe
g(g (ch)){ct, 1} eine elliptische Grappenebenﬂ

- d) Wenn ¢J.ein B-Biindel ist, so hat es kein P-Biischel. G (g) ist eine

rzlcht euklidische, nicht elliptische Gruppenebene

BEWEIS Wir, koninen ohne Schw1er1gke1ten nachpriifen, daB die
Axiomen der metnsche*l Gruppenebene in den oblgen Gruppen erfiillt
- osind ([2] § 3).

- (A. 1) Zua, bgib‘z‘ es ein y mit a, bly. . :

(A.2) Ausa, bly, § folgta=boder y = 6(S.5.1.,5.3.).

(A.3) Ausa, B, yle folgt «' 8 yed.

(A.4) Aus «, B, y|e folgt « p y€(f (S.5.3., 54)

(A. D.) Es gibt m, g, o derart, daf =|g und weder o|n noch ojo noch
olmp gilt (S. 2.4, 5.3., 5.4.). o

(AR Es gibt «,B,y8 mit o,Bly,d und o = g, y = 8. Aus (S. 5.3,,
5.4.) folgt, dab dieses Axiom genau im Falle ( = (/ (A) erfiillt ist.

(A.P.) Es gibt «,p,y mit afy=1. Aus (S 5.4.) folgt, dah dleses
Axiom genat im Falle (c) erfiillt ist.

(A. V¥) Zu «, B gibt es stets ein yp mzt «, 8|y oder ein ¢ mit a,ﬁ[C d.h.
o und 8 sind verbmdbar

Dieses Axiom ist in den Fillen (a) und (c) erfullt Das folgt im Falle
(a) daraus, daf ein P-Biindel nur P-Biischel durch A und E-Biischel
enthilt, im Falle (c) da1aus, daB E- Bundel nur E- Buschel enthalt.
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Im Falle (b) ist (KNV*) erfiillt, denn ¢/ (¢) enthdlt ein P-Biischel
und keinen Kreis, der zum P-Biischel senkrecht ist (S. 5.4. b.).”

Im Falle (d) scheint es uns, daB (A V#). gelte (halbelllphsche Ebene)
Die Frage ist offen.

_ (A H.) Gilt «, 3, y|p und sind o, @ Lmd ,6, @ Lmd v, @ unverbmdbar 80
ist o = f oder o= oder § = 7.

Dieses Axiom ist im Falle (b) genau dann erfiillt, wenn g(a) kem
B-Biischel enthilt.

Es seien eNg ={F, K}, p={R, R}, e = (AR F). = (PPF) Dann :
sind @, o« und @, § unverbmdbar Es seien v1p, v = «, v f: :

‘(i) Es seig(y¢) ein B- Buschel Dann ist y, p nach den Definitionen
unverbindbar. .

(ii) Es sei y, ¢ unverbindbar, und ¢} (¢) enthalte kein B- Biischel.
Dann ist yNe leer. Das zu 7 (y ¢) senkrechte Blischel, welches & enthilt,
besteht aus schneidenden Kreisen. Die Schnittpunkte seien C,, C,. Dann
existiert ein Kreis ¢ durch Cl, C,, fiir den aeg(s) und oly,p gelten was
ein Widerspruch fist. :

Nun zeigen wir im euklidischen Fall (a) daB es zu zwei belieblgen
Kreisen «, g€/ (A) einen Kreis e (A) mit o* = g gibt (freie Beweglich-
keit). Wir wiéhlen ein ¢ mit ¢ L «, § und die von A verschiedenen P, Q -
mit PI g, « bzw. QI ¢, B aus. Durch A geht genau ein & mit P° = Q, ‘und
e€g(ap) (8. 2.6., 3.3—3.5.), also gelten o* =, e€(/ (A). § '

Satz 6.3. (Satz von MIQUEL). Liegt jedes Quadrupel von (A, A, B, By),
(Ay Ay By By), (A; A, By By), (A, A, By By), (A; Ay As A) auf einem

Krezs, ferner ist B, von den anderen Punkten verschzeden so liegt das
Quadrupel (B B, B; B,) auf einem Kreis (Abb 12)
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. Der Bewels ist dem k1a351schen eukhdlschen Fall anal og Es seien
% 41 d1e Kreise mit

z’H-l—L(A A1+1BJ-1B) (A Az+1 At+2 A1+3) OCl z+lIB47

’ﬁj,jH d1e Kreise mit- .
ﬁ]:jjrl—l—(B]BJle Aj—l—l:Aj)r B?j’jﬂ = ]+17 ‘31 j+1IB47
g, die Kreise mit .
&L (Ak By, BA+1 Ak+l)) (Ag Bk By, Ak 1) el By
- wo die Indices mit'j=1,2; k='1,2,3 mod 4 angenommen smd

Nun behaupten: wir «y, azg ag o = 1, oy ey Jﬂﬁ] =1 Wir
beweisen so etwa die erste Glelchung Die Kreise oy, ts, U3q5 %g bilden
ein Biischel durch B, zu (A; A, A; A,) ‘senkrecht. Aus AR 53 AL
und aus (8. 3.3—-35.) fOlgt Oy Ulpg Ogy = OLyg. . o

Nun ist

1= (81 °<19 52) (5‘) U3 53) (83 ‘734) (2 51) = (,310 Bas) (&5 0x3q) (“41 51)

. er wisser, dab e3Nagy = oy e = B, gilt. Wie im Beweis (S. 4.1, Abb
8.) folgt BN By = By, also liegt (By B, B; By) auf einem Kreis (8. 2.5.).
Die entarteten Fille soll man im “Gelste des Beweises verstehen. J
Dieser Satz hat eine grofe Bedeutung bei der Algebraisierung der
Krelsebene ([7] IS]) ' :

§ 7. P'rojektive Einbettung und Algebraisierung

In diesen1 § konnen wir auf die gewdhnliche Methode hinweisen
(z.B. in [1], [6]), mit welcher die durch das Axiomensystem gekenn-
zeichnete Bewegungsgruppen metrischer Kreisebenen als Untergruppen
von: Bewegungsgruppe dre1d1mensxonaler prolektlv metrlscher Riume
darstellbar sind. .

DEFINITION 7.1. Als Idealgeradeg bezeichnen wir ein Kre1sbusche1 ,
als Tdealpunkt ¢7 ein-Kreisbiindel. ¢ (« 8 y) I 7 (e ) bedeute ¢, o/ («By)."
Die Punkte heifen auch eigentliche Idealpunkte

Wir sagen: zwei verschiedene Idealgeraden 7 (« ), é (y 0) bestimmen
eine Idealebene, wenn [afy8] gilt: Dann gibt es genau einen Ideal-
schnittpunkt g(a y6), filr den (14, 4. Die Idealebenen werden auch
_ mit «, 8, ... bezeichnet. Die Kreise kénnen auch eigentliche Idealebénen
genannt werden Es sei e = (4, ,) eine Idealebene mit (f 14,4, Ein Ideal-
_punkt ¢, inzidiert mit ¢ genau dann, wenn gl  gilt oder eine Ideal-
gerade ¢; durch ¢/, existiert, welche ¢, und ¢ in von (f verschiedenen

Idealpunkten schneidet. Eine Idealgerade ; inzidiert mit ¢ genau dann,
wenn ; zwei verschiedene, zu e inzidente Idealpunkte enthilt. §
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SATz 7.1 Dte auf der Krezsebene emgefuhrten Idealpunkten, Ideal-
- geraden und Idealebenen bilden einen dreidimensionalen projektiven Raum,
in welchem der Satz von PAppUS-PAscAL und das FANO- Axiom gelten.

Beweis. Nach den Sétzen von § 5 (vor allem.nach (S. 5.5. a.) 148t er
sich durchfithren [1]. Da die Biindel Bacumann-sche metrische Ebenen
sind (S. 6.2.), gelten der Satz von Pappus-PAscaL und das FANO-Axiom
in den erweiterten projektiven Biindeln und auf den-Idealebenen. §

DerFniTION 7.2, Die 1dealgerade 4 (x 8) und zy(y 8) nennen wir zu- :
einander polar, wenn die entsprechenden Kreisbiischel zueinander sen-
krecht sind (D. 3.3.). §

.SaTz 7.2. Schneiden sich zwei Idealgeraa’erz in einem Punkt, so sclmezden ‘
szch quch deren Polaren.

BewEeis. Wir kénnen die Sdtze (S. 5.2., 5 5. b.) anwenden. Nun gilt
[y 8] fidr 4 (« B), f2(y 6). Wie wir in den erwihnfen Beweisen bezeich-
- net haben, kénnen wir die Folgenden schreiben: o, 8, w,p€4; 3,0, @,sC;
B, Yy W5, € Oy Wpyy w),aég({oc, B, v, 6}, 0). Die entsprechenden Lotbiin-

del inzidieren mit den polaren Ideal geraden

g (OC), g (ﬂ)l g(wa5)1$1’ QZ(‘}/), g((s)r g<0)yd)]:6‘>zk;
N F(BY, F(); Flewpy) L5 F (0up)y F(wpy), Fleoys) L

Wir diirfen voraussetzen, daB die vorkommenden Elementen verschieden -
sind. Die Idealebene (7, #%) enthdit & und & (8. 5.3., 7.1.).

DerINITION T:3. Ist (= (f (e B ») so sei die Polarebene (#* von ¢
die Idealebene (F () F(BYF(¥) (S.5.5.b.). Ist e = (1 Fa (), 50 sei der
Pol &* von e der ldealpunkt (/3 g% 7). §

Nun konnen wir die folgenden Sdtze ohne ausluhrhche Beweise
aussagen [1]. ;

SaTz 7.3. Die ei=gefiifirte Polaritit ist eine znvo’ itorische’ pmJeknve
Korrelation des Idealraumes. |

Die Krelssplegelung ¢ ist im Idealraum eine harmonische Homologie,
. welche die Idealpunkte der Idealebene ¢ und- den Idealpunkt (7 (e) fest- -
1aRt. Daraus ergibt sich der :

Satz 7.4. Durch das Axmmensysz‘em in § 2. gekennzeichnete Bewegungs-
gruppen der metrischen Kreisebenen sind als Untergruppen von Bewegungs-
gruppen dreidimensionaler pr0]ekz‘zv metrischer Raume darstellbar. |

Man kann einsehen, da genau die -eigentlichen Idealpunkte mit
ihren Polarebenen inzidieren, und diese Ebenen unter den eigentlichen
Idealpunkten nur ihren Pol enthalten. So gelangen wir zur Algebraisie-
rung der metrischen Kreisebenen. Das detaillieren wir nicht, denn wir kén-
nen-auf die¢ damit gleichwertige Methode W. Benz ([3] 111.§ 2.) hinweisen -
Hier werden die euklidischen Méobiusebenen den Arbeiten von EwaLp
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[5], [6] angekniipft algebraisiert. Unsere Kreisebenen sind allgememere,
da die B-Biischel hier nicht ausgeschlossen sind. Den Unterschied kénnen
wir kurz so formulieren. Eine euklidische Mobiusebene kann man mit
Hilfe eines euklidischen Korpers K algebraisieren, also ist K angeordnet,
und ist jedes nicht negative Element ein Qudrat. Eine von unseren Kreis-
ebenten kann man mit einem pythagoreischen Korper K kennzeichnen:
— 1 ist kein Quadrat in K und fiir jedes ¢ aus K ist 14¢2 Quadrat .in K.
Unsere Kreisebenen kénnen pythagoreische Mobiusebene genannt werden.

- DeFINITION T.4. Wir definieren den Begriff der pythagoreischen Kreis-
- ebene X (K), wie folgt: Es sei K ein pythagoreischer Korper, ferner

P={x%y):xycK}U{=}
die Menge der Punkte. o
‘Ein Kreis durch - sei eine Menge
Ay raxtby e = 0; a,0,¢,%,y€K; (4, b) = (0,0)}U{==}.
Em zu o -nicht inzidenter Kreis sei eine Menge R
(%, 9) (X —u)pP -y = r X, y,u, v, reK, r# 0}
A Eine{ Kreisspiégelung (x, y);(x’., ¥) wird in der Form -

, 2—q? _-2ab - 2ac
a+b? a?4+0* " @t 40
2ab b2 —q? - 26bc

X : )
a+br b2 ‘)/ a? + b2

4%+ % # 0; oo ->oo;  bzw.

B Gt R y = ré(y—v)
(x— )2+ (y—v)? o up (v
(6 p) = () (@ v)~ o, s (11, v) ‘gegeben.

v

 Die Elemente der Bewegungsgruppe &4 von X(K) seien dle aus Kreis-
spiegelungen bestehenden Komposmcnm i ‘

SATz 7.5. Zu einer durch das Axiomensystem in § 2. gekennzeichneten
Kreisebene X gibt es einen pythagoreischen Korper K so, daf X als X (K)
darstellbar ist. Umgekehrt genugt jede pythagoreische Kreisebene unserernn
Axiomensystem. §

Dieses Resultat entspricht dem Satz im Buch ([2]§ 13 2) iiber eine
Treie Beweglichkeit besitzende metrisch- euklidische Ebene, sogar der
dortige Beweis [4B1 sich hier mit Modifikation benutzen (S.6.2. a.).

Mit diesen Hinweisen schlieRen wir die Arbeit.
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0 HJIOTHEI/ILHEH YINNAKOBKE EJII/IHI/ILIHI)IX [HAPOB B
- 3-MEPHbBIX U 4-MEPHle CJIo5s1X '

. ‘)COPBAT
Haqlenpa HauepTaTean()u u Ilpoextusnoil 'eomerprn YHHBepcmeTa
um STBer_Ua .

K mecTuecATHIETHHIO CO THS pomaem/m JI. deiiewa Tora

(Hocmynuao 71.71. 1974.)

. Ilyerb I'™ (f) — cj0#f B n-MEpHOM €BKJIHMJIOBOM IIPOCTPAHCTBE OTPAHU-
YeHHOM JBYMS NapaiyieNbHRIMU Tunepruockoetsamu 11, m I1,, paccTosiHue
MEeXAY KoTopbiMu paBHo f. Janee myvcerb {S7} '— HEKOTOpoe MHOMKECTBO
N-MePHBIX e/INHAYHLIX I1apOB, PACIIOJIOXKEHHLIX B ci1oe I ™(f) 1 He UMeIUX
ofmux BHYTDEHHUX TOUEK. O6o3naunm uepes Z"(R) uniubap pajmvea: R,
HMEoUMH GPUKCHPOBAHHYIO OCh &, TIEPTICHANKYIISIDHYIO TUINEPIJIOCKOCTH
II,. TINOTHOCTh YIIAaKOBKM LIAPOB {Sf} B ciioe [ (f) olipeensdercs uepes

ZS”
M ”(t) R Z”(R)UI”(t)

Fie 2’ S” -~ CYyMMa 061>ema IapOB, HAXOASIMXCH B UUJIMHADE Z”(R) Jler-

KO BHILeTb yro pemuuna d,(f) He 3aBHCHT OT BBI60pa ocu a uumeApa 2]
. B cormecTrO#- pa60Te [6] ¢ . MOJIHAPOM fana BepXHsAS OLeHKa
nist nnotHocTu wapos {S7} B cioe I'3(t), ecmn 2 = f = 4. Ouenxa Tousa,

et =2, umt =2 + V2. B paGotax [4] u [5] MBI gamt pepxHvio u
HUDKHYH0 OLEHKHU JUTIST IIJIOTHOCTH [IUIOTHE el YIIaKoBKYU L[IapOB {S# B caoe
ST, eemm 2 =t = 24 V2. :

- B 37Ol paboTe Mbl 3aHMMaeMC IJI0THe H1Ie VIIaKOBKOH 1m1apoB {S7} B
cnoe I™(t) mnsa cavyasg n = 3 u n=4 JHoxassBawrcs CcileLyicliue
TEOPEMBI: _— _

TeoPEMA 1. - ITycms {S3} — mHomcecnieo 3-MepHbIX — eOUHUYHbEX
wapos, Aencayux 6 cioe I'™(f) u He umewyux 00WuUX GHYMPEHHNX MOYeK,
Oanee {S7} — noommoncecmeo wapos {88}, yermpsi KOMOPLIX .COCINABAAIOM
06yXMepHYI0 peliemKy Ha Hekomopold naockocmu I1? u npednosoycum’ eige,:
Mo Npu nepnenouKy AAPHoL npoexiivu yenmpos wapos {S} }\{83} Ha naoc-
xocmu II* 6 oOnOM OCHOBHOM napa/me/loapamme peuemKu. He bonee 00noU
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3 npoexyuil qenmpoe wapos. Toeda NAOMHOCTIL YNGKOSKU WApOS {83} 6
I3 y()ogpemeopﬂem ol;emce

‘ o 2m S o
2 d,(f) = : =, 1 2=t=2+V2
R T o R 24V
| _ (4t —£) . - Ny
3 ) e 2+V2gt§2+yce.
© 0= Sy e T 3

Pagencmgo Oocmueaemea, ecau, muowrecnso uiapos {SP} cocmasasem osa
CA0S WApos U3 3-MepHOU  peulemuamoll yHaKoeKi e0UHUUHBIX WApoe,
YEHMPLL KOMOPLIX 0N PECeASIONCS CALTLY UM 10 AONCUMEALHO orzpedeneﬂ-- '
HbLMU KBUO PamuiHbIMU PO PMAMU: :

@) 4x% +4(—1 + At = 17) x5+ AxF 4 4x; x5+ 4(— 1 +4t—t2)x25<3

geuyuae2 =t = 2-+V2 u

- 2
(®) CAxE+ A 4x% - ﬁiﬂ- Xy Xg+ 4x1 Xg+ 4% X5

6 cayuae 2+V2 =t =2+ V%

TeOPEMA 2. ITycmb {S¥} — mHoycecmeo 4-mepHblx eOUHUYHbIX WAPOE,
semcamgux 6 caoe Ii(E)y u ne umeromux o0wyux sHuympernnux mouex. Ilpeo-
noaomcuM, wmo cywecmeyem nodmHoncecmso {SH wapos {S*, yenmpst kom-
OpbIX COCMABASIONM 3-MEPHYIO Pelemyy HQ HeKomopol 2unepriockocmu
Ii* u wmo npu nepnenoukyaspHoll npoexyui yenmpoe wapoe {S{\{St}
Ha eunepnaockocmu 113 6 00HOM 0CHOSHOM uapaiteaunede HAXOUMCA He
Goaece 00HOU 13 npoexyull yenmpos wmapos. Toz20a naomuocms YRAK0EKU
- wapos {S%} 8 caoe I''(t) yoosaemeopsem oyenre

(6 d,(f) = S — et 2=t=3u
©) .4) 8V —2+4f — £ .

(7) Cd) = ————— ——, ecau 3=t=2+V2.
: M@-@V—1+M—ﬁ

Pasencmeo  docmuzaemen, ecan MHomcecmeo  uapoe S} cocmagasen

060 €08 WAP08 U3 4-MepHOIl peutemuamoli YnakoeKu eOuHUdHbIX WAPos,

YeHmpsl KOMOPBIX 0npe0eAAmes CAeAVIOIUMU 110A0MCUMeAbHO ‘onpedese-

HHbLMUL ;cea()pamuq%z/vzu gﬁopmamu

4(— 2+4z‘412)x1+4x2+4x3+4x4+4( 2+41,‘+1t2)x1x4+4x2x4+xgx4

(8)
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6eayuae2 =t=3u

A A3 Ax2 R A — 202 X3 4 A(F — 41 3) (6, Xy X, Xy 4 Xy X5)
© A~ 2)7 (g X4+ X Xy X5 X,)

e cayuae 3 =t = 242

_JlokasaTenbCeTBA TeopeM IPOBOAUTCS c MIOMOIILH0 ABYX JIEMM. CnepBa
MBI OTIPEIEIUM TMOHSATUE YCTOTO 1apa (Kpyra). -

PaCCMOTpI/IM pemeTKy B I~ MepHOM CBKIA0BOM HpOCTpaHCTBe Mur
0vaeM HaselBaTh WIAD NIYCTBIM, £CJIY HA ero rpadule, T. €. Ha cpepe, HaAXo-
JATCS Mo Kpaiine#t mepe n1--1 ToUeK peileTKY, He HeyKAlmMXcsi B OFHOH
TUIEPIIOCKOCTH, IPUYIEM map He COLEPIKUT BHYTpM cefsi TOYEK peIIeTKH

S

i JIEmma 1. Ilvers {S7} — MHO)KQCTBO e IMHIUHBIX prmB, "COCTaB-
JSAOUMX PEINeTUaTvio VIIAKOBKY Ha IUIOCKOCTH M He MMewnux ofumx
BHYTpeHHI/IX TOYEK. Hpeanonomnm YTO pamguyce NycToro prra OnvicaH-

HOTO BOKDYT LIEHTPOB prroa peumeTKu, He MeHble R, TJe E— V3=R= 2

Torza v mnoTuelielt ynakosxu Kpyros {S2) LeHTphI }cpyrma OHpeﬂ,enH}OTCH .
TI0JIOYKUTELHO OTpefiesIeHHON KBajpaTuunoil Gopmoit,

(10) _ Axt +4(R2— 1) x5

. Benvuae V2= R =2 u gopmoit

2

(11 ataxte 2 n

B civdyae ~f< R =1V2.

.HEMMA 2. Paccmotprim B 3 -MEPHOM IIPOCTPAHCTBE pelIeTyaTyIo yna- -
KOBKY ¢IMHUYHLIX WIApOB, HE UMCIOILIUX 06H1VX BHYTPEHHHAX TOYEK M npex-
TIONIOWKUM, YTO HaubonbUMil M3 paguycoB OVCTLIX IIaPOB, ONpe/leIeHHbIX
LIEHTPAMU 1APOB PEUIETKH, HE MEHbIIE R,rie V2 = R = 2. Torua v mnor-
Heffuiei YHaKOBKVI EAMHUYHBIX LIapoB LlEHprI maposn OHpeILeJ'IH}OTCH ToJIo-
)KI/ITe.Hb HO OHpeﬂﬁHeHHOI/I KBa)lpaTPI‘{HOH (I)OpMOI/I

-(12) N 4(R? = 2) 1} +4x3 +4xi
B civuae ¥3= R = 2 u dopuoit
(13) A A 4B - R X X X 1 Xo)

Benvuae Y2 = R = V3.
NOKA3ATEJILCTBO JIEMMBI 1. 1 2. Mbl He [IPUBOJUM, TAK KaK OHU TIO
CYLIECTBY COAEPIKATCA B 0KA3aTeNbeTRAX TeopeM 1. 1 2. paGotsl [3].
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TIOKASATEJIECTBO TEOPEMbI 1. Jlero BHIETb, UTO CIM MHOMKE-
cteo mapor {S?} u YSP} ToAeCTBEHHEI, TO MIOTHOCTD YIIAKOBKA WIApPOB .
{S?} me Gosbile COOTBETCTBYIOIUX 3HAYCHHI opMyIL (2) 1 (3), TaK KaK
MBI [07IVYaeM TUIOTHEHIIVIO YIIAKOBKY WApor {S}, ecim ueHTphl mapos
COCTABISIT IPABHJILHYIO TPEYTOJbHYIO PEMeTKY W HIOTHOCTL YTIAKOBKY |

27,
3V3t
npy 1mioTHeliuell viakoBke mwapos {S{} B cioe I'*(f) ueHTphl mapOB TOXE

COCTABJISKT HpaBI/IJIbHV}O TPEeVIOJIbHYIO. PEIIEeTKY.

mapos {S}} B ciioe I'*(f) paBHa ' Oqummo, uro B civyae f= 2

Hycht =~ 2n {SH{SH. HpoeKTmpyeM wapsl {SIN{S?} nepnenpu-
* KVJISIDHO Ha IJIOCKOCTh I2. Mbl mony4uM paciiosioyKenue equHUYHbIX Kpy-
ros na miockocry II2. Jlerko BwjieTs, Yo ecin d*(f) muoTHOCTH paccno-
JIOKeHHU ST KPYTOB Ha TocKocTd I12, 10 -

W _3«) L s

OGOSHH‘JHM uepes d 4(f) IIIOTHOCTD VIaKOBKN mapOB {S*} B ciioe 13(f). Us
venosuit Teopezvm 1. cepyer, uTo

s : a) = 27,0).

Ham Hy»KHO HAUTU MaKCUMYM ILTOTHOCTH 33(1‘) ’

Tar Kax paccrostiie MEKLY UEHTPAMK  [12POB He Meuplie 2, To
paccTosiHie MY LeHTPpawy- inapos {S}} W HPOEKLMSMUA UEHTPOB Iia-
pOB Ha 1ocKocTy [1? He Menbuie V4 — (z‘—2)2 W3 aroro creqyer, 4ro pa. '
JMYC TVCTOTO KpYTa, ONUCAHHOTO BOKPYT LeHTPoB 1wapoB {Sf}.Ha mio- -

cxoctr I72, He MeHbIle Yi- (t—2)2. MosToMy N3 JeMMbL 1. crefyer, uro v
TUTOTHeH el YNaKoBKU eJMHUYHBIX KPYTOB Ha MJIOCKOCTH {17, HEHTPHI KO-

" TOPBIX TOYKAECTBEHHBI LIEHTPAMU 1apOB {S3}, LIEHTPHI KPYTOB 0T PeSeNsIIoTCsT
TOJIOXKUTEIBHO OTPECTIeHHLIMA KBaApaTHuHbMU (GopMaMut, ONMCaHHBIMT
B (10)u (11),tae R = V4 (t— 2)2 OquymHo UTO B 3TOM. ciyyae ds(t)
OvierT MaKcHMasbHO.

V rioTHe el yIaKoBKH mapos {83} B cnoe F3(i) B (15) PaBeHCTBO
JOCTUTAETCS TOJILKO TOTJA, €CM MHO)KeCTBO mapoB {Sf} cOCTOMT U3 ABYX
KOHTDYEHTHBIX TT0JMHOMKECTB {83} u {S¥) mapos {Sf} - COCTORJISIOLUX
| MIOTHEHINY10 YTIAKOBKY I1apoB {SS} B cioe I'3(f). PaccTosmust IUI0CKOCTeH,

OfpefeeHHbIX nenTpamn wapos {S?} wiu {SF} or muockocrei, orpanude-
HHBIX cnoit L3(f), paso 1 u NepIeHIUKYIAPHbIE IPOEKLMST [[eHTPOB LIAPOB

{83} Ha IUIOCKOCTb LEHTPOB 1apoB {83} COBIANAIOT C IEHTPaMU NYCTHIX
KPYT'OB, OMUCAHHBIX BOKPYT ueHTpos apoBs {83}
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He6oubiuee BoIUnc/IeHNe TIOKASHIBAECT, YTO0 TUIOTHEHRIUAS VIIAKOBKA IHa-
por {S?} B cmoe I'3(f) maeTcst ABYMSI CIOSIMM U3 3-MepHOM - pemeryaroii
VHAKOBKH E€JUHUYHBIX IIAPOB, LEEHTPHl KOTOPBIX ONpPeNeIISAIOTCS MMOT0YKU-
TEJILHO ONPEENEHHBIMA KBALPATAUHbIMU q)opmalvm ormucanHbmu B (4) # (5).

Teopemal foKasaxa. ] _

JIOKA3ATEJILCTBO TEOPEMbI 2. .Her}(o BUJETh, YTO eCJIU MHO)KeCTBo.'

wapos {S u {S?} TONIECTBEHHL], WM { = 2, TO Mbl MONYYHM ILIOTHEH-
WIVI0 VIAKOBKY IIapoB {S4 B cnoe T4(t) TOTja, KOrja ILEeHTpPHI IapoB
COBNafaloT LeHTPaMy 11ApOB IIOTHe el peleTuaToll YIIakoBKHA 3-MepHOT0
IIpocTpaHcTBa. B a10M ¢nvUae NIOTHOCTD He 00JbIle SHaquIAI/I, uaBaeme
dopmynamu (6) u-(7), a paBeHCTBo HLOCTUTAETCA TONBLKO B cilvdae f = 2, TaK

KaK HﬂOTHOLTb paBHa V_t

[lyeret =21 {84}C{S4} TIpoeKTupys wapsl {84} nepneﬂanxynﬂpHo
' Ha TUIepIIOCKOCTb . [13, MOMyYdM pPachosioKeHue eAMHMYHBIX 1IapoB
Ha runepriockoctd I8 Jlerxko Bumets, uro ecnu. di(f) IMUIOTHOCTL

paccmoioyKeHust CIPOeKTHPOBAHHEIX IHADOB Ha rnnepnmcxocm IT? ud, )
) TI0THOCTb YIIAKOBKM IAPOB {84} B clioe I“‘-‘(t), TO

(16) I 4<t>— d*(t)

W3 venoBuit Teopemsl 2. cliefver, 4To

an . dy(t) = 2d,(0).

BH[LHO YT0 Ha mnepnnocxocm 13 Hauﬁonbmnu n3 pa;mycw MY CThIX
WapoB, OIKCAHHBIX BOKPYI NEHTPOB . 1Iapos {84} He MeHbIle 9YeMm
Va— (t—2)%. TT09TOMY M3 TeMMBI 2. CHEAVET, YTO .V TUIOTHeHIed YIaKOBKYA -
3-MepHDbIX eIMHUYHBIX IApOB Ha THTIEPILIIOCKOCTH I3, penTphl KOTOPBIX
TOYKAECTBEHHbBI C LEHTPaMU LIAPOB {S%}, 'LeHTPHl 3-MEpHBIX -MapoB OTpe-
JIENISIOTCS TIOJIOKUTENBEO OTIpefleNIeHHBIME  KBaDaTHUHEIMU  Gopmamu,
onucannbimi B (12) m (13), rae R = Va— (1.‘—2)2 OquH}IHO, YT0 B ITOM
cnvuae d,(f) 6vaer MaKCHMATIBHO.

~ Io70GHO JI0KA3ATETLCTRY TeopeMbt 1., BIIHO, UTO TIOTHOCTh VIIAKOBKH

wapos {Sf} B cmoe [*(f) MaxkcuMmanbHO, €CIM VYIAKOBKA COCTOMT U3
JIBYX CI0€B 4-MEPHOI pelleTyaTol YraKoBiu. eMHAYHLIX 1IAPOB, LEHTPbI

KOTOPBIX .ONpPEAEAIOTCS TON0)KUTEIbHO ONPEAETICHHBIMY  KBAAP ATHYHBIMA

hopmamu, OTIICAHHBIMT B (8) 1 (9). -OavH u3 ABYX €J0€B 1apOB KOHI‘pYeH- ,

TeH MoTHeluedl YIaKOBKE WApOB (S% B ().

Tax Teopema 2. joxasana.
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In 1961 DEsKINs [1] proved that the finite group G is solvable if
@(G)<5 and (|G|, 3) = 1. It is shown in this paper that:

1. The finite group G is solvable if D (G)<8 and (|G|, 3) = 1.

2. If G is a finite simple group with @(G) = 8 and (|G|, 3) = 1, then
G=8Z (2%).

A subrotp H of a group G is subinvariant in G if there exist sub-
- groups Hy = G= ... = H, = H such that H; is a normal subgroup of
Hy_jtori=1,2 , 1. A collection of subgroups Loy Ly, o.., L, of Gis
called an upper cham @n, of G of length nif Ly = G and if each L; is maxi-
malin L;_,, i = 1, 2, , 1. The submvarlance of €,; S(€,) is defined
to be the number of L #L which are subinvariant in 'G. The variance
of @,, W(€,), is defined as n/S@,) it S(@,)»0, and n otherwise. Then
0(G), the variance of G, is the maximum of the D(&,) for all €, of G. Our
notations are standard (See, for example, W. ScoTT [2]).

We first prove the following Lemma:

LEmMA. If the finite group G contains a maximal subgroup H which
is nilpotent and (|G|, 3) = 1, then G is solvable.

Proor. Using Induction on |G|, we can aussme that there is no
non-trivial normal subgroup of G contained in H. If P is a p-Sylow sub-
group of /, then P4 H and P must be a p-Sylow subgroup of G.

Hence H is a Hall subgroup of G. Suppose now that H is not a Sylow
subgroup of G. In this case G = HK, K< G and H A K = 1 (See Theorem
13. 2. 3 p. 377 of [2]). By the theorem of THompsoN [3] we can suppose
that H has even order. Let x be a central involution of H. Because Cgz(x) =
‘= H, the involution x acts fixed pt. free automorphism on K and by the
theorem of Zassenhaus K is abelian (See Theorem 1. 4. p. 336 of [4])
and so G is solvable. We suppose now that H is a Sylow subgroup of G.

* On leave from the Department of Mathematics, Cairo University
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By the theorem of Thompson we can suppose that H is a 2-Sylow sub-
group of G. By the theorem of GLAUBERMAN [5] G has a normal 2-Comp-
lement N as S, is not involved in G and Ng(J(H)) = C4(Z(H)) = H.
Then again by the theorem of Zassenhaus N is abelian and G is solvable.
The proof is complete. '

THEOREM 1. The finite group G is solvable if (O(G)<8 and (|G|, 3) = 1.

PRrooOF. Let G be a counter example of smallest order. Then G must
contain a non-normal maximal subgroups since a group having all its
maximal subgroups normal is nilpotent. Let M be a non-normal maximal
subgroup of G. Then @W(M)<@(G)<8 (See Lemma 2 of [1]). Since
@(M)<8 and (3, |M]) = 1, then M is solvable as G is a counter example
of smallest order. Suppose M contains a subgroup = 1 which is subinvariant
in G; then it contains a subgroup K maximal in this property. Therefore,
K is normal in G (See Lemma 1 of [1]). Now consider G/K. (O(G|K)=D(G)
(See Lemma 3 of [1]) and since (|G:K|, 3) = 1, it follows that G/K is
solvable as G is a counter example of smallest order. But K is-solvable
as K= M. Therefore G is solvable and this is a contradiction. Since M is
a non-normal maximal subgroup of G, M is solvable but contains no
subgroups = 1 subinvariant in G, and @O(M)<8, then |M| = product
of at most 6 not necessarily distinct primes (See Lemma 4 of [1]).

The theorem of THomPsoN [6] on minimal simple groups shows that
actually the order of a non-solvable group is divisible by either 29. 5 or
by 12. Since (3, |G|) = 1, then 2| |G|. Let S be a 2-Sylow subgroup of G.
If G contains no normal subgroups, then S is contained in a non-normal
maximal subgroup M of G. Since |M| = product of at most 6 not neces-
sarily distinct primes (See the preceeding argument) so that S = M.
Since (3, |G]) = 1, and S is a nilpotent maximal subgroup of G, then G
1is solvable by our Lemma and this is a contradiction.

If K#1, K<G, then G/K is solvable as G is a counter example of
smallest order. Since G is non-solvable, then K is non-solvable. Obviously,
G must contain a maximal subgroup which is normal. We may assume
that K is non-solvable minimal normal subgroup of G. We argue that
K lies in each maximal subgroup which is normal. Suppose the contrary;
then G = KM, where K= M, M is a maximal subgroup of G and M JG.
Set D = KAM. GIK=M/D. D=1 otherwise G is solvable and this is a
contradiction. But D is non-solvable subgroup otherwise G is solvable
and this is a contradiction. Clearly, D < G. Therefore D is non-solvable
normal subgroup of G. Since D=K and D=1 and K is non-solvable mini-
mal normal subgroup of G, then D = K and this is a contradiction.
Therefore, K lies in each maximal subgroup M of G such that M JG.
Since the 2-Sylow subgroups of G are contained only in normal maxgmal'
subgroups of G (See the preceeding argument) and K lies in each maximal
subgroup M of G such that M <G, then @,(G)=K. But ®@y(G) is solvable
(See Theorem 2 of [1]) and hence K is solvable and this is a contradiction.

The proof is complete.
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THEOREM 2. If G is a finite simple group with @O (G) = 8 and
(G|, 3) = 1, then G=SZ(23).

Proor. Let M be a maximal proper subgroup of G. Then @Q(M)<
<@(G) (See Lemma 2 of [1]). Since D (M)<8 and ([M], 3) = 1, then M
is solvable by Theorem 1. Since proper subgroups of solvable groups are
solvable, then G is a minimal simple group. By a minimal simple group
we mean that G is simple and all its proper subgroups are solvable. Since
(3, 1G]) = 1 and @D(G) = 8, then THomPsoNs work [6] on minimal simple
groups shows that G=SZ(2%). The proof is complete.

ACKNOWLEDGEMENT. 'The author wishes to thank his advisor Professor K. COR-
RADI for his advice and encouragement.
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ON THE EXISTENCE AND STABILITY OF PERIODIC SOLUTIONS
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This paper is concerned with the existence and stability of periodic
solutions of the perturbed differential equation

(H U +al+bi+cu = ey(u, u, d, &),
where ¢ is a real small parameter, a, b, ¢ are real constants, y is a real

analytic function for |e| <¢g, and all u, i, . It will be assumed that the
unperturbed characteristic equation

Bt ai+bidc =0

has two pure imaginary roots. .

For general theorems concerning the existence of periodic solutions
of a perturbed n-th order system see CoppingTON and LeEvINSON [I]
(p. 364—369). For second order equations conditions of existence and
stability of periodic solutions have been discussed in detail by ANDRONOV,

WitT and CrAIKIN [2].
Taking into account that the unperturbed equation has a pair. of

imaginary eigenvalues, without loss of generahty equation (1) can be
written in the form:

(2) W ai+i+au = ey(u, 1, d, s).

In section 1 Coddington — Levinson” s method is worked out for
the actual determination of the periodic solution of (2), for =<0, An effec-
tive form is given to the stability criterion in section 2, in case a=0.

1. We Jet

so that (2) is replace.d by the system
(3) = Bi+ey(s ),
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where
Ié& 0 1 0 -0
E=]&|, B=| 0 0 1} yEe= 0
&s _—a —1 —a 2(E1 G2y E3) ©)
There is a transformation & = Q x with det Q0 such that (3) becomes
4) "X = Ax+en(x; €),
where
Xy 0—-1 O
x={%| A={1 0 0] ne=0Q1pQx;e).
x3 O 0 —a

The matrix @ assumes the form
1 0 1
Q = 0 -1 —a
-1 0 @

We introduce the notations
506 &) = 1(Q %; ¢),
o (t)y = 6 (k3 cost, k3 sint, 0; 0),
o) = 64(kS cost, kS sint, 0; 0) (i = 1, 2, 3),
o.(t) = o/(k$ cost, kf sint, 0; 0),

where k{ . is real constant.

THEOREM 1. If a real constant k30 exist for which

2 B

F(k3) = fc(~t) [cost —a sinf] df =0
0

~and
2n
OF(kY) _ S .
e (cost—a sint) [oy(— 1) cost— oy —1) sint] di=0,
0

then for |e| sufficiently small the equation (2) has a unique non-constant
periodic solution « (¢, €) of period T(¢) = 2n -+ d(e) such that

lim «(t, ¢) = k{ cost,
s-+0
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limﬁzvz——l———/ B [sint tlat
o . 0 K@+ 1) o(—t)[sint+ acost] dt.

The solution « (t, €) is analytchor all t ana’ |e| sufficiently small.

- The proof is analogous to that of Theorems 4. 1. and 4. 2. of [1]
(pp- 366—367) and will therefore be omitted here.
Applying Poincaré’s method, we shall give an expression for the
first approximation of this periodic solution.

THEOREM 2. Under the assumptions of Theorem 1, the period T(¢)
and the solution ot, £) can be determined in the form
T(e) = 2n+ evy+0(e)
and
a(t, &) = kS cost+

+edkd cost+—2—1—1fo(g) [a sin (i‘— p)—cos (f— p)+e—at-9] dgl +o(e),
Q%+ :

Where

i
K=

2n R

f (cos p+a sin ) [o,(p) cos o+ ox(0) sin g] do

0

l . 2m

—%(024- l)kcl’-l—%’—f(.?n— 0)o(p) [acos p—sin pldp+
- |t

2n
lo] .
+ Zoki f e(cos g + a sin g) [o4(e) sin ¢ — a5(g) cos o] do+

2m
0

].

. [fa(y) (cos y +asin p) dy:l d9.+

0
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-[/g(v)siny—acos ) dv]de-—

0

23 ’ ‘Q
1 i ’
Tl f (cos g+ asing) e ay(e) [ f e o(y) dy] do--

0 0

2

-—/0‘5(9) [cos p+a sin Q]dgi .
0

Proor. Introducing the new independent variable s by

$ [1 +—(?(—6)—] ,
2n
system (4) assufnes the forim
dx 0

The periodic solution of system (5) corresponding to the solution
q(t, &) = QT col (aft, &), a(t, &), a(t, €))

will be denoted by
I(s, &) = q[S[l —i—’(;(—s)—] , 8} .

JT

Obviously, I(s, &) is an analytic function of ¢ for sufficiently small |e¢]
and is periodic in s with period 2. Expanding I(s, €) and d(e) by powers
of ¢ '

I(s, &) = %ei li(S),

be) = S TV,
i=1
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substituting the expansions into (5) and equating the respective coeffici-
ents we have

L ar,
ds
1 .
Lo ans B ar e,
ds - 2n
; T, T
et B apa e ae e Do 0 cme; 0 24 05;0),
ds 2w 2 2

By a convenient choice of the initial condition, CODDINGTON-LEVINSON
[1] (pp. 367—368) has proved that the system given above determine
UVand T 1 (j = 0, 1,2, ...) uniquely. By solving the first three equations
we obtain all necessary results of the theorem.

2. Consider the first variational system of (4) corresponding to the
solution ¢(t, )

(6) y =[A+e n{aQ, ¢); €)] v,

- where y = col (yy, ¥, ¥5) and 1y, is the derivative matrix of #.

THEOREM 3. Under the assumptions of theorem 1, if ¢ is such that |e|
is sufficiently small, e=0 and

) e [ [ost)+aoyh)] dt=0
/

then the characteristic multipliers of (6) satisfy the conditions

a6 =1 Je@l=L la(@)l<l;
thus the periodic solution o (¢, ) of (2) is orbitally asympiotically stable.
Proor. By Liouville’ s formula we have . :
0:1(¢) ea(e) os() =
T(s)

= exp ’ —a T(s)i;i—l f (6509, ¢); &) +adi (¢t €); €) —
0

—34(q(t, ©); e)] (lt. .
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As g (t, &) is a periodic solution of (6), we may assume that |p, (¢)| = 1.
Thus

T(e)

'l92(8)| os(e) = EXP{—a;f(e)— : f [6alat, &); &)+

a+1
0

}
+ad5(q(t, ) &)~ 4(att, ©); &) dt!

where gy(e) is the characteristic multiplier of (6) that satisfies 03(0) =
= e~?74 Here obviously

1
Ao(e) = e 1n g,(e),
G306 &) (i = 1,2,3), ¢ (t, ¢) and T(e)

are analytic functions of ¢ for |e] sufficiently small. Hence we have

. 27 .
las(e)l = exp {— o f [20) + a on(t) — a5(1)} dt—am;@)fo(e)},
0
(8)
where -
30 = L
& =0

On the other hand, since py(¢) = exp [%3 (¢) T(¢)] we have
’ ) 1 ’ a
) 2(0) = 2—%‘(93(0) et any).

By M. Farkas’s method [3] we can determine g3(0) as follow:

2n

(10) 04(0) = —v,qe~274 +——1——— e"Z”“fag(t) dt.
a?+1
: 0
Substituting (10) into (9) we have

’ ——_—lv— A2n ‘
(11) O = s Of oxlt) dt.
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By using (11) and (7) in (8), the condition |g, (¢)| <1 is satisfied. The
condition |g; (¢)] <1 holds also if || is sufficiently small. The proof of
Theorem 3 is completed.

REMARK. If
27

[l +aoydjdt =0

0

the stability condition depends on the coefficient of &2 in (8).
The above method can be extended to the real equation u™+4

+auV4 . ta,u=egu, U, ..., u"D, ¢), where the unperturbed
characteristic equation

ATt Al 4a, =0

has two pure imaginary roots, all the other roots are simple and have
negative real parts.

3. ExampLE. Consider the equation

‘U +aii+ i +au = e(bu+cud),

where a=0, b0, c=0 are real constants and ¢ is small real parameter,
In this case we have

o(x, €) = b (X + X;)+ ¢(— X, — ax,)? =
= bx;—cx3— 3 acx? x;— 3 a% ¢xy x2 —a® ¢x} + bx,.

From the two conditions

o]
F(kg) =0 and 278D g
1
we obtain ,
4p b
KS = —_ Vo == —.
’ 3ac. ’ a
Thus if
be=0, k=2 -"-
' 3ac

and |e| is sufficiently small, then there is a unique non-constant periodic
solution a({, ¢€) of period T(e) = 2n+ d(e), such that -

lim «(t, &) = 2%-”— cos ¢
3ac

e—-0
and

lim ) _ b
e-0 ¢ a
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(see Theorem 1). According to Theorem 2 T(e) and « (f, £) have been
determined as follows:

T(e) = 246 2% 40 (e),
a

o, g) = 2‘/3—26 cost+sbl

‘J[l N 504 + 1580 +69  2(a®+7)a*+8) a
a  12a(@®+1)2(@2+9)  a(a®+ 12 (a®+9)?

— e “)] cos f—

2 ) —
—Msint+—ltsint+ @—15 cos®f+
(@+1)a%2+9) a 3a(a®+1)(a2+9)
2
o sind f— A +8) e‘af]—;-o(e).
3(a2 +9) a(a®+ 1)(a® - 9) i

By Theorem 3 the solution «(f, ¢) is orbitally asymptotically stable for
le| .sufficiently small and eb<0. For more detailed exposition of this
paper see [4]. The author wishes to express his thanks to Prof. M. FArRKAS
for many valuable suggestions.
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UBER GEWISSEN MAXIMALOPERATOREN

Von
F. SCHIPP
11. Lehrstuhl fiir Analysis der E6tvos Lorand Universitit, Budapest

( Eingegangen am 2. Okiober 1974)

Es sci B = (bip)i, jen eine Matrix, (4,)ien® eine pesitive Zahlenfolge
mit folgenden Eigenschaften:

(B) 0=b;=2"% (i,jEN).

Es sei weiterhin A = (a}});,;,nen und fiir i, jEN setzen wir
oy = supay, B =sup2taf, (i,jJEN).
n-j nz=j

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, daB A den folgenden Bedin-
‘gungen gentigt:

1° af, =0 (i,j,neN),
(A) 2° sup > a?j:K1< o,
no§j=0
g0

Sup Z 5’ ((xij"l‘ 2_'/‘811) = ](2 = oo,

m =m j=m

Fiihren wir noch die Bezeichnungen

()= 3 ayDy(xby) (neEN)

_ i,j=0
ein, wobei D,; die 2/-te Walsh-Dirichletsche Kernfunktion und 1 die |
FINE-sche Operation bezeichnet (vergl [1]), d.h.:
21 i=1 2/ (0=x=<27)
D,j(x) = L (0) = 14y, (x)) = _ ’
2 (9 gow ® k]=]0( vax () 10 2 7=x<1).
IN=1{0,1,2,...\
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In dieser Arbeit beschéaftigen wir uns mit der Konvergenz der Opera-
torfolge

GDE) = (kN = [ FOLEIDE (neN).

Wir beweisen den folgenden
‘Sarz. Geniigen A und B den Bedingungen (A) und (B), so ist der

Operator
(THx) = sup, [(T, /) (%)
vom Typ (e, =) und von schwachem Typ (1, 1), d.h.
a) fir feL-(0,1) gilt

1T« = Ky fiffl-)?
b) fiir feL (0, 1) und y = 0 gilt
M mes {x : (Tf) (x) = y} = M{fl/y,

wobei M = (4K,+ 1) 2K, ist und K;(i = 1,2) die Konstante der Bedingung
(A) bedeutet. :

Aus dem Satz, durch Anwendung eines Satzes von MARCINKIEWICZ
(vergl. [2], Seite 111) ergibt sich

Kororrar 1. Fiir feL? (0, 1) gilt
ITHl, = K@)ifll, (IT<=p=-),

wobei K (p) eine von f unabhingige Konstante ist. Durch Anwendung
des Satzes ergibt sich das folgende

KoRroLLAR 2. Es bezeichne o,(f) die n-te (C, 1)-Mittel der Walsh-
-Fourier-Entwicklung von f¢ L (0, 1). Dann

a) ist der Operator
(2) (o) () = sup, |(o, f) ()]
vom Typ (e, =) und von schwachem Typ (1, 1),
b) fiir feLP(0,1) (1 = p = o) gilt
lo fl, = C(p)Iifll,»

wobei C(p) eine vori f unabhingige Konstante ist,
¢) fiir feL (0, 1) gilt in fast allen x€(0, 1)

lim (0,) (x) = (%)

2l I, bezeichnet die Norm in LP (0, 1) (1 = p = o).
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Die Behauptung ¢) hat N. J. FINE [3] bewiesen. Eine andere Anwen-
dung des Satzes ist in [4] gegeben.

Beweis des Satzes

Zum Beweis des Satzes benutzen wir einen Hilfssatz von Calderon-
Zygmund Typ (Vergl. [5], Hilfssatz I11.).

Hivrssatz 1. Es sei fe L (0,1) und y=||f]l. Dann glbt es ein System
(I, k=1,2,...) von dyadischen Intervallen und zwei funktionen g,
und ¢ derart, daIS, die folgenden Relationen gelten:

a) f=ge0+e lpoll- =2y,
@ b LNL=0G#), 3 mes L=]fl,

1

O =5 g supp el f p =0, ol = 411, -
i=1
; |

BeEwEeils pes Satzes. a) Da (T, fll. = i,/ ifl- ist, deshalb gilt

ITfile = (supn Ifll) [l

und so geniigt es zu zeigen, daB

@ : sup, [Ifull, = K,

1
ist. Auf Grund der Relationen D,; (x) = 0, f D,;(ydt = 1 (x€(0,1), jEN)
0

und nach (A) 2° ergibt sich
”fn“l = Z alj - Kl (UEN),
i,j=0

womit (4) bewiesen ist.
Zum beweis der Ungleichung (1) benutzen wir Hilfssatz 1. Es sei

mes I, = 2™ (meN), H= U I, und H’ = [0,])—H. Ist j = m,, oder

k=1
x¢ I, so gilt auf Grund von (3) c) (% D,)(x) = 0. Da im Falle x¢/,
und 7, = m,, auch x 3 b;¢ I, ist, deshalb gilt

(0e¥D,)) (x316,)=0 (j=m,, oder x¢I, und 2 > my)
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und so ist fiir x¢ /,

ok @) (Ol =

2 a?] (Dzl%(pk)(x+btj)| h

dy=my j=my

2 [] > > ](a [ (Dyi¥ pi) (x 1 0;))| =

A=y, n+1

2 2 (ﬁt}(%]*‘(pll)(xj‘bu) I_“zj(Dzl*“pk’)(x‘l‘sz)) (T‘IEN)

Ay=my, j= my,

wobei z; = 27/D,; gesetzt wird.
Daraus folgt

To)(x)= > % (ﬂ;’j(%j* lgel) (3 0;) - o (Do lr]) (x5 0;7))
2y=my j=my,
(x¢1y)

und so gilt auf Grund der Ungleichungen [fxgll = lifll; llgh, Dyl = 1,
%y = 277 und nach (A)

e T odly = llodlh 3 3 (e +2778y) = Kallgill -*
A=my j=my

Daraus nach (3) 0), ¢) ergibt sich

e T @l = 2 e T gl = K, > lpally = 4K, [Ifll; -
=1 k=1

Hiraus bekommen wir

mes {xe " : (T ¢) (X)>y} = 1y lxer T ol = (AKo/y) iflh
und so gilt nach (3) b)
mes {x : (T ¢) (x)=y} = mes H+mes {xcH' : (T ¢) (x) >y} =
= (4K+ D)/ylIfll; -

Da nach (3) a) und nach Teil a) des Satzes mes {x: (T @,) (x)>2K,y} =0
ist, deshalb gilt

G)  mes{x:(Tf) (x)= 2K+ 1)y} = mes {x : (T go) (x) = 2K y} +
+mes {x: (T ¢) (X)>y} = 4K+ D[y Iflly -

Offensichtlich ist (5) fiir y<||f|, auch richtig. Die Behauptung (1) folgt
nun schon aus (5) (mit der Konstante M = (4K, + 1) (2K1+ 1)).
Damit haben wir den Satz bewiesen.

2 xpr (%) =0 (x€H), ypp (x) = 1 (x€H').
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Beweis vdn Korollar 2
Zum beweis von Korollar 2 fiihren wir den Operator (vergl. [6])
@.ne= 2“ Wi —f(xfe)
(‘e,( - ,2—’f—1, fEL (0,1), x€(0,1))
ein. Da fiir die m—fe Walsh-Paley-Funktion

S mx
) = (10

gilt, fiir m<2m ist

() () = z 261 (e (0) =y (1. 1-£)) =

(S 21— (= 12 = () [E‘ m, 2’f] = My (3).
k=0 . k=0

Daraus fiir die Walsh-Fejérsche Kernfunktion K, im Falle 271 =< m=<2n
ergibt sich die folgende Darstellung:

K, = LS (m—t)yp, = D lmﬂlkr D,—Ya,D
= - m-— = i = Up— Uiy,
. é? AL m nlké% Ve -

(6)
wobei

m—1

Dm = Z Yu

k=0
die m-te Walsh-Dirichletsche Kernfunktion bedeutet. Wir benutzen den
folgenden

HivrssaTz 2. Fiir 27-1 = m<2" gilt
IKm(X)l 2 2-n Z (Dzl(x)+D2](x+e)) (x€(0,1)).

BEWEIS VON HILFSSATZ‘Z. Hat k¢ N die dyadische Darstellung

k= 2 k, 21(k <o),
so gilt (vergl. [7]) =

Dy =gy 7 Ky Dyjy
j=o '

183 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIII.
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woraus sich fiir m K,, auf Grund von

1Ky (1) = e () [2 m2| [2 7209 Dy () =

i=0 j

() 20 2 2 11, () (D) () — 1 6 9y (8 Dy (x L)) =
i= j= .

= Y (%) Z 2 Z €;(%)

i=0 j=0

ergibt. Da - o o
: D,j(xte) =D, () (0 =) p,i(e) = 1(i=))

und

. ) |
(I=ym 2=, (1=(=1)y") = m,
sind, deshalb ist ¢;;(x) = 0 (j<i xe(O 1)) und so gilt

m K (X)] = 1/2 2 2! Z (D,i()+D,j(x1e)).

i=0 J l N

Daraus folgt die Behauptung.
BEwEls vON KOROLLAR 2. Es sei af; = 2"" fiir 0 =i=j<n und
=0 sonst, b;; = =0, und =€ (i, JéN) und fithren wir die Bezeich-

nungen
iy = > a;}DQj(x‘?_bij)l )=z azr'lngf(x—T-Cij)
i,j=0 i,j=0

ein. Dann gilt nach Hilfssatz 2 fiir 2"-* = m<2"

. n-1 n—1 .
Kn@] = 3 27" 3 (Dy () +Dyi(xF ) = f1(X)+f3(x).
i=0 =i
Die Matrizen (bu)l jen' (€ jen mit 4; = i(i€N) geniigen der Bedm—
gung (B). Da :

Za sz”zl—z(n—z)2"+’<zk2’—K1<°°
i,j=0 =i
ist geniigt A der Bedmgung (A) 2°. Da endlich e =0, §; =2 (l,]EN)
und
m £
2 > 27, = 2’21 22 J= 2= m+122’<4 (mEN)
=0 j=m i=0 j=m i=0
ist, sind die Bedmgungen (A) 1° und -3° auch erfiitt. Auf Grund des
Satzes sind die Operatoren .

(T*f) (x) = sup,, [(fr* f) ()] '(l’ =1,2)
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vom Typ (e, =) und von schwachem Typ (1,1) und auf Grund der
Ungleichung

(o)) () = supy, [(F % K ()] = T 09+ T2 (1) (%)

dasselbe gilt fiir o.
Damit ist die Behauptung a) bewiesen. Die Behauptungen b) und
¢) kann man auf Grund von @) mit wohlbekannten Methoden beweisen.
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1. §. Introduction

Let A be a complex unital Banach algebra with involution. The
function defined by the square root of the spectral radius of the element x* x

(M ' p) =[x (xed)

is used in a recent paper [8] of V. PtTAK in the theory of hermitian al-
gebras and their connections with C*-algebras. Here a Banach algebra
over the field of complex numbers, with involution, is said to be hermitian
it the spectrum of any selfadjoint element is purely real (in other words
if the involution is hermitian).

PTAK proved that p(x) is always continuous in hermitian algebras
(see Lemma (8. 2) of [8]). He also proved a result on uniqueness of the
function p(x) says that p(x)is the only algebra pseudonorm w(x) exten-
ding the spactral radius on sclfadjoint elements which assumes the value
1 either on unitary elements or on elements of the form x = exp (ih);
i = h* (see Theorem (10. 10) in [8]).

For
@ wEO=p) (€ A)
it is assumed in [8] that |
©) (exp (i) = 1
holds for all selfadjoint 2, and
4 wr)=0  (rcR)

is satisfied also, where R denotes the Jacobson radical in A. (see (10. 9)
of [8]). In addition it is assumed only that

G w(hy= p(h)
holds for any selfadjoint element h for the identity of the function p(x)
and w(x) (see [8], (10. 5)). '
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We shall prove in this note that an algebra pseudonorm w(x) satis-
fying some natural conditions is necessarily equivalent to the pseudonorm
p(x) (see Theorem 1 below).

These conditions together give the boundednéss of the pseudonorm
w(x) on E = {exp (ih):heH}, where H denotes the selfadjoint part of
A. In other words

®) wlexp (in)=C,  (heH)

holds for some constant C,=0. The method of proof is similar to the
proof of uniform boundedness of pointwise bounded set of continuous
mappings on Banach space, the Banach — Steinhaus theorem. -

It is well known, that the existence of a norm equivalent to the
original one, under which the Banach algebra A is a C*-algebra, implies
that it must be p(x). Any such algebra is called a C*-equivalent algebra.

Concerning this question H. BEHNCKE investigated in [I] complex
Banach algebras with involution all maximal abelian selfadjoint Subal-
gebra of which are B*-equivalent (or the same C*-equivalent) algebras.
He called such an algebra an L B*-algebra. The question that any. Banach
algebra every maximal abelian szlfadjoint subalyebra of which is C*-
algebra is itself a C*-algebra, was answered by Behncke in [1].(This yields
a sharpened form of the Gelfand-Naimark theorem.) Behncke conjectured
also that any LB*-algebra is a C*-equivaleat algebra.

We give an affirmative answer to this problem in case if the LB*-

algebra satisfies some natural additional property (see Corollary 2 and
Theorem 4 below).

If the involution is hermitian in a Banach algebra, the problem is-
exactly to find some conditions which ensure that the norm as function
is continuous with respect to the pseudonorm p(x) at least on selfadjoint
part of the algebra. In connection with this question the work [10] of
B. Yoop should be mentioned.

We replace the condition mentioned above with the continuity
of the norm as function with respect to the pseudonorm p(x) on each
commutative real Banach algebra generated by any selfadjoint element
and the unit element of the algebra (see Corollary 5)

"The abstract version of the above problem is the homeomorphic
and *-isomorphic characterization of C*-algebras by means of the norm
only, without any assumption on the existence of the involution. For
this see the work [2] of E. BERKsON.

The Vidav-Palmer Theorem gives isometric chatacterization of C*-
algebras as follows: The complex unital Banach algebra A satisfying
the decomposition

A = H(A)+ i. H(A)
with

) H(A) = {he A :jlexp (i o h)||é1 (« real number)}
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where H(A) represents the Hermitian part ‘of the algebra A, is isomet-
rically *-isomorphic with a C*-algebra. The involution is given here by
the Vidav’s map

8) h+ik—h—ik = (h, keH(A)).

For details see [6], [7], [3] Theorem (6. 9).

We give some homeomorphic *-isomorphic characterization of
C*-algebras in Theorem 6 below using the previous results and results
of papers [9] and [2]. It was introduced by G. LuMERr in [5] the notion
of an element which becomes Hermitian with respect to some equivalent
norm on A. He called such an element to be Hermitian-equivalent.-

An element h¢ A is Hermitian-equivalent if and only if the group
{exp (i « h): « real} is bounded in A (as a simple application of [3, Lem-
ma (2. 7)] shows). This means that soon in Theorem 1 of the present
paper, the selfadjoint elements are Hermitian-equivalent with respect
to the algebra pseudonorm w(x). In any other case below the selfadjoint
elements of the algebra are at the same time Hermitian-equivalents.
We end with some weaker form of the L B*-conjecture of H. BEHNCKE
in Question 7. Except the norm the notatlon ~of the excellent paper

[8] will be used. The exponential series 2’ x"/n! is denoted by exp x.
n=0 N

2, §. The main result

We begin with a result giving sufficent conditions for an algebra
pseudonorm w(x) to be bounded with respect to the relevant pseudonorm
p(x) or to be qeuivalent to this.

THEOREM 1. Let A be unital Banach algebra with znvolutzon over
the field of the complex numbers. Assume that the involution is hermitian.

Let further w(x) be an algebra pseudonorm on the algebra A which satisfies
the following conditions

1°w (r) = 0 for each reR ((4) above),

2° w (exp (ih))=0 for any heH,

3° r (h) = sup {w (exp ({ « h)) : o real}< o for every he H,

4° w (exp i(h+k))=C w (exp (ih)) w (exp (ik)) for all h, ke H where
C=0 is a constant not depending on h and

Then there exists a constant C, such z‘hat

© : " wW(x)=Cp(x) (xeA)

holds.
Moreover, if the ddditional condition

(10) 5  p=Kwl)  (heH)
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holds with some constant K, then
(11) : p(xX)=Cy. K-w(x) (xeA)
is satisfied. Thus in this case p(x) and w(x) are equivalent.

Proor. The main ambition of our argument is to ensure that the
given pseudonorm w(x) is bounded (above) by C, on the selfadjoint part
of the algebra A. The method of proof is the application of the ?slidding
hump” technique, which is fruitful in this case as well as in the proof of
uniform boundedness theorems of pointwise bounded continuous mappings
on Banach spaces. In the remainder part of the proof we are going on
the line of proofs in [8].

Let us first show that

(12) 6° Cy = sup {w(exp (ih)) : he H}= oo
holds. The functions
(13) . qu(h) = tog w(exp (i « h)) (« real, he H)

are immediately satisfy the following four conditions for every reals a«, 8
and for any selfadjoint i and k (in H):

(i) g(h+k)=g(h)+q()+1og C,
(i) qu(Bh) = qp(h),

(iii) M(h) = sup {g.(h) : a real}<
(iv) g(R)=]|a|- Al ‘

Now assume indirectly, that
(14) M = sup {M(h):h€¢ H} = <

holds. Then there exist sequences {h,}n -1 and {o,}n-1 of H and of
real numbers resp., such that condition

(2) lhll=2-7 forall m=1,2,...
(15) (b) ferml Al <277 for every n=m

©) Gl =2+ 143 M(t,)

m=1

is fulfilled. To show this, we choose first an element k€H (k;##0) with
M(k;)=3 which implies that g, (1,)=2 for some real number §,(8,>0)
so that by = 271 ||kyj|~*-k, and «, = k,;-2.p, are appropriate elements
for the first step. Now we may assume that {,)m—1 and {a,)m=1 are
choosen. By our assumption there exists a k,€ H(k, =0) with

M(k,)>n?+2 + njl M(h,)  (k,0).

m=1
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This implies at once that

qﬁn(kn)>n2+1+ Z M(hm)
m=1 .
for some §,,>0 holds. Write
' vp=max{l;|a,| :m=1,...,n—1}.2" ||k,

then fn, = y;* k, and «, = y, B, are also appropriate elements for the
next step. Thus by induction we can define as well as an element k =

= % h,, of the form h+r, where he H and reR.

m=1
If Q denotes the canonical quotient map modulo R and wQ(x) ist the
induced pseudonorm on A/R, the quotient algebra modulo the radical,
- then we have Qk = Qh and

w(ekp (i, 1)) = wQ exp (i o, h)) = w(exp (i, Q h)) =

_ 0 [exp (i «, 51 thJ] = wQ[Q exp [i anbi’ hm)] -

m=1 m =1
=w [exp (z’ Oy g hm)]
since Q and the involution are contmuous, the algebra A/R bemg also
hermitian and semisimple (see [8] (8. 1)).
It follows now that

qmn(hn) = oy, [h - nz:} hm" % hm] Sqdn(h) + nj_} q —an(f.lm)+

m=n+1
+q_qn[ Z“' h J+nlogC<qan(h)+ Z’ M(hy,) + e, Z’ hy,+ nlog C.

m =n+1 =1 m=n+1

Thus we have for every n>2
. ©n—=1
M(h)=q, (h)=q, (h)— > M(h,)— Z 2—m ——nlogC ="
' m=1 m=n+l1
=mnt—nlogC—o
as n tends to infinity, contradicting (iii). This implies that 6° holds with
= log M, as was claimed.
The theorem will be proved in two steps (as in (10. 9) of [8]). For

sake of completeness we reproduce here the proof.
To show the inequality

(16) C w=Clh.  (heH)
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consider an element h¢ H with |h],<1. Then there exists a k€H com-
muting with & and such that A2+k2? = 1 (see [8] (1. 5)). Set u = fi+ik
so that u is unitary and o(u), the spectrum of that does not contain the
number 1. Using [8] (9. 3) it follows that expressions

‘ u=exp ili+r, and u* = exp ily+7,
holds for some [, [, H and r; r,€éR. Thus

h = %(exp il +exp ily)+r withréR, r = ry+7,.
We have by 1° and 6°,

w(h) = % (w(exp il,)+w(exp ily))=C,

which proves the desired inequality (16) w(l)=Cy|h|, fo any hAcH.
: Let us prove now the continuity of w(x). Given x€ A in the form
X = h+ik with h, k€ H we have by (16)

w(x)=w(h) +w(k)=Co (|hl+ k|) =2 Cy p(x)=2 Cy 62 |x],
- if ||Qx*| = B]Qx|(x€ A) holds for some =0 implying
(17) | P =g (xeA)

since I/i]c,sp(x) and |k|,=p(x) are satistied. (see [8], (8. 2), (5. 7))
: Let us now prove the inequality (9).
Given an x€ A with p(x)<1, we have by [8, (9. 7)] that

x€(conv E4+R)~

the closure of (conv E+R), where E = {exp ih:hc¢ H} and conv E deno-
tes the convex hull of E. According to our conditions 1°, 6°, and the con-
tinuity of w(x) we have that w(x)=C, which proves-the above inequality.

Assume now the condition 5°. As was in [8, (10. 5)], we have then.
for each x€ A that v

w(x)2éC§ p(x)? = C3 |x* x|, = C& p(x* x)=C3 K-w(x* x)=CZ Kw(x*) w(x)
from which w(x)=C3% Kw(x*) so that at once.

W)= C3 p(x)?=C3 K2 w(x)?
follows. This proves the required inequality (11) completing the proof.

3. 8. Applications

We give conditions which ensure that a complex unital Banach
algebra is homeomorphically *-isomorphic to a C*-algebra. In particular

an LB*-algebra with some further natural property is C*-equivalent.
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- CororLrLarY 2. Let A be a complex unital Banach algebra with
involution satisfying the following twe conditions:
(1) r(h) = sup {|lexp (i « h)) : a real}< < (h€H),
(IT) there exists a constant C >0 satistying the inequality

llexp i (h+-K)|=Cllexp (ih)l| llexp (k)| (h, ke H).

Then A is a C*-algebra for some norm equivalent to the original one.

- Proor. To prove first that the involution is hermitian, consider an
heH and suppose «-+i y€o(h), the spectrum of A, for «, y real numbers,
such that y=0.

Let k = y~L (hA—a) so that keH and i€co (k). Given any =0, the
element exp (—1i # k) has exp g in its spectrum. I't follows that

exp f=|| exp (=8 K

for any =0, which contradicts the condition (I).

To show A is a semi-simple it suffices to establish that any selfadjoint
element of R must be 0, since R is invariant under ths involution. But
every elemeat of H is Harmitian-equivalzat by (1) and the oﬂy quasinil-
potent member of H is 0 by [5, Lemm1 14]. But th: radical is a topo-
logical nil ideal, every s:lfadjoint elemznt of which will b2 quasinilpoteat,
at the same tlme 0.

Apply now Theorem 1 with w(x) = |x| (x€ A) to show that the
norm is equivalent to the pseudonorm p(x). Thus the algebra A is C*-al-
gebra with the norm p(x) equivalent to the original norm.

REMARK. Every complex unital Banach algebra A with involution
is an LB*-algebra provided A satisfies the condition (I). Indeed, any
commutative subalgebra automatically satisfies condition (II) with
C = 1 (see [2, Corollary (3. 4))].

The following result shows that for Banach algebras with involution

which satisfy condition (I) of Corollary 2, some weaker condltnon implies
the important condition (II) ibidem.

LEmMA 3. Let A be a complex unital Banach algebra with involu-
tion satisfying the condition

(1) r(h) = sup {llexp (i « M)« real}< oo (RCH).
Assume that there exists a constant K satisfying

(110 r(h+ k)= K r(h) r(k) (h, k< H).
Then the condition ' . ,

(11) flexp i(h+k)[|=Cllexp (¢ B)|-llexp (i k)]
holds also with some constant C.
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Proor. Assuming the contrary let {f,, k,}n»< 1< H be sequences such
that the inequalities

(18) lexp i+ ka)l| = k(m)llexp ihy| lexp ik, (n=1)
are hold with .
- n—1
(19) k(n) = exp [nr[— 5 M” (1= 1)
. m=1 : “m
where {a,,}m =1 is sequence of real numbers such that
(20) o = Max {1, fay|, ..o [am-1l} 27l + 1K)

holds for any m = 2, 3, . ...
Let now
- =k
h= st = >t

n=1 %y - n=1 &y

- Then since A is hermitian and semi-simple by condition (1) us as was
showed in the proof of Corollary 2, then involution is automatically
contiouous so that the elements 7 and k defined above are selfadjoint.
Further it follows that for any n=1

: n—1 oo o
() =lexp il + )| = expi«n(mk— 5 Inthn 3 M} .
' m=1 & m=n+1 o SV

IT write s, for

"l Btk

htk— >
m=1 e,

and ||-||, for the norm equivalent to the original norm under which S,
is Hermitian, then by the Trotter-product exponential formula

o =risalim | [exp 22 exp 2n (= 5 Jortha )
Jve | ] m=n+1 %y n
j o .
=r(s,) lim expi“_'_’gn ‘expii.”_[_ > hm—l—km] !_
e J n J m=n+1 %y n
' . < Mtk
=r(Sy)explia, > "0 =r(s,)expr(s,)=exp (2r(s,))
m=n+1 (o . n
since
. = hm+km N hd hm+km
tog 1 == =r(Sp) jllog F ——"2)I=1(s,)
m=n+l Gy n m=n+1 Oy
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by (20). This shows by (19) and by condition (I11) that

n—-1 n-1
nr[— > M]sZr(sn)s2Kr(h+k)r[— > MJ
m=1 Em _ - _ m=1 Em

showing o
r(h+k)zL for n=23,...
2K

which contradicts condition (I). This completes the proof.

REmARK. The conditions (II) and (III) for Banach algebras with
involution satisfying the condition (I) are equivalent. This is indeed,
since (I1) implies (111) immediately by (I). Thus we have the followmg
result.

THEOREM 4. Let A be-a complex involutory Banach algebra, with unit
such that the conditions (1) and (111) are satisfied. Then A is a C*-equivalent

algebra.
We include a proof which use Baire category argument and sug-
gested by a proof of [5]. Consider H in itself as a real Banach space in

which the subsets _
(21) R(n)y = {heH :r(hy=n} (n=1,2,...)
are closed. Indeed, if A€/ such that & = lim &, with h,cR(n) then we

N> oo

have for any n =1, 2,
lexp (7 « h)||=|lexp ( [ hn)“ +i e i hyll exp (max ||o Ally [l By[l)
(22) .
since
lexp h—exp = 3 (j) Z Ilhf“"(h hy) by~ =

_]-
: =|h—hy,|- exp (max {[], ”hnH})
holds for any h, h,€ H. It follows that for any =0
llexp (i o | =r(fa)+ L] - Rall exp (|| (14 A1) =12+ &
s satisfied for fixed « if ||h,||<|lA|+1 and

lh—h<e ol =2 exp [—[af (1+[A)] -
holds.
This shows |lexp (i « h)||=n for any ai. e. the desired inequality r(h) =n.

Since H = GR(n) there exists an index n, such that R(n,) contains

n=1

a nontr1v1al sphere Z of center iy, Thus any A¢H has a form /& = —« b+

+a h, with some B €Z, « real; showmg by (1) that r(hy=K-r(hy) r(h)<
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=K.r(hy) n,, We have thus the result using the spectral radius for the
characterization.

CoroLLARY 5. Let A be a complex unital Banach algebra with her-
mitian involution. Suppose that A satisfies together with condition (IIT) -
the following: :

@3 () s(h) = sup flal < |al, = 1, ac AQ) <1 (heH)

condition, where A(f) denotes the real commutative Banach algebra
generated by & and the unit element.
Then A is a C*-equivalent algebra. '
Proor. 1t suffices to prove that the algebra A satisfies cond1t1on
(I). Given any h¢H and a real number « we have

llexp (i « h)||=2 max {||cos « ]|, ||sin « All}=
2 s(h) max {|cos « nl,, |sin « h],}=2 s(h) lexp (I « h)|, = 2 s(h)

which shows r(h)=2 s(h) for any h¢H as was required by (I) since
the spectrum of the element exp (i « h) has modulus one the involution
being hermitian.

ReEMARK. The condition (I) is a weakened version of the condition

(24) sup {2} : |h], = 1, heH} < =

for which see [10, Corollary 1}, [2, Theorem (3. 6)] or |8, Theorem (8. 4)]
At the same time condition 3° in Theorem 1 above may be replaced by (1.

Some homeomorphic *-isomorphic characterization gives the follo-
wing result for C*-equivalent algebras in abstract form.

THEOREM 6. Let A be a complex Banach algebra with unit element
which satisfirs the following conditions
(i) A = H,(A)+i H,(A) with
H(A) = {he A: r(h) = sup {{lexp (i « k) || : « real}< oo}
where H(A) is the set of Hermitian-equivalent elements in A,
@ity sup {lig|l :8€G(h, k)}< == (h, kEH (A))
where G (h, k) denotes the semi-group generated by
exp (i « h), exp (i B k) for reals o, §,
(iii) r(h+k)=K r(h) rk) (h, ke H,(A)) with some contant K not
depending on h, k. .

Then Ais a C*-algebra with some norm equzvalent to the original norm, the
involution of which is defined by (8).

Proor. It suffices now to prove that A has an involution for which
the selfadjoint part of A equals H,(A). For this we use the conditions
(i), (ii) and Hilfssatz 2 of [9] strowing that F;(A) is real linear manifold
in A such that
' i(hk—k hyeH(A) (h, keH(A))

" holds. Indeed, condition (ii) says in consequence of Lemma (2.7) of [3]
that h, k is Hermitian with some joint norm equivalent to the original
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norm such that [2, Theorem (3. 1) Jproves our statement. The condition
(iii) is necessary by the method of proof of Theorem 3 above.

We conjecture that condition (iii) is superfluous in Theorem 6,
This means that the following question is a more. weaker version of the
LB*-conjecture of H. BEHNCKE.

QUEsTION 7. Let A be a complex Banach algebra with unit element
satisfying the conditions (i), (ii) of Theorem 6. Is A a C*-algebra with
some norm equivalent to the original norm? .
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ON A PROBLEM OF ARAKI AND ELLIOTT

By
Z. SEBESTYEN
I11. Department for Analysis of the Edtvds Lordnd University, Budapest
' (Received February 15, 1973)
~In a recent a paper [1] H. ArRaki and G. A. ELLioTt proved the

following theorem concerning the definition of C*-algebras (see [1], Theo-
rem 2):

Let A be an involutory algebra over the field of complex numbers
with a complete linear space norm such that for all x in A
M) fc* xff = flac* |- ] -
Suppose that the involution x-—x* is norm- contmuous Then A is a
C*-algebra. ' . :

Here we mean under a C*-algebra a complex involutory Banach-
-algebra, the norm of which satisfies for every x¢ A (1) and

%) | e =[xl

The authors raised in [1] the following problems:

a) Is it necessary to assume the norm-continuity of the mvolutlon
in the theorem stated above?
b) Isit enough to assume (1) only for normal x, i.e. for Whlch x*x =
= xx* holds?

The last question is answered in the negative by the author in [10] show-
ing a counter example. It should be noted, that there exists a more simple
such an example. Namely, any full algebra B (H) of bounded operators
on a Hilbert space H, with the numerical radius as a linear space norm
defined for T¢B (H) as follows

¢ w(T) =sup {|(Te, &)| : € H, Je] = 1},

14 ANNALES — Sectio Mathematica — Tomus XVIII.
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is not a C*-algebra. Indeed, as well-known, for any T¢€ B (H)
: 1
O , - Tl =w(T) =T}

holds and w(T) differs from ||T|| in general. But they agree for normal T
as desired. Thus any maximal commutative selfadjoint subalgebra of
B(H) is a C*-algebra with the norm given by (3) and the whole algebra
is not at all a C*-algebra whenewer the dimension of H exceeds one (for
details see [2], [4]).
The purpose of this note is to answer the questions a), b) in case of -
algebras in which the spectral radius does not exceed the norm (at least
for normal elements). We obtain also a generalization of ARrRAKI and
“Erriort theorem mentioned above.
The algebra A denotes throughout this paper an algebra with in-
volution- (i.c. with an involutory automorphism (*) of period two) over
the field of the complex numbers. All norms are to be assumed only a
_linear space norm, not at-all an algebra norm, which known satisfies the
submultiplicative property |xy|l = ||x||-|ly| for any x, y in A. It follows
that the multiplication is not norm-continuous in general. :
In the hope of an affirmative answer to the problem &) the above
example suggests to the author that

©) ' [lc* x|} = [le*]]- [l

must be satisfied for any x in A. We see first that under this assumption
A is a normed algebra with continuous involution (see Lemma 2 below)
pointing out that multiplication with selfadjoint components is norm-
continuous in this case. :

In the first paragraph we prove lemmas necessary for later and a
theorem on a complex *-algebra with linear space norm to be a pre-C*-
-algebra, under the norm defined for x€ A as follows

(6) lxllo = lix™ x|/

The second paragraph contains the main rasults about the questions ra- .
ised by ArRAKI and ELLIOTT in [1]. We use the notation of the RICKART’S
monograph [9].

1. §. Lemmas and preliminary results

The first lemma gives sufficent condition under which a complex in-
volutory algebra may be a pre-C*-algebra with an appropriate norm given .
by (6), which agrees with the original norm for selfadjoint elements.
Here a pre-C*-algebra signifies a normed algebra, the norm completion
of which is a C*-algebra. The condition (i) and (ii) below are suggested
by (3.3) Lemma jn PALMER’s [6] and by PTAr’s ([8] (5. 7)). The involution
is called proper if x* x = 0 implies x = 0 for any x€ A.

.,}-

3
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LEmMA 1. Let A be a complex *-algebra with proper invelution

and with a linear space norm such that the following condltlons are
satisfied for x,y, h in A

(i) lxyll = |lyx) whenever xy (= y*x*) selfadjoint,
(i) [y y o] = 2|t x| fly* yes,

(iii) []x* xy y*|| = [lx* x|l [y y*{l;
(iv) Ih%] = |1l whenever (= h*) selfadjomt

Then A isa pre- C*—algebra with the norm given by (6).
Proor, Since for any x m A we have by (iv) that -
O A P L T I

we need show only that ||}, is an algebra norm: immediately homége-
neous and norm preserving for the involution because of (i), since

Hcllo = Il xlP72 = Jpoe |12 = J(ac*y* ¥ 12 = Jpey

[ LR o

implies
(8) S Xl = Ml (€ A

The submultiplicativity of | .|, is seen as follows in view of (1) (iii), and
(8) we have for any x,y€ A that ,

S5

© ny’llo ly* (e x )l = [t xyy*]]llﬂ = Hx* x| Ilyy’"ll”2 = IIXIIo IIJ’HO

It remains still the proof. of the subadditivity: using (iii) we have for any
X, ¥ in A:

Ix+I§ = IC*+3%) (X+y)ll = [x* XI!+lly*yll+HX*y+y* =

| = -+ Iy 1B+2 [l e
which gives the desired inequality

‘ 2+ Yllo = [Pello + 11y 1l -

Finally |x]l, = 0 means x*x = 0 implying x =0 as was claimed. The

identity ||h]l, = ||A]} (h = h*) follows 1mmed1ate;y from (1V) ho
REMARKS. 1 The condition, that for any x in A’ o
(iiy* _ Pt %) =2 et bl

holds, is a stronger version of Lemma 1 (11) in case 1f A has not an iden-
tity. It implies automatically that the involution is proper. Indeed, as-
summing (ii)* we have for any x in A that i

[ = - x40+ 09 = P 4 e = 2

14%
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2. If we assume also (5), then for any x¢ A we have
Il = ¥ x]2 = (e )2 = % (,“x*”+ [lell) = max (fl*], llx{)) -

(11)
In this case the norm-continuity the involution implies the equivalence
- between ||-||, and the original norm. -

We prove in.the followings that (5) implies the existence of an algebra
norm on A equivalent to the original norm for selfadjoint elements,
under which the involution is continuous.

LEmMA 2. Let A be a *-algebra with g linear space norm satisfying
(5). Then A is a normed atgebra with continuous involution.

Proor. We prove first that for any selfadjoint A, k in A

(12) Kl = 4 1Al i

holds. To see this consider the identity [1], (3) with x, y€ 4; ¢, d complex
numbers

3 ’ .
(13) dedxy = > i"(dy*+/ 7, cx)(dy+i"ex¥)
n=0 .
forx=h,y=k, ¢=|h|"%, d= |k}t (if &0, k 5 0). Using (5) and the
triangle inequality we obtain immediately (12) as was claimed. We can
so define for A a linear space norm as follows. Let x = h+ik, with sel-
fadjoint h, k, be a general element of A. Then

Wi+ ik||, = L sup {| cost —ksint||+||sinf+ kcost| : f real number}

¥2
(14)
defines a linear space norm, which satlsfles
15 —h+k = |lh+ik)ly =< ||A]|+ k||,
(15) V3 (LAl + N1k . I lle = [l + K]
Ml = A0

For details see [9] p. 7, where this norm is used for the complexification of
a real Banach space. Easy to see that the involution is isometry under this
norm. Further on, with y = [+im; |, m selfadjoints; we have by (12)

locylly = [Vl — kil + am + kij| = 4 (il + K] (1 4+ imll) =

(16) = 8 [lxlly [I¥lly -

This shows that the multiplication is continuous with respect to the I1-norm.
It follows that the norm of the extended left regular representation on A
with the 1- norm, defined for x in A as

17)  |ixlly = sup {Jd x+ll; : 4 comlex number, ye A; |2] +yll, = 1)
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is an algebra norm equivalent to the 1-norm. The following easy inequalities.
(18) [l = lIxlly = 8 |lxll, for x€A

show thls together with the norm- contmulty of the involution under
the 2-norm. The proof is complete.

We shall denote by o, (x) the spectrum of an element x of the algeb-
ra A. The spectral radius v, (x) is defined then by

VA (x) = sup {|A] : A complex number, A€o, (X)}.

The 2-norm gives us now an other spectral radius for x¢'A as
(19) v (x) = lim [l

n—>co

This later spectral radius agrees with v 5 (x), where A is the 2-norm cbmp-
letion of the algebra A. It follows that for any x¢ A

(20) | () = 1, (%)

holds.

Now the following theorem is obtained by the preceding lemmas.
This yields an answer to the question @) under natural additional con-
dition on the spectral radius, which holds automatically in case of an
algebra norm.

: THEOREM 3. Let A be a complex *-algebra with linear space norm satis-
Jying (1) for every x¢ A. Suppose further that :

()= Il
holds for any x€ A. Then A is a pre-C*-algebra.
Proor. We have from (20) by the assumption
2D ' v (0 = x|

for any xc A.
On the other hand the above spectral radius under (19) can be com-
puted for any selfadjoint element i (= A*) in A as follows

(22) v(h) = lim [R2"37" = Lim [A2")2 7" = ],

since Lemma 1, (iv) gives by induction for any n=1,2, ... and for self-
adjoint A

(23) ' 172" = [[hf2" .

Now Lemma 1, (i) is seen as follows: let h = xy the selfadjoint element,
then using (21), (22) we have the desired inequality

lyxll = v (x) = v () = » (B) = [l = [lxyl] .~
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To prove Lemma 1, (iiiy we show first that the following inequality
(24) et )2 oy = eyl

holds for any x, y in A and for every n=1,2, ...,

~For the case n= 1 Lemma 1, (i) gives

IO x) vy = lIy* F x )] =[xyl -
Thus using also (1) and (8) we have by induction

H(X* x)zn (y y*)2n” = [t x)z("fl) (y y*)z(nkl)-(y y*)2<n_1) (x* x)z(n-l)” —
o= et 02 (RO R ek 02 =
= [Pyll2” - y* 2" = oy

which was claimed. It follows using Lemma I, (iv) beside aboves, fi-
nally that

AT IR = e 2Ty ) =
= )2 Gy = eyl
holds for any n= 1,2, ..., which implies after all (9) {xyl, = [|x|10]ly|‘0
and so Lemma 1, (111)
Finally we need show Lemma 1, (ii). To see this we use a sllghtly

modified ergument of Palmer used in the proof of ([6] (3.5) Lemma)
showing first the inequality

(25) NG )20 (2T = IR IV (x, € A)
for any n= 1,2, .... Since by Lemma 1, (i), (iii) for n =1
ey y* = lyy* xx¥f = (x| ly v = IxlE y1g

holds, we have by mduc‘uon also
o Y % ) = G P 0 ) [ (et ) =
= 6% 2" (% P yE PV (e PO =
= IR IYI" I 08" [l = Iia™ - Iy m = 1,2,
which shows our statement.

Now we conclude from (21) by (1) and using that, as well- known
(with continuous involution), » (x) = » (x*) holds, that for any xc€A

(26) v (&)= (M) p QN2 = (k| [ = Yt xie = uxuo
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This implies, using that for any e= 0 there exists an 7 such that

It )2y = (v (o p)2+6)2 7,
and )

I* P = (v (y* )2+,
from (1‘8), (26) and (25) the inequalities
IGe* ¥l = (G (* y4e) ™0 = (Iy* ok yl| #2277 =
= (B Iyl +e)2 7,
I %)l = (Il llylig + )2 .
These give by (25) and by (18)
16y 4 (Y = ~
= IO 2"+ 7 0"+ (e T (R R e )Y =
= 6 P+ 0 02+ 23" IR = 4 Q" Iyl + )2,
and usingA induction _
I "+ (02 = 2 (el Iyl + )2
for k=n,n—1,...,2,1. The k = 1 case gives
(27 I6e* y)+(r* )21 = 2 [xI3 1l

since e was arbitrary positive number previously. Thus (27) allows us
to prove (ii) in Lemma 1 using Lemma 1 (iv) as follows:

e p % x| = [ y)*+ (¢ 0+ (F 9) F 0+ 0 0) (F )| =
= (IO P2+ G IO v) 0 N+ I ) (X p)) Y2 = 2l T -

We conclude so in consequence of Lemma 1 that A is a pre-C*-algebra
with norm given by (6). It suffices now alredy to prove that the origi-
nal norm agrees with this norm. For normal x it is seen as follows: ||x[|,,
~ as the spectral radius of x with respect to the |- [,-norm completion B
of A, satisfies by the assumption

(28) , [xllo = v (x) = IIx]l -
The easy conclusion ||x*|| = ||x|| gives at once |jx*|| = ||x|| and so
o xllo =[xl

for any normal x¢ A. In contrast to (28) we shall prove
(29) |l = |x|l, for any x€A
which gives also equality here in an analogous manner.
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Let xc A and &=0 be given. Since B is a C*—algebra, we can take
a unital C*-algebra B, containing B isometrically *-isomorphically as a
subalgebra, if B does not contain a unit. We have then by (J6], (3.7)
Corollary) the following expression for the norm of x¢ A

nxuo=inf{]21|u x = _2 4y € By, uyt = by = 1;

(30) A complex number (j = 1,2, ...,n);n=1,2,.. i}

where B, denotes also B if B is a unital algebra.

It follows that v;=1—u; (j=1, ..., n) are normal elements in B
such that » :
x= 2 (—lj)vj,
i=1
being
| n
3 A=
j=1
if B has not a unit. Suppose that
n
AV .
holds with some {4, ..., A, 4y, ..., U,} in (30) Choose now normal x,€ A

such that .
Ixflo =1 and fx;—ully<ef(ixlo+e) or |x—vilg=e/(lxf+e)

are satisfied for j= 1,2, ...,n. We have then by (10)
|

;]x - 2 1ij

j=1

—=

0

n
=2ilx— 3 A;x:
j=1

n
, =2 3 4l lIx—=ully or lx;—vile} = 2
j=1
so that .

n n n
x| = jlx — 3 A+ 3 1]l <= 2+ 3131 =< [xoll + 3e
S R R B i=1
holds since |ix;f| = llx}llo = 1 here for j=12, ,n. This shows (29)

completting the proof

REMARKS 1. Since A is a pre-C*-algebra with the norm given by
(6), in place of Lemma 1 (ii) we have (11)* (more general see [8, (5. 7)])

by (22).
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2. The continuity of the involution in the form

\ ¥ = K ||x| (x€ Ay, K=0 const.
implies by (10) and (11) at once o -
IV (1/2) |xll = [Ixlly = (1+K) x| for x€ A

showing the equivalence between these norm. This was almost the Part
I. of the proof of [1], Theorem 2.

2. §. Main results

We obtain first a result under a metric type condition, (26), which
is more weaker than the previous natural condition on the spectral»
radius.

COROLLARY 4. Let A be a complex *-algabra with complete linear
space norm satisfying (1) and (26) for every x€ A. Then Ais a C*-algebra.

Proor. We shall show first that A is a C*-algebra with an equivalent
norm defined by (6). Since (1) implies that the involution is proper and
isometric with the norm | .|, we need prove the submultiplicative and
the subadditive property of this norm. Let x, ¥y be in A given. We have
then by (26), (22)

Iyl = [ly* x* xy) = » (p* (x*xy)) = (x* Xy y¥) =
= x*xyy*lo = [y y* (x* x)* y y*|*>. '
Suppose now that for some n
(32) Tyl = Iy y= ™ (e 2" (y y*)z(” D)
then again
eyl = v (ry2 ™ (e (p y PR =
= 2 (C*)" YT = e (I =
= 0y (e y*)z”uz‘(”“’

An induction argument proves (32) for any n=1,2,.... It follows by
(1) and (12) that

Ix I3 = MGy (% 2™ P [ x>2‘“‘” Gy =
= Iy e I ok T (p TR =
= 427"y y TR ek 0
Sk )T Yy R e = 42 g e

holds for any n giving the desired |[xy|l, = |Ix]ly- [[¥]l,» To see the sub-
additivity let us show (25) for any n=1,2, ....
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First (26), (22) and (9) gives
¥y y* ] = (e y y*x) = x* y ¥ xfy =
= ey iyl y*lo I = Il - 1713
~ assumming now (25) we have by (22) and (1)
6% 2" (P = » () (7 2" =
(G T i B (VS N G D

= 6 % (e )Y =
= Hx[lz” . ”y“z” “y“zn f!X“Qn ”y|l2(n+1) f|x||2(n+l)

and mductlon applles to have (25) for n = 1,2, .... We can go on the
line of the proof of Theorem 3 to show the de31red subaddltlve property.
We need also only show that the norm |- ||, agrees with the original norm

for every normal element of A and the proof of Theorem 3 gives the
desired assertation. But since || ||, is a pre-C*-norm, : :

REMARKS. 1. after Theorém 3 shows (ii)* and (10), which implies by (1)

(33) e =2 )
and so .
(34 | Ixl = 2{lxfly = 4 ix]

for every xc A, giving the desired equivalence. Then ([1] Theorem 2)
gives the assertation. '

2. The assumption (26) means in other words (by (22))
p(x) =v(x*x)2 for x€A

which characterizes the hermitian *-algebras, i.e. complex invol.utory
algebras every selfadjoint element of which has purely real spectrum
(see PTAK’s [8]). This shows also that (26) is an algebraic condition in

A, the 2-norm comletion of A.
We conclude with a theorem, which generalizes all known theorem
concerning definition of C*-algebras with the B*-condition (1).

THEOREM 5. Let A be a complex *-algebra with' complete lmear space
norm satisfying

®) oc* x| = [x*- ix]] for each x€ A,
¢ [Jc* i) = [e*|] - 1[I

- (26) v()=Ixly )
Then A is a C*-algebra.

for every normal x¢ A.
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ProoF. The first step is the proof of the statement for any maxi-
mal commutative selfadjoint subalgebra C of A. The proof of Corollary
4 shows that C is a pre-C*-algebra with the equivalent norm given by
(6) so that (33) and (34) holds for any normal x¢ A. We give also a direct
proof of (9) and (ii)* for x, y€C (giving (33)—(34) for normal x).

First we have by (2 )

I yllo = lly* x* x y|!/* = » (y* x* xy)1’2 =y (XF )Py (yF e = Hxllo [¥llo
and also by (23)

[Pe3¥[] = [l + ()4 2% X2 = (20 ()42 I}XH%)lv’2 = 2|,

It follows that C closed in A, being the multiplication continuous in C
as a consequence of .

(35) Ixyll = 4-3jxjfiy] for x,yeC

which follows from [10, (14)]. Thus Corollary 4 or ([1] Theorem 2) im-
plies that C is a C*-algebra.

We show secondly that A is a pre-C*-algebra. This is done in con-
saquence of ([7] 12 Corollary) by showing that the set ‘

(36) {él (ihynt:heA, h* = il

J

is bounded in A, the completion of A in the 2-norm given by (17). Since
for any normal x¢ A we have by (15) and (ii)*

1 1 x+x* flx—x*)
. - Y IR ”] -
il = 7= = I = [l = H =
37 , = 16 jxlly = 16 fixf}
thus for any selfadjoint he A
1/" nynl|| = { > (ih)n/mi =16 iy n! | = 32
in= 2 ‘

holds, being the C*-norm of a quasi-unitary element less or equals 2.

Then an ergument of the proof of Theorem 4 in [7]-given 32 for
bound of the set in (36).

The norm under which A is a pre-C*-algebra, must be agree for
xe A with » (x*x) = ||, as well-known. To see that this agrees also
with the original norm on A, we show (29) as before in the proof of Theo-
rem 3. In case if A has an identity, the pre-C*-norm can be computed

by the following expression
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n n ~ ~ - ~ ~
Ayl ix = 3 Aexp(ify), hie A, by = ¥
i=1 j=1

lcllo = inf
)

(38) G=1,2...0n n=12.\

J |
for xc A, as ({6] (3.7) Corollary) ensures. Thus for arbitrary e = 0, if

n

> 1yl < Il +2i2 -

=1

holds for some {4, .. %, A5/, ..., fi,) in (38), and normal x,€ A are choosen
such that : » o :

fll-= ”xj”o': 1, ‘ij—exp'(iﬁj)llz = ¢/212 Sy G=12,...,n)
B ,
are satisfied, we have '

x| = ix_—_z % x,-“+ =

i=1

= V2 5 135 lexp (i) = xfla+ 3 1] lexp (i) —xfl, +
j=1 j=1
£ 3yl = I te
j=1

showing the desired |x{| = |jxlj, being e arbitrary positive number. In
case if A has not an identity, similarly

= int] 3y x = 33y 3 hymis hyeds =
: j=1 j=1 Tm=

G=1,2...,1) n= 1,2,...}

holds and (29) can be proved analogously. The proof is complete}

REMARKS. 1. Theorem 5 yields a weakening of the definition of C*-
-algebras, generalising the GLiMM — KADISON theorem [3] and its exten-
sion to the nonunital case by ELriort [5]. S '

2. This generalizes also the Araki— ELLIOTT theorem, since the lo-
cally continuity of the involution (see [9]) gives by (1)

va (%) = IIxlly :
for any normal x¢ A giving by (20) also (26). Indeed, the locally conti-
nuity of the involution implies by (5) and (13) the continuity of the
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multiplication in any maxir'nalbcomlmutative selfadjoint subalgebra C
- of A, as was seen generally in [10]. Then

(39) C pa(x) = lim |xnrn

holds for any normal x¢ A. But for normal x€ A by (1)
G 127 = IxIg™ (= 1,2, ...)

holds, implying

(40) C va (a0 = ||} for normal x4,

Since v, (x*) = v, (x) holds known, we have from (40) by (39) then the
desired v, (x) =< ||x||, for any normal x¢ A.
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