




























































































































































































































































































ON A CHARACTERIZATION OF LIPSCllITZIAN OPERATORS 

holds for two functions g, h E N BV!a, b], where 

J(t,y) = lim /(t - s,y) 
s-+O+ 
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is the left-continuous regularizat.ion of /. Moreover, the Lipschitzian 
condition (1) implies that f itself is of the form (2) if for each y E R 
f(-,y) E NBV!a,l>]. We remark t.hat a. similar results holds true for 
the superposition operator in the space H BV of functions of harmonic 
bounded variation. 

4. It is easily seen that Theorem remains valid, if one changes la, b] for 
(a,b), where -oo <a< b < oo. However it is no longer true for the case 
a = -oo or b = +oo. To see this consider the Banach space BV2ll, oo) 
equipped with the norm 

m lu(t ·)- u(t ·_t)j2 

llull2 :: lu(l)I +sup L f 1 I 
T j:l tj - tj-1 

where the supremum is taken over all systems r = { (t j-1itj)}j';1 of 
pair-wise disjoint bounded subintervals on 11, +oo ). 

Let the functions f and u be defined by f(t,y) := t113y (t E 11,+oo), 
y ER) and u(x) := x 113 (x E 11, +oo)). We have that f(t, y) = g(t)y+h(t), 
where, g(t) = t 1/3 and h(t) = 0 both belong to BV2ll, +oo). 

Since F(u)(t)=t213 (t E {1,+oo)), F(u) does not belong to BV2ll, +oo), 
it follows that F does not. map BV2!l, +oo) into itself. 

5. Theorem shows that, loosely speaking, it does not make a sense to 
apply the contraction mapping principle globally to nonlinear problems in 
nv;ia, l>] involving superposition operators. 

I am grateful to Prof. F. SZIGETI for his helpful suggestion. 

Research partially supported by Fundacion Gran Mariscal de Ayacucho 
and Consejo de Desarrollo de la Universi<lad Central; Venezuela. 

References 

(1) CYBERTOWITZ, Z.; MATUSZEWSKA, W.: Functions of bounded generalized 
variations, Commeut. Math. 20 (1977), 29- 52. 

[2) HERDA, II. II.: Modular spaces of generalized variation, Studia Math., 30 
(1968), 21-42. 

[3] MA1, 1GRAN1>A, L.; 0n.LIC7., W.: On some properties of functions of gener­
alized variation, Mh. Muth., 104 ( 1987), 53--65. 

[4] M ATl<OWSK 1, J.: Fmu:tional cqnat.ious and Ncmyt.skii opcrntors, f<imk1:. 
Ekv<icioj, Ser. Int., 25 (1982), 127- 132. 



144 NELSON MERENTES 

[5] MATZl<OWSl<I, J: Form of Lipschitz operators of substitution on Banach 
space of differentiable functions, Zsezyty Nattk. Politcch. Lodz. Mat., 17 
(1984), 5-10. 

[6] MATZI<OWSKI, .J.; Mis', J .: Ou a characterization of Lipschitziau operator 
of substitution in the space Bl7(a, b], Math. Mech., 117 (1984), 155- 159. 

[7) MEDVEO'Ev, Yu. T.: A generalization of certain theorem of lliesz (Rus­
sia.n), Us11ehi Math. Nauk, 8 (1953), 115--118. 

[8] F. SZIGETI: Multivariable composition of Sobolev functions, Acta Sci. Math. 
Szeye<l, 48 ( 1985 ), 469- 4 76. 

[9] F. SZIGETI: Necessary conditions. for certain Sobolev spaces, Acta Math. 
Hung., 47 (1986), 387-390. 

[10] F. SZIGETI: Composition of Sobolev functions aud applications, Notas de 
Matematica, Merida, Venezuela, 86 (1987), 1- 2.S. 



ANN ALES UNIV. SCI. BUDAPEST., 34 (1991), 145- 154 

FUNCTIONS OF BOUNDED (c,o,2)-VARIATION 

By 

NELSON MERENTES(*) 

Ce11tral Univernity of Vr.uezuela, Caracas, Vc11czucla and 
L. E0tv0s University, Budapest, ll uugary 

(Received February 1, 1991} 

I ntroduction 

In the past ceutury, about. 1880, iu [4] G . JonDAN introduced the 
notion of a. function of bounded variation and established the relation 
between these functions a.nd the monotonic ones. Later on the concept 
of bounded variation was generalized in various directions. In 1910 in 
[6], F. RtESZ defined the concept of bounded p-varia.tion (1 ~ p < oo) 
and proved that, for 1 < p < oo this class coincides with the class of 
functions f, absolutely continuous with derivative!' E Lp[a, b]. Moreover, 
the p-va.riation of a. function f on [a, b] is given by llf'llj,p[a,b]' that is 

Vp(f; [a, b]) = llf'lli,p[a,b]' 

In the year 1953 in [5], Yu. T. MEL>V~D'EV obtained a. generalization 
of boun<le<l 1>-variation, introducing the concept of hounded ip-variation, 
where 'f' is an arbitrary '{'-function, aud proved that, a function J is of 
bounded cp-variation on [a, b], if and only if, f is absolutely continuous 

b 

on [a, b] with derivative f' such that J 'f'(IJ'(t)l)dt < oo. Moreovel:, the 
a . . . ·: · 

b 
rp-variatiou of a function f on [a, b] is given by J c,o(lf'(t)l)dt, that is, 

a . 

b 

Vip(f; [a, b]) = j <t>(IJ'(t)l)dt. ··, . 

a 

(• ) A research parUy supported by the Fundacion Gran Mariscal de Ayacucho and 
Lhe Consejo de Desarrollo de la Universidad Central de Venezuel~. 
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In the year 1908 in [2] <le la Vallee Poussin obtained a. generalization of 
bounded variation, introducing the concept of bounded second variation. It 
is known that, if a function f is of bounded second variation on [a, b], then 
f is absolutely continuous on [a, b] and can be expressed as the difference 
of two convex functions. 

In the present pa.per we introduce the concept of bounded ( cp, 2)­
variation in the sense of Riesz-de la Vellee Poussin and prove a charac­
terization of the class A~[a, b] in terms of this concept, where A~[a, b] is 
the class of functions f for which f , J' are absolutely continuous on [a, b] 

b 
and J cp( If" ( t )l)dt < oo. Moreover the (Cf', 2)-variation of a function f on 

a 
b 

[a, b] is given by J cp(j/"(t)l)dt, that. is 
a 

b 

V~(f; [a, b]) = j ep(jf"(t)l)dt. 

a 

The obtained characterization can be considered as a "natural" gener­
alization of that given by F. RIESZ for the class Ap[a, b] and by Yu. T. 
MEDVED'EV for the class A<p[a, bj. 

Section 1. 

In this section we introduce some definitions and known results con­
cerning the Riesz Cf'-variation and the de la Vallee Poussin second-variation. 

By a Cf'-function we mean a uou-decreasing continuous function <p : 
[O, oo) -+ [O, +oo) such that ep( x) = 0 if and only if x = 0, and cp( x) -+ +oo 
as x--+ +oo. 

Let f be a function on the interval [a, b]. For a <p-function <p and a 
partition 7r : a = to < ... < t,;1 = b of [a, b] denote . 

The number 

V<p(f) = Vip(f; [a, b]) := supuip(f; 7r), 
11" 

where the supremum is taken over all partitions 7r of [a, b], is called the 
Riesz cp-variation off in [a, b]. 



FUNCTIONS OF BOUNDED (<p,2)-VAIUATION 147 

In V<p(J) < oo, the function f is said to have bounded (or finite) Riesz 
<p-variation. By Rip = Rp[a, b], we shall denote the set of all f on [a., b] 
such that Vip(.f) < oo, and by R~ = R~(a, b) the set of all f on (a, b) such 
that >..J E R'P for some>.. > 0. 

If <p is a convex <p-function, then R~ is a Dana.ch space with respect to 
the norm 

11/llip := lf(a)I +inf { e. > 0: Vip (f; [a,bJ) S 1}. 

The following properties of Riesz <p-va.riation are known. 
Let <p be a convex cp-function which satisfies 

(1.1) lim <p(x) = r < oo, 
x-+oo x 

and f E R~([a,b]) such that f(a) = 0, then 

llfll<p S rV1(.f) S r(<p-1(1) + (b - a))llfll<p, 
1n 

where V1(f) :=sup L l.f(tj) - f(tj_i)I. 
?I' j=l 

Consequently if <p is a convex <p-function which satisfies the condition 
(1.1), then R~[a, l1J = BV[a, bJ. 

In the following we shall need the condition 

(091) lim <p(x) = +oo. 
x-+oo x 

For a convex <p-function <p which satisfies the condition ( oo l ), the 
following properties of Ricsz <p-va.riation are known (see [1) or [5J). 

LEMMA 1.1 (Medved'ev [5)). 
1. If V'P(f; (a, b)) < oo, then f is absolutely continuous on [a, b) and 

b 
J <t>(lf'(t)l)dt S V'P(J; (a, b)), 
a 

2. If f is absolutely continuous function on [a, b) and 

b b 

j <p(lf'(t)l)dt S oo, then V'P(J; [a, bl) S j <p(lf'(t)l)dt. 
a a 

REMARKS 1.1. l. ·This lemma is a generalization of the so-called Riesz 
. lemma for the fund.ion f with bounded p-variation (see (6)). 

2. In [5], the lemma 1.1 was stated in the following equivalent. form: 
The function f belongs to the class ll<p[a, b] if there exists a non-negative 
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constant ]( > 0 with the property: For a.11 partitions 7r : a = to < .. . < 
tm = b of [a, b], the inequality 

holds. Moreover , the best constant K, satisfyiug this inequality is J.; = 
b 

= f cp( If' ( t )l)<lt. . 
a 

In 1908 ([2]), de la Vallee Poussin introduced the class of functions of 
bounded sccond-va.riation in the following form: Let f be a function on 
[a, b]. For a given partition 7T : a = to < ... < t 111 = b of [a, b] , let 

The number 
V 2(!) = V 2(!; [a, b]) := sup 11

2(!; 7T ), 
1r 

where the snprcmum is taken over all partitions 7r of [a, b], is called the 
de la Vallee Poussin second-variation of the function f on [a, b). 

If v2(!) < oo, the function .f is said . to have boun<le<l (or finite) 
second-variation and write f E BV2[a, b] . The following results are also 
known (see ·[8] or [9]) . 

LEMMA 1.2. If V2(.f; [a, b]) < oo, "then there exists a · non-negative 
constant L such that 

· lf(:i:) - f(y)I ~ L(x - y) (:t:, y E [a, b]). 

LEMMA 1.3. If V2(!; [a, b]) < oo, then f can be expresse.d as a differ­
ence of two convex functions. 

REM Alli< l. 2. From the standard properties of convex. functions) see, 
e.g. [3], p_. 271, p. 300]) we have the existence of the right-hand derivative 
J+(xo) and the lert:-liand derivative .f~(xo) for all xo E (a, b). ·. 

\. 

Section 2~ 

. In this se:ctioi1 w'e'' ~1ifro(l~c'e Jlie ~iotion fuesz-<le la Val~ce Po4s~in­
Orlicz ( <p, 2)-variation and we give a result similar fo Me<lved'ev lemina 
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1.1 , for the class A~[a,b] offunctions J such that f an<l J' are absolutely 
b . 

continuous ou [a, b] an<l J <p(jj1'(t)l)dt < oo. 
(1 

Let f be a fu11ction on [a, bJ a.nd a convex ir-function which satisfies 
the condition ( oo !). For a given partition 7r : a = to < . .. < tm = b of 
[a, b), let 

(1~u; 7r) := 'I:1 

<p (I . .r(tj~ 1 ) - ~(tj) . 
j=l (tJ+l - tl_i)(tJ+l - t}) 

f(tj) - f(tj_i) I) I I - t·+i-t· l 
(tj+ I - tj- J)(tj - lj-J) J J- . 

The number 

v;(J) = v;u; [a, b]) :=sup (1~(!; 7T ), 
ir 

where the supremum is taken over all partitions 7r of [et, b], is called the 
Riesz- de la Vallee Poussin- Orlicz (If, 2)-variation of the function f on [a, b) . 

If V:j(f) < oo, t.h{;! functfon f is said to have bounded (or finite) 

( ~' 2)-variation and write f E BVJ[a, b]. 

LEMMA 2. 1. If VJ(!; [a, b]) < oo, then J has bounded second-varia.tiou. 

PROOF . Let 7T : a = to < · : . . < tm = b be a partition of [a, b] , since 
ir satisfies the cor~dition ( 001), then giye 1· > 0, there exists a xo > 0 such 
that if x ~ xo, then <p(x) ~ rx. 

Defined the set ex0 by 

e:i:o = {j = 1, 2, . .. ,1n - 1: 'f(tj+i) - f(tj) - J(tj) - f(tj_i) I ~ 
tj+l - tj tj - t j - 1 

~ xolti+I - ti-d } , 

then 
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If j E ez0 , then 

'

f(tj+l)-f(tj) J(tj)-f(t;_ i), 1 
------~- >xo 

t;+l - tj tj - t;- 1 ltj+l - t;- 1 I - ' 

hence, for all j E ex0 , we have that 

then 
r lf(t;+i)- f(t;) _ f(t;)- f(t;_i), < 

t;+1 - t; t; - tj-1 -

<it ·+1 - t ·lip (I f(tj+i) - f(t;) - f(tj) - f(t;_i) I) 
- J J (tj+l - t;_ i)(tj+l - t;) (t;+1 - tj_i)(tj - t;-d 

(j E ez0 ). 

Hence 

then 

V2(.f; [a, b]) $ xo lb - al + ~ V2(J; [a, b]) :::; oo. 
7· 

By lemmas 1.2, 1.3 and the above lemma., we obtain that 

ConoLLAllY 2.1. Let <p he a convex <p-fuuctiou which satisfies th<~ 
condition ( 001 ). If \,r;(f; [a, 11]) < oo, then f is absolutely continuous on 
[a,b]. 
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COROLLARY 2.2. Let <p be a convex <p-function which satisfies the 
condition ( oo l ). If VJ(!; la, b]) < oo, then f can be expressed as a 
difference of two convex functions. 

LEMMA 2.2. Let <p be a convex cp-function which satisfies the condition 
(001). If VJ(!; [a,b]) < oo, then we have the existence of derivative J'(xo) 
for all xo E [a, b]. 

PROOI'. By corollary 2.2 and the remark 1.2 we have the existence 
of right-hand derivatives J~(:i:o) (:1:0 E [a., 11)) and left-hand derivatives 
J~(:ro) (xo E (a,b]). Suppose that there exists xo E (a,b) such that 
f~(xo) - f~(xo) i= 0. By the definition of (cp, 2)-variation, we have that 

v;u; la, b]) ~ 

~ J,~t (1 2~i (f(xu + hli - f(xo) _ f(xo)- ~(xo - h)) I) 12hl = +oo. 

Hence, V:j(J; (a, b]) = +oo, consequently the function f has derivative 
!'(xo) (xo E [a, b]). 

LEMMA 2.3. Let <p be a convex <p-function which satisfies the condition 
(001). If VJ(!; [a, b]) < oo, then / 1 E R[a,b]. Moreover 

b J <t>(lf"(t)l)dt s v:;(J;[a,b]). 

a 

PROOF. Let 7r : { ( aj, bj)} J~o be a system of pair-wise disjoint subin­
tervals of [a, b] . Let h > 0 such that 0 < h < min{lbj - ajl}j1;0. We 
hPe . 

~ (lf(bj+h)-f(bj) f(aj+h)-f(aj)l)i I 
~<p - b·+h-a· < 
j=l h(bj+h-aj) h(bj+h-aj) J J -

s vJu; [a, b]). 

Hence 

lim f <p (lf(bj + h)- /(bj) - f(aj + h)- J(aj)I) lb·+ h - a·I < 
h-+Oj=l h(bj+h - aj) h(bj+h- aj) 1 1 -

s vJ(!; [a, b]). 
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Consequently 

111 ( l/'(b·)- !'(a·) ) 
sup L 'P it-- ·I J lbj - <tjl $ v;u; [a, Ii]), 

11' j=l J a, 
then , by the Medved'ev lemma 1.1, we have that 

b 

j <p( 11" < t)l)<11. s v;u; (", 1i]). 
a 

The class A~ [a, b) is defined in the following form: f E A~[a, b] if f , f' 
b 

are absolutely continuous and J 'P( lf'1(t)l)<lt < oo. 
a 

By the lemmas 2.1 , and 2.3, we have tha t if V,)(f ; [a, b]) < oo, then 

f E A~[a, b]. Now we have the following. 

LEMMA 2.4. Let <p be a convex <p-function which sa tisfies the condition 
(001) . If J E A~[a, b], then 

b 

vJu; [a, bl) ~ j iy(l f" (t )l)<lt. 
a 

PROOF. Let 7r : a = to < ... < tm = b, be a partition of [a, b] , since f is 
absolutely continuous, by a variable change, au<l hy the Jensen inequality, 
we have that 

'P ( 1 I /(tj+l) - f(tj) - f(tj) - f (tj_i) I) It ·+1 - t ·-ii< 
ltj+l - tj-d tj+l - tj lj - l j - 1 J J -

t;+1 

$ J 'P ( lt · ~t · 1 lf'({j+1,j )- f'({j,j - i) l)d{, . 
J+ l J - 1 . 

';-1 

where 
t ·+i - t · 

{ ·+1 . := ) J (( - t ·- 1) + t . 
J ,) lj+1 - tj-l J } 

and 
lj - t;- l 

{j,j - 1 := ({-tj_i)+tj-1· 
t;+1 - t;- 1 
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Now, by the Jensen inequality aud since /' is absolutely continuous, 
we have that 

tp ( 1 l/{tj+i} -J(t;) - f(t;) - f(t; _ i) I) It ·+1 - t ·-ii< 
lt;+1 - t;-11 tj+l - t; t; - t;-1 J J -

< '7'~ (1t;+1 ~ t;-11 (71,;l/'(t)ldl) d~ $ 

'1- t {j,j-1 

t;+1 

$ J 'f' ct;+l ~ t;-i(:;~: 1J''(t)ldt) d{ $ 
t;-1 

t;+i t;+1 t;+i 

$ j I 
1 

t I j 'f'(lf"(t)l)dtd~ $ j 'f'(l/"(t)l)dt. 
t;+1 - j - 1 

t;-1 ';- 1 t;- 1 

Hence 
b 

v;(f;(a,b]) $ j 'f'(lf"(t)l)dt. 
a 

From lemmas 2.3 and 2.4, we obtain 

THEOREM 2.1. Let c.p be a convex c.p-function wliicli satisfies the con­
dition ( oo i)· A real function J defined on tlte interval [a, bJ belongs to the 
class A~[a, bJ if aJ1d ouly if VJ(!; [a, b]) < oo. Moreover 

b 

v;u; [a, b]) = j ip(lf"(t)l)dt. 
a 

I am grateful to Prof. F . SZIGETI for calling my attention to the 
problem and his helpful suggestions. 
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The aim of this paper is to prove existence of weak solutions of elliptic 
varjational inequalities with respect to the partial differential operator 

n 

(0.1) A(u) := - Lai[fj(x,u,81u, . . .' ,onu)J+ 
' j=l 

+ /o(x, u, 81u, ... , 8uu) + g(x, u(x)) =Finn. 

The solution of our problem can be considered e.g. as weak solution of 
the equation A( u) = F with nonlinear aud nonlocal boundary condition 

(0.2) Ov•U - h1(x, u(x)) - h2(x, u(~(x)) ~ 0 on an; 
u ~ o on an; 

u[ovrn - h1(x, u(x)) - h2(x, u(4?(x)))J = o on an . 
where n C Rn is a possibly unbounded domain with a ·possibly unbounded 
boundary an, and 

Tl OU 
OvHl := 2-:,fj(X ,U, Opt , ... ,Onu)~Vj on an, 

. ji:::l . x, 
v; denote the coordinates of the normal unite vector· oi1 00. 

~is C1-<liffeomorphism in a neighbourhood of 00 such that ~(ofi) C 
n. It must be emphasized that functions g1 hi satisfy the sign conditioris 
g(x,11)11 ~ 0, h1(x,17)17 ~ 0, but in 17 no growth restriction is imposed on 
them. · . ' · · · 

The solution of o:ur problem can be considered also <!-8 weak solution of 

(0.3) A(u) =Fin H+, u > 0, 

where n+ c n, s = an+\ '!H; uls = Ov•Uls = 0, 

tt(Ov•U - /q(x, u(x)) - h2(x, u(<t>(x )))) = 0 on r +, 
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u ~ 0 on r +,where f + = 00+ \Sand 811.u-h1(x, u(x ))-h2(x, u(<)(x ))) ~ 
~Oonr+. 

Weak solution of variational inequalities will be defined in 1. 
Elliptic equations with linear nonlocal boumhu-y cou<litious were con­

sidered e.g. in [2], [11], [13). In [4] it was· considered equation Au = F 
with nonlocal boundary condition / 

o11rn = h1(x, u(x)) + h2(x, u(<)(x))). 

In [7), [8) it luu; hccn studic<l nlso nonlocal and nonlinear boundary 
value problems. The importance of nonlocal boundary value problems in 
plasmaphysics has been emphasized in [12]. 

1. The formulation of the results 

Let. the domain 11 c Rn have the uniform C 111-regularity property. 
Further, assume that there is a simple (1,J>) extension operator for H (see 
(1]). Denote by W1~(H) (1 < p) the Soholev space of real valued functions 
u whose distributional derivatives of order $ 1 belong to LP(H). The norm 
in w J ( n) is defined by 

llttllwJ(n) :~ { L j 1aou1P} l/p, 

lol~ln 

where a= (a1,a21 ••• , 0:11 ) is a multiindex, 
n 

lo:I =La;, ao = af1, ... ,~n, 
a 

{)·-- · 
J - ox·. 

J j=l 

Assume that u is a classical solution of problem (0.1), (0.2). Then it. is 
not difficult to prove that u is also a solution of the variational inequality 
(1.1) 7rJ(u,v-u)2'.:L(v-u), VvEJ( 

with compact suppo~t, where J( is defined by 

(1.2) J( := { vluE wJ(n), vj
00 

2: O} 

which is a closed convex cone with vertex at {O}. Further 11"1 is defined by 

(1.3) · 11:1(tt,v) := 7r(tt,v)- J lq(x,tt(x))v(x)dux -

.an 
-J h2(x; u(x ))v( <l>- 1•(x ))dux 

s . . . 
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where s := ~(an) c n, 
(1.4) 11'(u,v) := t j f;(x,u,{Jiu, .. . ,011u)O;vdx+ 

i=•n 

+ j fo(x,u,01u, ... ,8nu)vdx+ j g(x,u(x))v(x)dx 

n n 
for u, v E WJ(H), and Lis a continuous linear form 0 11 W1!(0) defined by 

(1.5) L(v) := j Fv. 

n 

Because, by choosing any v E C 1(Il) with compact support, multiply 
the differential equation A(tt) = F by v, integrate over n, by Green's 
formula and the boundary condition (0.2) we get that u is a solution of 
(1.1) for any v E J( having compact support. Conversely, if u is a solution 
of the problem (1.1) with K defined by (1.2) and u is sufficiently smooth 
function, then u satisfies (0.1), (0.2). 

REMARK. Let 11"J(u,v), 11'(u,v) and Las in (1.3), (1.4), (1.5), but with 
the closed convex cone J( defined by 

(1.6) J( := { vjv E Wt(O), v ~ 0 a.e. in 0 } . 

In this case by the same arguments it is easy to prove that if u E C2(fi) is 
a classical solution of (0.3), then tt satisfies (1.1) with J( defined by (1.6). 
Conversely, if u E C 2(fi) is a solution of (1.1) with J( defined by (1.6), 
then u satisfies the classical boundary value problem (0.3). 

T he weak solution of (0.1 ), (0.2) a.nd (0.3) is defined by (1.1) where J( 
is given by (1.2) resp. (1.6). Now we shall formulate an existence theorem 
on (1.1) for an arbitrary closed convex cone J( C WJ(O). 

The poiuts { E n n+ 1 will be written in the form { = ( 111 () where 17 E R 
and (E R". 

Assume that 
a.) functions f · : n x R11 

_. R (j = 0, ... , n) satisfy the· Caratheodory 
conditions, i.e. tftey a.re measurable in x for every fixed e resp. 7/ and 
continuous in { resp. 11 for a.e. x E 0. Similarly, functions h1 : 00 x Rn _. 
-+ R, h2 : S x R" _. R satisfy the Carathoodory conditions. 

b) Thel'e exist coustauts ci > 0, 11 ( 1 < p < oo ), and a function 

ki E £9W) (t + ~ = 1) such that l/;(x,,_()I :::; cd(IP-l + k1(x) for all 

e E Rn+l and a.e. x EH. 
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c) For all (17,(), (11,(') with ( # ( 1 and a.e. x En 
11 

L)fj(x, 17, () - f;(x, 17, ( 1)]({j - {j) > 0. 
j=l 

d) There exist a. constant c2 > 0 and a function k2 E L1(n) such that 
for a.e. x En and { E R11+l 

n 

L fj(x,{){j 2: c2lel'' - k2(x). 
j=O 

e) For any s > 0, there exists g8 E £ 1(0) such that for a.e. x E n 
lg(x,11)1 $ Ys(x) if 1111 $ s. 

f) For any 11 ER, a.e. x En g(x,17)17 2'.: 0. 
g) For any 17 ER, a.e. x Eon we have h1(x,17)17 $ 0. 
h) For any fixed s > 0, there exists h l ,s E L 1 (an) such that for a.e. 

x E an lh1(x, 11)1 2: h1,s(x) if 1111 s:; s. 

i) There exist numbers c3 > 0, e with 0 < e < p - 1 and a fixed 
nonnegative k3 E £1+1/fl(S) such that for any 17 E R, x E S lh2(x, 17 )I $ 
$ c3l11lq + k3(x). 

Further, there exists a compact set So CS such that h2(x, 17) = 0 for 
a.e. x ES\ So. 

The ma.in result of this paper is the following: 

T1rno1rnM. Assume tl1at cowlitious a)- i) ai:e fulfilled. 
FE CWJ(H))1 tlicrc exists tt E /\ s11cli tliat 

g(x, u) E L 1(n), g(x, u)u E L 1(n) . 
(1.7) 

'. . lq(x, u) E £ 1(8!!), h1(x,u)u E L1(an) . 
and 

n . 

(1.8) L jU;(x,u,81u, .. .,8nu)](fJ;v -opt)dx+ 
i=In 

-f-'/ fo(x~ t~, Opt, ... , Onu)(v - 'u)dx_-f-J g(x, u)(v -:
0

tt)dx-

. . . . n . n , . -J [lq(x, u)](v - u)d17 - J h2(x, u(x.))(v - u)(~-\~))daz 2'.: (F, v - u) 

an So 
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holds for any v E J( satisfying v E £ 00(11), vi E £00(811). 
an 

For any u, v E J( let 
n 

(T(u),v) := ~j[fj(x,u,8pi, ... ,8nu)]ojv+ j fo(x,u,81u, ... ,8nu)v 

1=1n n 
and for any number µ > 0 let 

{ 

g(:r, 17) 

(1.9) 9µ( x, 11) = ~ ,~f :::7}, 
if j17j ~ /t, lxl ~ µ, 

if j17j > µ, lx l ~ µ, 

if lxl > µ; 

{l.10) 
{ 

lq(x, 11) 
h z,r/ hi 1,(x, 17) = µ ) • lJ z,~ 

0 

if 1111 ~ µ, lxl ~ µ, 

if 1111 > p, lxl ~ µ, 

if !xi >I'· 
Define operator S µ as follows 

(1.11) (Sµ(u), v) := 

:= J [gµ(x,u)]v dx - / !h1,µ(x,u)]vdu - J h2(x,u)v(4.i-1(x))duz. 

n an So 

Firstly we shall prove several lemmas (similar lemmas are proved in 
[6], [9] and [10]). 

LEMMA 1. The operator T + S1, : J( __. (WJ(11))' is a (bounded) 
pseudomonotoue opera.tor. 

PROOF. By a), b ), i) and (1.9)-(1.11) the operator T + Sµ is bounded. 
We kuow that Tis pseudomonotone (see [3]). We want ~o show that also 
T + Sµ is psetidomonotone. Suppose tha~ ( u;) converges weakly to u in 
I\, (T + Sµ)(uj) converges weakly in (WJ(11))' to some y and 

(1.12) li~1st.~p((T + Sµ)(uj), Uj - u) ~ 0. 
}~00 

. l 

Then (by compact embeUding theorems) there is '~ tlubsequence ( uj) of 
(uj) such that · · ' 

(1.13) lim( uj) = u a.e. in 11, 0 11 an and $0; 
_ (n - l)p 

lim: lll~J - ullLq(So) = 0 where q := e + 1 < p ~ n _ p . 

- -1 ·· : if n > p; So:= CJ.I (So)· 
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Thus by Lebesgue's dominated convergence theorem 

(1.13') Jim llgµ(x, uj(x)) - g(x, u(x))llL9(0) = 0, 
1-00 

Jim llh1,µ(x, uj(x)) - ht,1,(x, u(x))llL9(&0) = 0. 
1-00 

Further, by i), Holder's inequality and Vitali's theorem 

and so 

Jim Sµ(uj) = S1,(u) weakly iu (WJ(O))'. 
1-00 

Further, from 
(Sµ(uj),uj - u} = (Sµ(uj)- Sµ(u).uj- u} + (Sµ(u) ,.uj- tt) 

and Holder's inequality it follows that 

(1.14) Jim (Sµ(ttj),uj - u} = 0. 
)-+00 

Since by Holder's inequlity with p := 0!1
, q ::= fl+ 1, i) 

(l.IS) v. i•2(x, u( x ))v( 4'- 1
( x)) ,; 

. l/p l/ii 

;; {L lh2(x,u(x))ll'du,} · {L l•W'<xi>I'} ,; 

,; const . {L lk2(;. u( x n1• du. } I/;; . { !. I• l'du} '" ,; 

,; const · {1(c3lu(x)I' +k3(x)j(e+l)/e} l/i> · {L lvl'M }'" ,; 
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l/p 1/q 

s .const. { c~u+l)/u/lu(x)lll+ldax+ fik3)(11+l)/I! } . {/1vlqd0' } s 

~ ~ ~ 
l/q 

S coust, · { c~l?+ l )/l?llull~<i(So) + c
1

} · {; lvlqda } S 

So 
1/ii 

S const · { c~u+ l)/ llllullj< + c'} · { / lvlqda } 

So 

Thus by (1.13), (1.131
) the boundedness of lluj - ttllwj(O) and Holder's 

inequality lim(Sµ(uj) - SJ,(u), uj - u} = 0. 

Therefore (1.12), (1.14) imply that 

(1.16) li1.nsup(T(uj),uj- u} S 0. 
J-+00 

Since T is pseudomonotone, by (1.16) we have T(u) = y - 51,(u), i.e. 
(T + Sµ)(u) = y. 

Further, ,lim (T(uj), uj - u} = 0, and so 
J-+00 

(1. 17) ,lim ((T + S1,)( uj ), uj - u} = 0. 
J-+00 

It is not difficult to show that {l.17) is valid also for the sequence (uj) and 
so the proof is complete. 

LEMMA 2. Assume that (uj) converges weakly to u in J{ and there is 
a constant c such that 

(1.18) /[gj(x,vj)Jujdx - / lh1,j(x,ttj)]ujdO'x Sc. 

n an 
Then g(x, u) E £ 1(fl), g(x, u)u E L1(n), hl(x, u) E L1(8fl), lq(x, u)u E 
E L1(ofl) and there exists a subsequence (uh) of (uj) such that 

(1.19) .lim ttik = u a.e. iu n and on an, 
J.-+00 

lim llgh(:i:, tt.h) - g(x, u)llLt(Q) = 0, 

lim llh1,h(x, uh) - lq(x, u)llLl(oO) = 0. 
(1.20) 
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PROOF. As ( Uj) converges weakly to u in /(, thus there exists a. 
subsequence (uh) of (uj) with the property (1.19). Therefore, by a) it 
is easy to show that 

(1.21) limgiJ;(x,uh,(x)) = g(x,u(x)) a.e. in n 
and limh1,j,_(X,uh.,(x)) = /q(:r.,u(x)) a..e. 011 OH. 

By (1.9), {l.10) a.nd the asstunptions f), g) we have 

J 9j(x , Uj )uj<lx $ c, 

n 
-J ht,j(X, 1Lj)1tjdl7 $ C. 

an 
Therefore, by (1.21), f), g) Fatou's lemma implies g(x, u)u E L 1(H), 
lq (x, u )u E L 1( 8n). 

For any fJ > 0 we have bye) 

· IYiJ.(x,uh:(x))I $ g6- 1(x) +olgjk(.s,ujk(x))uh,(x)I. 

This implies that g h ( x, uh.: ( x)) is equintegrable. Because for any measur­
able set E in 11 

J l9h:(x, tljk(x))l<lx ~ J g6-1(x)dx +cc. 

E E 

Given e > 0, let 6 = fc. Then J l9h,(x,uh(x))ldx < e: if the measure of E 
E 

is sufficiently small and there is a set At of finite measure with 

J IYj,_(x, uiJ;(x))ldx < £. 

!l\Ac 

Consequently, by VitaJi's theorem and (1.21) 9j,_(:i:, uiJ) -+ g(x, u) 111 

L1(U). 
Similarly can be proved that h1,h:(x, uh)-+ lq(x, u) in L 1(oH). 

LEMMA 3 . The opera.tor T + Sµ : J( -+ (WJ(11))1 is coercive, i.e. 

I· . /((T + Sµ)(u) ,u})-o II II 
m1 \ llull - as u -+ oo. 

PROOF. From the conditions f) and g) we obtain J gµ(x, u)udx ~ 0, 
n 

J hi ,µ(x , u(x))udo-:::; 0. Thus by using condition d) a.n<l (1.15) we have 
an 

(1.22) /((T+S1,)(u),u}) = /{T(u),u}) + /(Sµ(u),u}) > 
\ !lull \ !lull \ !lull -
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(
(T(u),u)) {! I p I I {! I 

;::=: llull - qllull - c5 ;::=: ci llull - c3 - c4llull - c5 

where c2-cf> are positive constants. From this inequality and 0 ...:: f! < p- 1 
it follows that T + Sµ is coercive. 

2. The proof of the theorem 

By Lemmas 1- 3 the operator T + Sj : [( - (W1!(H))' is bounded, 
pseudomonotone and coercive for each j = 1, 2,.. .. By using the well 
known theory of variational inequalities in reflexive Banach spaces (see 
e.g. (5)) we obtain that for any FE (WJ(H))' there exists Uj E I< such 
that 

(2.1) ((T+Sj)(ttj),v-uj} ;::=: (F,v-uj} 

holds for all v E IC. 
By ( 1.22) (where the constants are independent ofµ) the sequence ( u j) 

is bounded in JC Tis a bounded operator and so the sequence T(uj) is 
bounded in WJ(il))'. Since WJ(il) is a reflexive Banach space, thus there 
exists a subsequence (uh) of (uj) such that 

(2.i) 
lim (uh)= u weakly in I<, 

k--+oo 

lim T(ujJ = y weakly in (WJ(il))'. 
k--+oo " 

u E J( since [( is closed convex subset of WJ(H). 

By definition of Sj, (2.1), (2.2), and (1.15) we find that 

(2.3) J[gh(x,uh(x))]t'hdx - f 11i1,j1;(x,uiJ;(x))]uiJ;da = 

n an 

! - -1 = (Sjk(uh), uiJ;) + (hi(x, ttiJ;(x))]ttjk(~ (x))da:::; 

So . 

~ (F, Uj1;} - (T(uh), UiJ;} + /!h2(x, «iJ;(x}]uiJ;(~-l(x)}du s 
So 

S llFll(wJ(H))' · lluhll + llT(uiJ;)ll(WJ(n))' · llui,.11+ 

+ f [ii2(:i:,uj1;(:i:)]uh,;(~-l(x))da:::; c . . 

So 
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Thus the conditions of Lemma 2 are fulfilled whence 

g(x, u)u E L 1(n), g(x, u) E £ 1(!1) 

h1(x,u)u E L 1(DS1), lq(x,u) E L 1(DS1) 

and there is a subsequence ( ujk) of (uh) such that 

(2.4) 

and 

(2.5) 

l. I . r. 
1m u,·L = u a.e. 1n H, 

k-+oo " 

1. I 
1111 uj = u 

k-+oo k 
a.e. iu an, 

lim ll9jk(x, tLjk (x)) - g(x, u(x))lli,1(0) = 0, 

limllh1,h(x,ujk(:i:))- h1(x,u(x))lli1(oU) = 0. 

From (2.1) it follows that for any v E J( with v E £ 00(!1) and vi E an 
E Loo(n) 

(2.6) {T(ujk),v - u) - (T(uj,.),ujk - u)+ 

+(Sjk(ujk),v) - {Sjk(ujk),ujk) ~ {F,v - uj~). 

By using (2.2), (2.5), (2.6) we obtain as k -+ oo 

(2.7) (y,v - u)-limsup{T(ujk),ujk - u)+ 
k-+oo 

+ J[g(x,u(x))]vdx - f llii(x,u(x))]vdx-

n an 

- /[h2(:1:, u(x))]v(~- 1 (x))dO'x - lim inf{S1'·Jtt1
1
· .), u1

1
· ) ~ (F, v - u). 

k- oo ,. k k 

s 
By (2.4), (2.3), a), f), g), Fatou's lemma. and (1.15) imply 

l~~:f{Sjk(ujk),uj1) ~ J[g(x,u(x))judx-
n 

-J [h J (x, u(x ))]udux - J [h2(x, u(x ))Ju( ~-l (x ))dO'z;. 

an So 

By using (2.7) for any to E ]( n £00(12) with wlan E L00(oH) 

(2.8) limsup(T(ujk), tLjk - u) ~ (F - y, u - tv)+ 
k-+oo 
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+ f lg(x,u(x))](w - u)- /lh1(x,u(x)))(w -u)d<rx-

n 8n 
- [h2(x,u(x))J[(w - u)(lf>- (x))jd<rx. !

~ 1 

s 
Since there is a. simple (l,p) extension operator for n, thus u E WJ(n) 
C<lJl he cxt,mdc<l t.o Rll such that WC oht.ain u E w,}(R''). Vve know (see 

[10]) that there is a sequence (w;) in WJ(Rn) n L00(R00
) such that (w;) 

converges to u in WJ(R"), and 

(2.9) lwj(x)I $ lu(x)I a..e. in Rn. 

Now we show that for the trace of Wj and u we have 

(2.10) lw;(x)I::; lu(x)I for a.e. x in an. 
Since for a.e. y E Rn it is true that - lu(y)I $ w;(Y) $ iu(y)I thus for any 
1'/c E C8°(R"), with the property 

supp7Jc C Be= {x ER'• : lxl $ t:}, 'le~ 0, J 'le= 1 

we have 

-J lu(y)l11c(x - y)dy $ J w;(y)11c(x - y)dy $ J lu(y)lr1c(x - y)dy, 

Rn Rn Rn 

and so by using the notation vc( u) := J v(y )11c( x - y )dy we obtain 
nn 

(2.11) - lulclan $ w;,clan $ lulclan· 

Since (w;,d-+ w; and (lule)-+ lul in WJ(Rn) as e:-+ +o thus Wj,e: lan-+ 

-+ w1·j and lulej -+ lulj in L1(oil) as£ -+ +0. Consequently, for an an an 
a suitable sequence (t:1;) with lim(t:1;) = 0 we have w1· CL' -+ w;I , ' "'an an 
lul, kl -+ lu ll a.e. on oH ask-+ oo. Therefore from (2.11) we obtain 

· an an . 

- lullan(x) $ w;las/c) $ lullan(x) 
which proves (2.10). By Holder's inequality (2.9), (2.10), Lebesgue's 
dominated convf'rgeuce theorem, since g(x,u(x)) E £ 1(0), lq(x,u(x)) E 
E L1(o!1), from (2.8) with w := w; it follows as j -+ oo that 

limsup(T(ttjk),njk - u) $ 0. 
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Consequently, because of pseudomonotonicity of T y = T( u) and 

{T(ujk),ujk - u} _. 0. 

Therefore, from (2.7) we obtain (1.8) for all v E J( with v E L00(n), 
v E L 00(8H). 
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According to [4], if Xis a. compact Hausdorff space, Y is a topological 
space and <p: C(X) ~ C(Y) is a lattice homomorphism such that <p(r) = r 
for r E R (where r sta.uds for the constant function equal tor'), then there 
is a continuous mapping h : Y ~ X such that <p(J) = f oh for f E C(X ). 

The aim of this paper is to show that. the theorem remains valid if 
X is supposed to be realcompa.ct. For the proof, we shall need some 
partial results contained in au unpublished proof of J. KOLLAR that uses 
Kaplansky's method [2] to prove Shirota.'s theorem [5]. With the kind 
agreement of the a.uthor, we reproduce in section 1 this proof of J. KOLLAH. 

· i. If X is a Titkhonov space, put 

C1(X) = {f E C(X): I/I < 1}. 

Any continuous, strictly increasing function T from R onto ( - 1, 1) shows 
that f 1-+ To f is a lattice isomorphism from C(X) onto C1(X). 

DEFINITION. 0 -:j:. P -:j:. C1 = C1(X), PC Ct is said to be a prime ideal 
iff 
a) f E P, g E C1, g ~ f imply g E P, 
b) f, g E P implies max(f,g) E P, 

c) f, g E C1 - P implies min(f,g) ~ P. 
The prime idea.I Pis said to be associated with a point p E {3X iff f E P, 
g E C1 , g*(p) < f*(z>) imply g E P, where f* denotes, for J E C1, the 
continuous extension of J to (JX. I 

E.g. if -1 < c < 1, then P(p,c) = {.f E C1 : J*(p) < c} is a prime 
ideal associat.cd with p E /3X. 

LEMMA 1. Every prime ideal is associated with some point p E /3X. 

PROOF . If a prime idea.I P were not associated with any point p E 
E (JX, then, for p E (JX, there would exist fp E C1 - P and gp E P 
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such that J;Cv) < 9p(P), and then J;(x) < g;(x) for x E Vp with a 
n 

suitable neighbourhood v,, of p. Since {3.X = LJ V,1; , the functions f = 
l 

= min(JJJ1 , .. . ,fp,.) aud g = niax(gp1 , ... ,gpn) satisfy J E C1 - P , g E P , 
f < g: a contra.diction. I 

Let us denote by Z(X) the family of all zero-sets of the space X . 

L EMMA 2. If Z1 , Z2 E Z(fiX) , Z1 n Z2 = 0, f 1, h E Ci, tl1e11 tliere is 
ah E C1 sud1 that h*IZi = JtlZi (i = 1, 2). 

PROOF. Dy Tietze's theorem, there is a g E C(/3X) such that glZi = 
= f;IZi for i = 1, 2 and IYI $ 1. There is also a k E C(/3X) such that 
k(x ) = 1 if x E Z1 U Z2 , 0 $ k < 1 if x E /3X - (Z1 U Z2). Define 
f. = med (9, k, - k ), where med (hi 1 h2, h3) = max(min(/q, h2), min(h2, h3), 
min(h3 , h1)). T hen e E C({3X) mid h = flX E C 1 so tha t e = h* , 
eizi = JtlZi (i = 1, 2). 1 

L EMMA 3. If P is a. prime ideal associated witl1 p E /3X , V is a 
neighbotu·hood of p, J E P, g E C1, aud g*IV $ J*IV, then g E P. 

PROO F. Let Zi E Z(/3X) be chosen such that Z2 is a neighbourhood 
of p and Z2 C /3X - Z1 C V. If r(v) > - 1, let - 1 < c < /*(p); by 
Lemma 2 there is h E Ci such that. h*IZi = g* , h*(:c) = c for x E Z2. 
Then h*(JJ) = c < J* (JJ) implies h E P , and g $ max(!, h) E P , so that 
g E P. 

If f*(p) = - 1, then g*(v) = - 1 so that g E P as soon as there is a 
k E P such that k* (p) > - 1. 

Assume finally g* (JJ) = - 1 and k*(p) = -1 for every k E P. Choose, 
by Lemma 2, h E C1 satisfying h*IZ1 = f*IZ1, h*(x) = 0 for x E Z2. Then 
h ¢ P ; now g ¢ P would imply min(g, h) ¢ P , while min(g, h) $ J E P: a 
contradiction . I 

LEMMA 4. If Pi , P2 a.re prime idea.ls associated witl1 1>1 , JJ2, respec­
tively, and Pi C P2 , tl1en Pl = 1>2 · 

PROOF. Suppose 1'1 f= P2· Let Zi E Z(f3X) be a neighbourhood of Pi, 
Z1 n Z2 = 0, and Ji E P1, h E Ci - P2. By Lemma 2, there is h E C1 
satisfying h*IZi = filZi. By Lemma 3, h E P1 , h ¢ P2: a contradiction. I 

COROLLARY 5. Evezy prime ideal is associated witll one and only one 
point of /3X. I 

We write P1 ,...., P2 iff Pi and P2 are associated with the same point. 
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LEMMA 6. For prime ideals Pi, P2, tJ1e equivalence P1 "' P2 lwlds iff 
tl1ere is a prime ideal P satisfyiug either PC P1 n P2 or P :) Pi U P2. 

PROOF. If: Leuuna 4. Only if: let Pi, P2 be associated with p, an<l 
bi= sup{k*(p): k E Pi}. Now bi < b2 or b1 > b2 clearly implies P1 C P2 
or Pi :) P2, respectively. If b1 = b2 > - 1, let -1 < c < b1 = b2, then 
P(p,c) c P1 n P2. If b1 =bi= -1, then Pi U P2 c P(p,O). I 

LEMMA 7. For J> E /)X, A C f)X, we 11ave p E cl A iff there exists a 
prime ideal Pp associated witl1 p aud, for q E A, prime ideals Pq associated 
witl1 q sucl1 tl1at 

0 ::fi n{Pq: q EA} c Pp. 

PROOF. If p E cl A then Pp = P(p, 1), Pq = P(q,0) will do. If 
p ¢cl A, let Zi E Z(/3X), Z1 n Z2 = 0, p E intZ1, A C intZ2. Now, if 
D = n{Pq: q EA} ::fi 0, then f2 ED, Ji E C1 - Pv implies, by Lemma 2, 
the existence of h E C1 satisfying h*IZi = JtlZi· By Lemma 3, h E Pq for 
q E A and h ¢ Pp, so that D C Pp is impossible. I 

TH EOREOM 8 ([2]). Tbe space /3X caJl be constructed from the lattice 
C(X). 

PROOF. The points of /)X can be represente<l by the equivalence 
classes of prime ideals in C1(X) (i .e. in C(X)), and the topology is 
determined by Le1mna 7. I 

LEMMA 9. A poi11t p E f)X belongs to tl1e Hewitt realcompactification 
vX iff Ci(X) is a countable union of prime ideals associated witl1 p. 

00 

PROOF. If p E vX, then Ci = LJP11 for P11 = P(p, cri), where 
0 

Cu= 1 - 2-n. 

If p E /3X - v.X, there is J E C1 such that J ~ 0 and f*(p) = 1. For 
given prime ideals P11 associated with ]>, let In E Ci - Pn be chosen such 
that f n 2 en. Set 9n = max(/o, .. . , In)· Then 9n S 911+ I• 911 </ Pn. Select 
functions h11 E C1 such that 0 S hn S 1, hn(x) = 0 if f(x) Sen, hri(x) = 1 
if J ( x) 2 en+ I · Consider 

00 

g = 90 + L hi(Yi+l - Yi)· 
0 

If Cri S f ( x) S c11+ I , then hi( x) = 1 for i S n - 1, hi( x) = 0 for i 2 n + 1, 
hence Yn(x) $ g(x) S Yn+t(x). Thus g E C1. 
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By J*(v) = 1, Vn = {x E (3X : f*(x) ? Cn+d is a neighbourhood 
of p, and clearly v;, c cl Gn for Gn = {:i: E x : f(x) > Cu}- Since 
g~IVn :S g*jv;,, 911 </. Pn implies g <f. Pu, by Lemma 3, for every n. I 

THEOREM 10 ([5]). Tl1e space vX can be constructed from the lattice 
C(X). I 

COROLLARY 11. If X and Y are Tiklwnov spaces and tlie lattices 
C(X) and C(Y) are isomorpllic tlie11 a) {JX and {JY, b) vX and vY are 
bomeomo1pliic. I 

2. We now turn to the generalization of the theorem in [4]. 

THEOREM 12. Let X be a realcornpact space, Y a topological space, 
ip : C(X)--. C(Y) a lattice lwmomo1phism sucl1 that t.p(r) = r for r E R. 
Tl1en there exists a continuous mapping h : Y --. X sucli tbat ip(f) = f oh 
for f E C(X). 

PROO.I-'. We may replace C(X) and C(Y) by C1(X) and C1(Y), 
respectively. 

For a given y E Y, let us define 1/J(f) = «ip(f)(y) for f E C1(X). Then 
1/;: C1(X)-. (-1,1) is a lattice homomorphism. 

Consider, for r E ( - 1, 1 ), 

Pi·={! E C1(X): 1/;(f) $ r}. 

Then clearly P,. is a prime ideal iu C1(X). By Lemma 1, Pr is a.<>soci­
ated with a point p E /3X that is the same, by Lemma 4, for every r. 

00 

By CJ ( X) = U Pen (with the notation used in the proof of Lemma 9), 
0 

necessa.rily p E vX = X. We show 1/;(f) = f(p). 

In fact, s = 1/J(f) < r < f(p) would imply f E P6 , ,. r/. P6 (because 
cp(r) = r) in contradiction with the fact that P5 is associated with p. 
Similarly, f(p) < r < .,P(J) would imply r E Pr, f <t Pr, although P1• is 
associated with p. 

Define h(y) = p. Then h : Y --. X and f o h = 1.p(.f) for .f E C1 ( X) by 

(f 0 h)(y) = f(h(y)) = f(p) = .,P(.f) = cp(J)(y). 

Since the zero-sets const.it.ute a closed base in X and h.- 1( Z(f)) = Z( cp(f)) 
is closed in Y, h is continuous. I 

COROLLARY 13. Let X be a Tikho11ov space, Y a. topological space. 
1£ t.p: C*(X) --. C(Y) and 1/; : C(X)--. C(Y) are lattice J10momorpliisms, 
tl1e11 there are conf.inuous mappings h : Y -4 /3X a.nd k : Y --. vX sud1 
tliat cp(J) = f* oh, tji(_f) = J* o k for f E C'*(X) or f E C(X). I 
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ALEXITS-TYPE THEOREM FOR MULTIDIMENSIONAL 
TRIGOMETRIC SERIES 
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In [3) G. ALEXITS solved a classical problem of S. BERNSTEIN by show­
ing that a 27r-periodic continuous function f E C2,.. can be approximated 
by its Fejer meaus a11.f in the order 0(1/n) if and only if its conjugate] 
belongs to the Lip 1 class. This theorem has been generalized for the case 
of classical orthogonal expansions first by the author [4], [5] and then by 
M. HORVATH [6), [7]. For the Walsh series an analogous result is obtained 
in Jo6 [8). 

In the present pa.per we aim to get an Alexits-type theorem for the 
N-dimensional trigonometric system 

<f'k(x) := ei(k,:r.), x E [O, 27r)N, k = ( kt ) , k; E Z. 
kN 

The function <pk is an eigenfunction of the Laplace operator: 

-b.<pk = lkl2'P.b lkl2 := kf + ... + k~ . 

The system ('Pk) is complete orthogonal in L2([0,2rr)N) and 
N 

ll<f'kllL2 = (27r)2. 

Since <f'k E L00
, any function f E L1 has an expansion 

f"' Lak<f'bak := ~ f f(t )e-i(k,t)dt. 
(2rr) . 

[0,2ir]N 

Denote its n-th partial sum and lliesz means by 

Snf := L O·k'Pk> n = 0, 1, ... , 

IJcl2~n 
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REM ARI<. Rn is a natural generalization of the one-dimensional Fejer 
means since if N = 1, then 

11 

( k ) R(n+l)2-1 = L 1 - n + 1 (ak'Pk + a_k'f'- k) 
k=O 

equals to then-th Fejer means of the series off. 
Several concepts of the multidimensional trigonometric conjugate func­

tion are used in the literature, see e.g. [2] and the references there. 
We choose the following notion. Fix the variables x2, . . . , Xn in f( x) = 

= f(x1, .. . ,:cn) and take the or<linary conjugate off in the variable x 1; 
denote it by ]x1. Analogously define ]xi j = 1, ... , N . Then let 

It is a multivalued function contrary to f, however it proves to be useful 
for an Alexits-type theorem: 

THEOREM. Let N = 2, 1 < p < oo and f E LP= LP([O, 27r]N). Then 

a) llRrd - fllv = o(l/v'fi) <=? f = const. 
a]x1 a]x2 

llRnf - fllp = 0(1/ /tt) <=? ax. , ox. E Il',j = 1, 2, 
} } 

b) 

and ]x1, ]x2 are 211"-periodic a.e. in eadi variables. 

REMARK. Here the derivatives are taken in the sense of [1], p. 140. 
Namely for a. function /(a:) the statement 8/ /8x1 E LP means that we 
can modify f on a set of (N-dimensional) measure zero such that the 
new function is absolutely continuous in x 1 for a.e. x' E [O, 27r]N- l 
and the ordinary derivatives in the variable Xi give a function of /8x1 E 
E LP([O, 27r]N). It is known ([l]. p. 143 aucl 172) that 8.f /8x1 E £11 
is equivalent to the statement that the distributional derivative of/ oa: 1 
belongs to £11

• Thus we could rewrite the right-hand side of b) by stating 
that jx1,]l:2 E l,V}p([0,27r]N), the periodical Sobolev class. 

PROOF' OF TllE THEOREM. The proof of a) is immediate. Indeed if f 
is constant then it is the (one-member) expansion of itself, hence Rn! = f. 
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Conversely, if llR11f - fllp = o(l/ Ji!.) then for fixed k =J 0, lk2
1 = j $ n 

we have 

and hence lkl · lakl = 0, ak = 0 for all k =J 0. Since the system ('f'k) is 
complete in L1([0, 27r]N), hence f = const follows. So we showed that 
the Iliesz meru1s have sa.turatfon order 0(1/ Ji!.). To obtain the saturation 
class by b) we need some lemmas. 

LEMMA 1. Let N = 2, then the Riesz mea.ns a.re uniformly bounded 
in norm in any LP, 1 < p < oo. In other words, 

PROOF. We use the following estimate from STEIN-WEISS [2] (p. 308, 
Ch VII, Lemma 5.2) for the means aµ 

1i<Y1dllp $ c(p)llfllp, f E Lp, 1 < p < oo. 

aµf := L (1- j2) L ak'Pk = L (1 - 12) (S;-S;_I). 
j<µ2 µ lkl2=j i<JJ.2 µ 

In particular we have 

n ( j ) l n 
a vn+f = ?= 1 - n + 1 (S; - S;_i) = n + 1 ?= S;, 

3=0 3=0 

Sn= (n + l)a.;n+l - na.;n, 

n VJTI ../J n VJ+T VJ 
Rn= L 1 ~ 1 

Si= L 1 ~ 1 [U + l)av'J+T-j<Yv'J] = 
j=O n + 1 j=O n + 1 

Vn+T - Vn( 1) ~ . 2.,/f - VI+T -~ = Jn+! n+ avn+J+ ~)Uv'J vnn 
J=l 

consequently 

llRnfllp ~ (vn+ 1- fa)Vn+lllavn+Tfllp+ 

~ . 2Jj - v'JTI - .j]=l Ila ·f '' < + L,; J r::-71+ 1 v'J -. I vn ;- .l P 
J= 
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· ~ c(p)llfll1> { ( v'n+l - J»)v'n+J: + 

+ ~ tj(2y} - vrr+i - JJ=l)} :5 
n + 1 . 

1 )= 

{ 
1 

11 1} $ c(JJ)llfllr 1 + /tt+1 ~j- 7 :5 c(p)ll/llv 

which proves Lemma 1. 
In the next step we formulate the Riesz Marcel theorem on the norm 

estimate of the conjugate function. 

LEMMA 2. Let 1 < p < oo and f E LP([O, 21r]N). Then f E 
E £P([0,21TjN,cN) and llfllu1 :5 c(p)llfllLP· 

PROOF. Let x = (x1,x'), xi E [0,2?Tj, x1 E [0,27rJN- l. Then for a.e. 
x1

, f(-,x') E £1'(0,2?r), hence there exists ]xi(-,x') and by the classical 
Riesz Marcel theorem 

11Jx1(·,x')llL1'(0,2ir) :5 c(p)llJ(·,x')llLP(0,21f) 

and then 

11Jxi11~P([0 ,2ir]N) = ll11Jx 1 (·,x')ll~P(0,2ir)llL1([0,2iT]N-1) :5 

:5 cP(p) ll1 1 f(·,x')ll~P(0,21r)lli1uo,2irJN-1) = cP(p)llJll~,,([Q ,2irJN)' 
The other coordinates are estimated similarly. 

LEMMA 3. Let 1 < p < oo and N = 2. Denote Rn the Riesz means of 
the formal series I: ak'Pk· Then 

llRnllv = 0(1) # 3/ E LP: f"" L Clk<(Jk· 

PROOF. The direction,,~" is proved in Lemma 1. To see the converse, 
introduce the operators: 

Tn: Lq -+ C, - + - = 1, Tnh := Rnhdx. 1 1 J 
p q 

(0,27r]N 

These functionals a.re uniformly bounded: 

IT11hl :5 llRnllp · llhllq :5 cllhllq 
further 
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( lkl ) Tn'fjik = (Rn,<p1i;) = 1 - JnTI a1i;--+ a1i; (n--+ oo). 
n+l 

Hence the operator sequence is convergent in the dense subset of finite 
sums L c1i;'fjik and the limit operator T is rwc:essa.rily continuous and thus 
has a continuous extension to t.he whole Lq. As any functional of Lq, T 
also has the form Th= J hf for some f E LP. In particular 

(0,2ir]N 

ak = T'fjik = J f"<Pki Vk, 

[0,2lr)N 

which finishes the proof. 

LEMMA 4 . Let 1 < p < oo, f E LP, f,...., l::ae.Pk· Then 

f E W}p <=> 3gj E LP: gj,...., LakOj't'ki j = 1, ... ,N 

and then gj = Ojf· 
PROOF. ,,==?": By the periodicity of f in the variable x j we have 

(oif,'l'k) = - (f,oi't'k) = iki (.f,'t'k) = (2tr)N · i · kiak 

hence Bjf,...., l::akoj'l'k· 

,,~": Let x = (:i:j,x1), Xj E [0,271"), x 1 E [0,2trjN-l. Since 9j E LP, for 
a.e. x' we have 9j( ·, x') E LP([O, 2tr]). For such values x' introduce the func-

x. Q-

tion Fj(x) := J gj(-,x') and the means Sfi/ := L (1 - 1*) «k't'k· 
0 jkj<R 

We know from [2], Ch VII., Theorem 5.1 that for a> (N - 1)/2 

llS~fll1> S c(p,a)llfll1» llf - Snfllv--+ 0 if f E £11
• 

Then for every fixed x j 

(1) J 
(0,2irJN-1 

x; 

Fj(x) - J S'R,gj(-,x') <lx' Sc J l9j - SJigilP-+ 0 (R-+ oo) 

U (O,:.!ir]N 

1> 

a.n<l the coust.nut. c is in<.kpcndent on :t"j. Integrating ( 1) with respect to 
x j we obtain t lia.t. 
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LP 
On the other hand by J E LP we know that SR.J ---+ f and then 

ll' 
/ 

L''((Q,2,.-JN) 
Snf(O,x) ---+ . f( x) - Fj( :r) 

i.e. there exists c( x' ) E £1> ( [O, 27r] N - l) such that 

J(x) - Fj(x) = c(x1
) a.e. 

and then for a..c. :.r.1 f(-,x') - Fj (·,x' ) = c(:i:1
) constant a .. e. Modify fin a. 

set of measure zero such that J( x j, x') - Fj ( x j , x') = c( x') for a.e. x' and 
for all 0 ~ Xj ~ 2ir. Then we have Ojf = gj. Apply (1) with Xj = 271'. 

2ir 
Since J Sngi(., x') = 0 for a.e. x', hence Fj(21T, x1

) = 0 a.e. and of course 
0 

Fj(O,x1) = 0 a.e .. Consequently f( 21T ,x1
) = f(O,x') = c(x') a.e .. Since 

1 $ j $ n is arbitrary, f E W }p follows. 

L EMMA 5. Let 1 < p < oo, f E £1', f,...., Lak'Pk· Then 

-x ~ a) J i ,...., - i L.J sgn kj · O.k'fk (sgn 0 := 0), 

b) fxi E H1jp, 1 $ j $ N ¢=> 3g E £11
: g,..., l)lktl + .. · + lkNl)ak'rk > 

c) 7xj E w:P' 1 $ j $ N ¢> 3h E LP: h,...., L lklak'Pk· 

PROOF. a) If f = L:ak<,Ok is a finite sum, the statement is immediate. 
- - x · 

For general J, 11 fx i - S'R/ 1 llP --+ 0 by Lemma 2 and then 

(2n )N (- i)sgn kj (i - I~~) <t ak = ( Sn./"i, 'Pk) --+ (jx;, 'Pk) (R --+ oo ), 

(
-x · ) N .f J, 'f'k = (27r) ( - i)sgn kj ·ab 

as we asserted. 

b) ,,=>" : Using Lemma 4, a)x;,...., E lkilak<fk1 hence 

g = div]= ai]xi + ... + aNJXN,..., L (lk1l + .. . + lkNl)aePk· 

,,{::": By Lemma. 4 we have to prove that for 1 ~ j, e ::; N there exist 
gj,l E LP: 9j,C ,..., L ktsgn kj. Gk'i?k (and then 9j,t = ar]xi by Lemma 4). 
We refer to the Marcinkiewicz multiplicator theorem [1]; we ha.vc to check 
that 
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is a multiplicator. As we know from [2], Ch VII. Theorem 3.8 it is enough 
to show that the continuous version 

( ) xesgnxj 
.X x := lxil+ ... +lxNI 

is a multiplicator in Ll'(RN ). To this we have to check that there exist~ M 
with 
(2) 

l.X(x)I $ M , lxi1 ••• XirDi1 ••• Oir>.(x)I $ M if Xi1 , . . . , Xjr # 0, XE RN 

where 1 $ i 1 < i2 < ... < i ,. $ N (see [1], p. 59). The boundedness of 
>.( x) is trivial. We consider >.( x) as a product 

1 
xesgn:i:; · - - ----

l:r il + ···+Ix NI 
and put the derivatives separately t.o both components. T he first one can 
be derived only with respect to xe and lxe&e(xesgux;) I $ lxel· On the 
other hand 

I 
1 I lxi1l···lxirl 

Xi i . •. Xir 8i1 ... Oirl I 1 · I =cr(I I I l)r+l $ x i + ... + XN x 1 + ... + XN 
< c,. 
- lx1l +· ··+Ix NI 

hence (2) holds indeed. 
c) Agajn by the Marcinkiewicz theorem we have to check that 

and 
1 

.X(x ) 

arc multiplicators iu £P(RN ) i.e. satisfy conditions of type (2) . But we 
know that l:z:il + ... +Ix NI can be derived only once (the higher order 
mixed derivatives vanish) and XsOs(lx il + ... + lxNI) = lxsl, 

2 2 

I 
1 I xii ... xir c,. 

Xi i ... Xjr Oi1 ... Ojr ftj $Cr lxl2r+l $ j;T 

and then >.( x) is a multiplica.tor. Analogously 
2 2 xi ... xir 

lxi1 ... Xj/Ji1 . .. Oir lxll $Cr l~l2r-l $ Crlxl, 

lxir+l ... Xir+., air+l ... air~., !xii+.~-+ Ix NI I$ 
< lxir+1 I · · -IXir+., I < Cs 

- Cs(lx1I + ... + lxNl)s+l - lxil +··· + Ix NI 
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and hence 1 / ,\( x) is also multiplicator. Lemma 5 is proved. 

PnooF OF THE THEOREM. In [4] the author gave a general form of 
the famous Alexits lemma which shows in our case that 

llRnf - fllv = 0 (n-i) ¢=> llR11 (L lklak'Pk) llP = 0(1). 

By Lemma 3 this is equivalent to the existence of h E LP with h "' 
L lklak<pk aud by Lemma 5 c) this is equivalent to 7z; E w!p 1 ,:::; j ,:::; 2 
and we arc ready. 

REMARK. In a subsequent paper we return to this theorem in the case 
of dimension N > 2. 
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EXTREMALE HOMOGENE KREISPACKUNGEN AUF DER 
KUGELFLACHE 

Von 

AGNES ILLES 

lllyes Gyula Gymnasium, Domb6var 

(Eingegangen am 11. Fehruar 1982} 

Ein Kreissystem auf der KugelfUiche heiBt homogen (regular), wenn es 
zu beliebigen Kreisen k1, k2 <ler Kreissystems weuigstens eine Bewegung 
gibt, die den ersten Kreis dem zweiten zuorduet und <las ganze System 
in sich transformiert. Die Beweguugen des Kreissystems bilden eine dis­
krete Bewengungsgruppe G der Kugelflache, die die Symmetriegruppe des 
Kreissystems heiBt. 

Das homogene (reguliire) System der Kreismittelpunkte Iii.fit sich <lurch 
die Dirichlet-Zelle (im weiteren D-Zelle) kennzeichnen und klassifizieren. 
Das homogene Punktsystem kann man als eine G-Bahn eines beliebigen 
Punktes 0 des Puuktsystems betrachten, also oG := {OU : g E G}. Mit 

, dem Kernpuukt 0 definieren wir die D-Zelle D(OG) wie folgt: 

D(OG) := {X: XO$ xou fiir jedes g E G}. 

Also besteht D( oG) aus <leujcuigcu P unkteu x der Kugclflachc, <lie ZU 

den iibrigen Punkten <ler Bahn oG nicht naher als zu 0 liegen. 

Go := {g E G : 09 = O} bezeihnet die Stabilisatorgruppe von 0. 
Mit Hilfe ihrer Ordnung IGol und mit der Ordnung IGI schreiben wir 
den Flacheninhalt f D <ler D-Zelle D(OG) auf: f D = 411'1Gol/IGI. Die 
Gleichung {! = I k /JD <lefiniert die Dichte des Kreissystems, wobei J k den 
Fla.cheninhalt eines Kreises bezeichnet. 

Fur die <liskreten Symmetriegruppen der Kugelflache verw~nden wir 
<lie Bezeichnungen von H. WEYL und COXETElt-MOSER [l). Die Klassifi­
kation der homogenen Kreissysteme, die auf ihren Symmetriegruppen und 
a.uf ihren topologischen D-Zelleuzed egungen beruht, wird der Dissertation 
13] von I. DOM INY AK entnommen. Seine Typen Ti (i = 1, 2, ... , 32) werdeu 
ohne beson<lcren Kommenta.r in den Figuren un<l im Text <la.rgcstellt. 

In diesem ersten Artikel geben wir <lie dichteste Kreispackung an, im 
zweiten Artikel, mit dem Titel "Extrema.le homogene Kreisiiberdeckungen 
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und enge Packungen a.uf der Kugelfliiche" bestimmen wir die dunuste 
Kreisuberdeckung und die im Sinne [4] engste Kreispackuug fur jeden von 
I. DOMJNYAI< klassifizierten Typ der homogenen Kreissysteme. 

Mit iihnlichen Problemen beschaftigten sich Gv. LAMPtRTll ~nd 
G. Cs6KA [8] auf der euklidischen Ebene. 

1. Homogene Packungen 

Wir wollcn denjcnigcu Kreis mit dem maxima1cu Fliid1cuiuhalt he­
stimmen, der in der zum gegebeneu Symmetrietyp Ti gehorenden D-Zelle 
eingeschrieben ist. Dieses bedeutet dafi der Flacheninhalt tind gewisse 
Winkel der D-Zelle gegeben sind. 

Wir benut7.cn eiuc beson<lere indirekte Mcthode: vVir bestimmen das­
jenige konvexe Polygon mit miuimalen Ffacheuiuhalt, <la.s die den Typ 
Ti charakterisierenden Winkel hat, und einen gegebenen Kreis enthiilt. 
Dann sehen wir zunachst ein, daf3 man ein obiges Polygon <lurch ein 
solches ersetzen kaun, welches um den gegcbcnen Kreis geschricben ist, und 
dessen Flachei1inhalt nicht grol3er als der des obigen Polygons ist (Lemma 
1.). Daun best.immen wir unter diesen beruhrenden Polygonen <las mit 
minimalem Fliicheninhalt (Lemma 2., 3.). Dieses extrema.le Polygon hat 
auBer den gegebenen Winkel nur gleiche Winkel. Dann beweisen wir, <la.13 
unter den zur gegebenen Packung gehoren<len D-Zellen derselbe Typ, falls 
er existiert die dichteste Pa.ckuug egibt. (Lemma 5. ). 

Anhand der 5 Lemmata betrachten wir die konkreten Fa.lie. Dann 
kontrollieren wir, ob <las ermittelte Polygon a.lie Kriterien der D-Zelle 
erfiillt, von dcncn wir im Verlanf des Beweises a.bgesehen haben (z.b. Die 
Gleichheit <ler den gcgchc11cu Wiukd ci11schlidk11clc11 Seit.en). In cinigeu 
Fallen mussen wir die Existenz <ler dichtestcn Packung nachweiseu. 

LEMMA 1. Auf der Kugel seien ein konvexes n-Eck (n ;::: 3), <lessen 
Seiten kleiner als 7r sind, und ein <lurch es enthaltener Kreis, de1~ wenigstens 
2 Seiten des n-Ecks beriihrt, gegeben. Unter den Winkeln des Vielecks 
sei hochstens einer von fester GroI3e. Dann existiert ein konvexes n-Eck, 
desseu Flacheninhalt nicht. grol3er a.ls cler des urspruuglichen ist, das den 
gegebenen Winkel besitzt und <lessen Seiten Tangenten des Kreises sind. 

Ferner ist der Flacheninhalt dieses konvexen n-Ecks streng kleiner als 
<ler des urspri.inglichen, falls da.s urspri.ingliche n-Eck kein beri.ihren<les 
n-Eck des gegebenen Kreises ist. 

BEWEIS: Zuerst betrachten wir ein Dreieck A1A2A3 , also n = 3. Um 
die t.rivia.len· Fa.lie zu vermciden, nehmen wir a.n, daf3 genau die Seiten 
A1A3, A2A3 den gegebe11e11 Kreis ~: beriihren und <lie GroBe des Winkels 
A2A1A3 fest ist (Fig. 1). Verschieben wir den von A1A2 bestimmten 
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Fig. 1. Fig. 2. 

Hauptkreis laugs A1A3 so, daf3 der Anfangspunkt Ai sich in die Richtung 
des Beri.ihrungspunktes E bewegt und die neue Dreiecksseite Ai A2 den 
Kreis k beriihrt. Diese Verschiebung ist mit einer Drehung um den Pol 
vom Hauptkreis AiA3 aquivalent, und es gilt: A2At Aa<i: = A2Ai A3<i:· Der 
nichttrivia.le Fall liegt vor, wenn die Seiten A1A2 und Aj A2 sich in einen 
inneren Punkt C schnei<len. Wir sollen beweiseu, daf3 der Flacheninhalt 
von A1AiC groBer als der von A2A2C ist. 

Die Spiegelung an der aul3eren Winkelhalbierenden h des Winkels 
A1CAi {Fig. 2),bildet die betrachtete {von A1A3 begrenzte uud den Kreis 
k erhaltende) Halbkugclflache auf sich selbst ab. Die Halbkreise Al A j' 
und .A'1 Ai werden <lurch <lie Spicgelung ineinander transformiert und die 
Punkte Ai, Ai', A 1, Ai liegen a.uf einem Hauptkreis. Also ist A2 ein innerer 
Punkt von AiC, und A2 ist ein innerer P unkt von Ai'C. Daun gilt fiir den 
Flacheninhalt die Relation J(A2A2C) < f(Ai' A).C) = f(A1AiC), die in 
diesem Fall zu beweisen wa.r. . , 

Es sei n ~ 4. Wir betrachten nur die uichttriviaJe Falle. Wenn ein 
Schenkel des festen Winkels der GroBe a Tangente des Kreises ist, dann 
konnen wir mit dem a.udcreu Schenkel wie im Fa.Ile n = 3 verfahren. 
Wenn A2A1A11 <i: = a und A1A2 den Kreis nicht beriihrt, dann ist <las 
k enthaltende neue Vieleck der Durchschnitt des urspriinglichen Vielecks 
mit der <lurch Aj Ai begrenzten und k enthaltenden Ha.lbkugel, wenn der 
Sclmittpunkt C nicht. innerer Punkt von A 1 A2 ist; und im Falle, daf3 C 
innerer Punkt ist, sei A2 der Schnittpunkt des Halbhauptkreises .AjCA'1 
und des Hauptkreises A2A3 (Fig. 3.). 
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Fig. 3. Fig. 4. 

Wenn kein Schenkel des festen Winkels der Grof3e a Tangente des 
Kreises ist, daun vcrschiebeu wir <len Winkel a = A1A2A3 so, <lal3 sich 
seine Ecke a.uf elem Hauptkreis A20 auf den Kreismittelpunkt 0 zubewegt, 
wobei die Winkel A1A20 un<l A3A20 von konstanter Grol3e bleiben. Nach 
dieser Verschiebung ist ein Schenkel des Winkels Ai A2A3 Tangente des 
Kreises, der andere schneidet ihn nicht (in Bezug auf Ai und Ai siehc den 
vorigen Abschnitt), (Fig. 4.). Wie im Fallc 1! = 3 ka.nn man einsehen, daf3 
der Flacheninhalt nicht grol3er wurde. Damit haben wir <las P roblem auf 
friiher beha.ndelte Falle zuriickgefiihrt. 

Wenn die beschriebenen Verfahren zu einem konvcxen Taugentenvi;:!­

eck mit weniger als n Seiten fi.ihren, dann haben wir auf dem Bop;en EF 
des Kreises k dementsprechend viele Punkte aufzunehmen ( E und F sind 

die Beriihrungspunkte der Schenkel von o" und EF ist. in die den Eckp1mkt. 
des Winkels a nicht enthaltende durch clen Haupt.kreis EF bcgrcnzte Ha.lb­
kugel fallende Bogen des Kreises k ). Der DurchschniU. des Videcks !111<1 <lcr 
Halbkugeln, <lie k enthalten un<l <lurch die in den aufgenommcneu Puuktcu 
gezogenen Tangeuteu bcgrenzt siud, hat die gewiinscht.e Eigcnsclrnft .. 

BEM EIU\UNG. Es sci ll'( < 7r) tkr gcgcbcuc Wiukd des den Kreis eut­
halten<len Vielecks (falls dicscr Winkel cxistiert). Dauu ki)nnen wir im 
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Lemma I vom Vieleck (dessen Existenz dort behauptet wurde) ersatzlich 
folgendes voraussetzen. Der Winkel EOP1 ~ !, wobei 0 den Mittel­
punkt des Kreises, P1 die Spitze des gegebenen Winkels und E eiuen cler 
Beriihrungspunkte des Scheukels vou cx mit dem Kreis bezeidmet. (Fig. 8.) 

l'i' 

Fig. 8. 

Tatsiichlich setzen wir EOP1 > 1 voraus. In diesem Fall konnen wir 
den Kreis und die n-Eckseiteu mit Ausna.luue von PnPt und P2P1 ver­
schieben, so dal3 sich der Mittelpunk des Kreises an der Strecke OP1 in die 
Rich tung von P1 bewegt, bis die Hauptkreise PnPi 1111d Pi P2 den Kreis wie­
der beriihreu. Dann bekommen wir ein beriihrendes n-Eck mit kleinerem 
Fliicheninhalt uu<l es gilt EOP1 <i: < 1· uud OP1 < 1· In konkreten Fa.Hen, 
wenn die D-Zelle ein n-Eck (11. 2: 3) ist, aus der Gruppeneigenschaften ist 
es leicht zu sehen, dal3 OP1 < 1 ist. 

LEMMA 2. Es seieu 0 der Mittelpunkt des gegebenen Kreises mit elem 
Radius r( < 1 ), p und q den Kreis in den Puukten P und Q beriihrende 
Hauptkreise, e sei im Punkt E den Kreis beriihrender Hauptkreis, so daB 
die Schnittpunkte Pi uud Qi der Tangente emit p uud q in eine der <lurch 
den Hauptkreis PQ begrenzten Ha.lbkugel fallen. Der Flacheninhalt des 
Kugelfi.infecks OP Pi Qi Q ist geuau danu miuimal, weun der Hauptkreis 
OE Symmetrieachse des Fi.infecks ist (Fig. 5). 

Die Behauptung von Lemma 2. folgt auch nach §.1. des Kapitels V. von 
Lagerungen in der Ebene a.uf der Kugel und im Raum von FEJES TOTH [5]. 

BEWEiS: Es sei E* <ler Mittelpunkt des betrachteten Bogens PQ. OE* 
ist dann eine Symmetrieachse des Fi.infecks 0 PP{ Qi Q. E sei ein von E* 
verschiedener Beriihrungspunkt, der den Bediugungen des Lemmas geniigt, 
und e die in E gezogene Tangente. M ist de1:..._Sclmittpunkt von e und e*. 

Nehmen wir an, daJ3 E auf dem Kreisbogen Q E* liegt. Dann ist. QOM <i: < 
< QOE*4. Nach unserer Behauptung hat der Fliicheninhalt des Dreiecks 
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s 

Fig. 5. 

Q1QiM kleiner als dcr von P1Pi M zu sein. Spiegeln wir die Gerade q au 
dem Hauptkreis OM. Das Spicgelbild ist der Hauptkreis q1 = Q'S, wobei 
S der Sclmittpunkt von <lem Hauptkreis OM un<l q, Q' das Spiegelbil<l 
von Q ist. Hier verstehen wir stets den Schnittpunkt, der in das durch p 
und q begrenzte un<l den gegebenen Kreis enthalteude Zweieck fa.lit. We~u 

QOM <S. < QO E* <S. ist Q' ein innerer Pun kt des betrachteten Bogens Q P. 
Q'S ist <leshalb ganz im betrachteten Zweieck, also Q'i bzw. Qj' sind iunere 
Punkte von M Pi bzw. M P1. Wegen den Eigenschaften <ler Spiegelung 
ist· MQ'1Qi'6 ~ MQ1Qi6, d.h. die Flacheninhalte dieser Dreiecke sind 
gleich, woraus f(MP1Pi6) > J(MQ1Qi6) folgt, was unsere Bchauptung 
beweist. 

LEMMA 3. Es seien Eo, E1, .. . , En verschiedene Punkte des gegebeneu 
Kreises, die in eiuem Umlaufssinn aufeinander folgeu und 0 dcr Mittel­
punkt <les Kreises. Ziehen wir in Ei die Taugentc ei· Pi bczeiclme den 
Schnittpunkt von ei mit ei+ 1 ( e11+ 1 = eo). Der Flacheuiuha.lt. des ViP-lccks 
OE0PoP1 ... P11_2P11_1E110 mit. festen Eo und Eu ist gena.u dauu minimal, 
wenn die Winkel EiOEi+l gleich grof3 sind (i = O, l, ... , 11 - 1 ). (Fig. G.) 

BEWEIS: Es sei EiOEi+I <S. = 2<Yj u1H.l f(nd bczciclmc den Flii.che­
ninha.lt des I\ ugelvierecks · EiO Ei+ l Pi. Der Flii.chcuinhalt. <lcs Viclecks 

n-1 
OEoPo ... P11_1E,.O ist I: f(<vi)· Nach Lemma 2 ist .f(o') sl.reug .Jen­

i=O 
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sen-konvex. Deshalb folgt aus der Jensenschen Ungleichung: 

Fig. 6. Fig. 7. 

LEMMA 4. Um einen gegebeuen Kreis mit dem Radius r·( < 1) schrei­
ben wir ein ( e + k )-Eck um. Seine Winkel seien mit 2t: l, ... , 2t:k, 2/Ji, ... , 2/3e 
bezeichnet (in irgendeiner Rcihenfolge). Ferner bezeichnen wir mit 111, ... 
. . . , '7k> ai, .. . , ae die Winkel mit Spitze im Mittelpunkt des gegebenen 
Kreises, <lcren einer Schenkel durch die entsprechende Spitze des ( e + k )­
Eeks, anderer Schenkel durch den Beri.ihrungspunkt durchgehen (Fig. 7). 
Setzen wir voraus, daf3 el) ... ) Ck fest sincl, und fJl, ... , 'lk :::; 7r /2, e ~ 2, 
0:1 = ... = ae bestehen. 

Dann ist der Flacheninhalt solcher Vielecke eine streng zunehmende 
Funktion des Kreisradius. 

B EWE IS: Der Flacheninhalt des ( f + k )-Eeks ist 
7r 7r 

F = 2( q + 171 + 2 - 7r) + 2( .s2 + 1/2 + 2 - 7r) + · · · + 
7r 7r 

+2(r:k + 1Jk + 2 - 7r) + 2e(a + 2 - 7r + .B) 
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Nach dem Ordnen dieser Gleichung ergibt sich: 

F = 2. I>i - (e + k - 2)7r + ze,a. 
Der FH.id1c11inhalt. ist also nur von f3 abhanging: F = F(,8). Wcgcu 

R. ~ 2 is a $ 1· Wir ha.hen zu beweisen, da.f3 (J eine streng zunehmende 
Funktion von r ist. Wegen der Rechtwinkligkeit des Dreiecks OEiPi gilt 
sin17i = ~~:~!, <leshalb ist 17i(r) streng zunehmend (weil 0 < €i, T'Ji, r $ ~). 

a = 7r-t 'Ii ist cine streng a.bnelunende Funktiou von r. Wegeu der 

Rechtwinkligkeit von OE2P2 ist cos/3 =sin a· cosr, deshalb ist cos(J eine 
streng abnehmende Funktion von r - deshalb ist ,8(r) streng zunehmen<l. 
Also ist F(r) eine streng zunehmende Funktion von r. 

LEMM A 5. Es sei ein ( e + k )-Eck P mi t. den im Lenuna 4 geschriebenen 
Eigenschaften gegeben, wobei e + k ~ 3, k $ 1 siu<l, und es seien r, 
t:1, ... , /3e, 171, .. . , eve wie im Lemma 4, und geniigen sie a.Ile dortigen Forde­
rungen. Es sei P' ein a.n<lcres konvexes ( e + k )-Eck, das im Falle k = 1 einen 
fcstcn Winkel <i<'r Gri)f.k 2q hat.. Es h<::o:eiclmc r1 dm1 Radius des gro!3t.<'n 
in P' enthalteuen Kreises. Setzen wir voraus, <lafi <lie Fla.cl1cninhalte vou 
P und P' gleich sind. 

Dann gilt r' $ r, mit Gleichheit nur im Falle wenn P' und P kongruent 
sind. 

B EWEIS: Der grcif3tc iu P' enthaltene Kreis A-' beri.ihrt mindenstens 
zwei Seiten von P'. Aufgrun<l Lemnrns 1 konnen wir P' durch ein beriih­
rendes ( e + k )-Eck um ]{1

, vou nicht grof3erem Flacheninhalt ersetzen, <las 
im Falle k = 1 einen Winkel der GroBe 2c: 1 hat.. Aufgrund der Bemcrkung 
nach Lemma 1 und Lemma.s 3 ka.1111 man um K' ein bcriihrendes ( e + ~~)-Eck 
umschreibeu, dessen Ffachcuinhalt nicht grol.kr a.ls der des vorherigen ist, 
und <las alle Bedinguugen erfiillt, mit k :::; 1, die im Lenuna 4 ftir <las 
dortige ( C + k )-Eck aufgezahlt wnrden. Dann folgt 1-' :::; r nach Lemma. 4. 

Der Fall der Gleichheit leuchtet ein. 

BEM EllK u NG: Aus <lem Lemmate 1- 5 folgt, dal3 wenn ein regelmafiiges 
3, 4, oder 5-Eck <leu metrischen Beding1111gen der D-Zelle geniigt, dann 
liefert diese D-Zelle <lie dichteste Packung. 

2. Die spharischen Gruppen 

Im Folg1~11dcn gd1c11 wir znr Uutcrs11chung konkreter F~lle iiber. Z11r 
Bezeiclmung <ler Symmct.riegruppc: An erstcr Stelle steht die von H. 
WEYL sta.mmen<lc Bezcichnuug, chum folgt die von Coxetcr uud Moser 
verwendete. Zwisd1en diescn stcht das Zeichen <ler i<lentischen Gleichhcit. 
In der nachsten Reihe ziihlen wir die die Gruppe erzeugcnden Elemeute 
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auf, diese <lurch Komrnata trenueud. Nach einem Gedankenstrich folgeu 
die die Gruppe eindeutig definiereuden Relationen, auf deren rechte Seite 
wir uns immer 1 deuken. 

Zur Bezeichnung der Gruppenelemeute verwenden wir: 
r: Drehung (ihre Orduung ist q, weun die Relation rq = 1 besteht und 

q minimal mit dieser Eigenschaft ist); 
m: Spiegelung an einem Hauptkreis; 
g: Drehspiegelung. 
Die von DOMINY Al< stammende Bezeichnung Ti verwenden wir fiir die 

Typen der Kreissysteme ( i = l, 2, ... , 32). 
Die Met.hocle cler Uutcrsuchung ist die folgende: Den Punkt 0 , der im 

Folgenden stets der Mittelpunkt des Kreises ist., wi.i.hlen wir in einem Fun­
damentalbercich Fe c.lcr gegebcnen diskreten Gruppe G. Wir untersuchen 
die so zustandekommenden D-Zellenzerlegungen und die dazugehorenden 
Dichten. Es bezeichne Sym(OG) die Eigensymmetriegruppe der Balm oG. 
Wenn Sym ( oG) = G ist, dann uutersuchen wir die Pa.ckung, und in der 
zweiten Arbeit auch die Uberdeckuug bei der Gruppe G; wenn Sym (OG) > 
> G ist, oder wenn fiir die <las Extremum ergebende Bahn Sym ( oG) > G 
ist, dann untersuchen wir dies an anderer Stelle, bei G = Sym ( oc). In 
den konkreten Fallen, die wir betrachten werden, ist es leicht einzusehen, 
das die Seitenlangeu der D-Zelle nicht gro6er als 7r sind. 

I. Drehungsgruppe (Fig. 1/1) 

Cq = [qj+ ( q ~ 2) 
(1·-rq), 

Sym(OG) > G. Sym(OG) enthiilt auch Spie-
gelungen an Achsen. (Wenn q beliebig ist, o · 
dann zeicbnen wir im Weiteren den Fall q = 
= 3.) 

II. 

C4nC2n } + + 
C2n-1' (n = 1,2,. .. ) =: [2 ' 2

q ], Fig. I/I 

(g,1· - gr-1g,r'l), (q ~ 2) 

Sym(OG) > G. Sym(OG) enthalt hier auch die Achsenspiegelung an der 
Halbieren<le des Winkels 2; (Fig. II/1). 

(g - g2q) 

Sym (OG) > G (Fig. Il/2). 
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III. 

Fig. 11/1 

C411- 2C211-1 

C2n1 
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'"'ll ··· 
0 

Fig. 11/2 Fig. 111/1 

(n = 1,2, . .. ) } = 12,q+], (q ~ 1) 

(1· m - ,.q m 2 1nr- 1mr) , , , , 
Sym(OG) > G. Sym(OG) cnthfilt noch weitcre Achsen Spiegelungen (Fig. 
111/1 ). 

D 

Fig. IV/1 Fig. IV/2 Fig. IV/3 

IV. 

(q ;:::: 2) 

(ri, r2, 1·3 - r~, ri, r~ , ri r2r3). 

Ti: Die D-Zelle ist <las Viereck ABC D, dcsseu am Eckpunkt D befind­
licher Winkel die GroBe 2

9
7r hat ( q > 2, Fig. IV / 1 ). Nach Lemma 5 kaun das 

Viereck dann den Kreis mit gro6ten Radius enthalten, wenn mit Ausnahme 
des an D befindlichen Winkels a.He Winkel gleich gro6 sind. a bezeichne 
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Fig. V/I Fig. 11/2 Fig. V/3 

diese GroBe. Nach der im Bewcis zum Lemma 4 verwcndeten Glcichuug ist 

der Flacheninhalt des Vierecks F = * = 2; + 3a - 271", also a """ ¥. In 
diesem Falle gilt fur die D-Zelle natiirlich AD= CD, sogal' AB= BC. So 
ist Sym(OG) > G. Im extremalen Fall ist. Sym(OG) = [2+,2qJ . Die extre­
male Packung gchor t zum Typ ~9· Im Fall q = 2 ist wegen Lemma 5 die 
D-Zelle der d ichtesten Packung ein regelma.Biges Dreieck. Sym(OG) > G. 
Das Extremum gehort zum Typ T24. 

(1·2,.r3 - ri, r1 , (r2r3)2) (Fig. IV /2). 
0 befindet sid1 auf der Winkelhalbierenden des Winkels des glcichscenk­
ligen Dreiecks AC D, <ler sich am Eckpunkt D befin<let, Sym ( oG) > G, 
ADC.:t = 2;, DAC.:t = DCA<l = i· 

(1·1,r2 -rf,1·i(rir2)q) (Fig. IV/3) 

0 ist a.uf S t recke F1 F2 S ym ( oG) > G. 
v. 

D 2n 
D411+2D211+l (n = 1,2, .. . ) } = [2,q], (q 2: 2) 

(rn 1, m2, m.3 - rnf, m~, 111~, (m1m2)q, (m2rn3)2, (m3m1)2) (Fig. v /1) 

T2: Die D-Zellc ist ciu Drcieck rnit <lem Winkcln f, 2-. i· Der Mit­
telpunkt. () ist. ein iunerer Pnnkt des Dereichcs. Da.nu ist dcr Radius des 
eutlmlLcw•u l\:rciscs Jlln.xiuml, w<·1m <.kr Krcii> mit dcm iu das Drcieck ein­
geschriebcw•11 g;lcid1 ist. Dami ist Sym ( oG) > G. Die extrema.le Packung 
gehort z 111ll Typ T:1- · 

T:r 0 ist a11f eiucm Schcukd ck::; Wiukds ~- DiP D-Zdk ist. cin Drcieck 

mit <lcu vYinkdu 2~·' ~· 1· Das Opl-illllllll winl dmch clcu ei 11g<'Sd1l'iebencu 

Kreis gegcbcu (Fig. V /2), <lessen Radius r =arc tg (sin f) ist. 
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Fig. V/4 Fig. VI/I Fig. V!/2 

T4: 0 liegt auf der Grundseite des Fuudamentalbereichs. Die D-Zelle 
ist ein Zweieck, ·dessen Winkel ~ sind. Die dichteste Packung gibt der in 

das Zweieck eingcschriebene Kreis. Dann ist Sym ( oG) > G (Fig. V /3). 
Im extremalen Fall ist Sym ( OG) = [2, 2q]. Die extremale Packung gehort 
zum Typ T5· 

T5: 0 ist der Eckpunkt, <ler auf der Grundseite des Fundameuta.lbere­
ches liegt. Die D-Zelle ist ein Zweieck mit dem Winkel 2;. Der groHte Kreis 
der beide Schenkel des Zweiecks beri.ihrt, liefert die dichteste Packung: 
r = ~ (Fig. V /4). Im Falle q = 3 fallt dies mit <ler dichtesten Packung 

dreier kongruenter Kreise zusamrnen [5]. 
VI. DqCq := [q], (q ~ 2) 

(m1 1 m2-m~,m~,(1n1m.2)q) 
T6: Die D-Zelle ist ein Zweieck mit dem Winkel ~· Wenn 0 innerer 

Punkt des Bereiches ist, danu gibt der in das Zweieck eingeschriebene Kreis 
die dichteste Packung {Fig. VI/1) drum ist Sym (OG) > G. Im extremalen 
Fall ist Sym (OG) = [2, 2qJ. Die extremale Packuug gehort zum Typ T5· 

T7: Wenn 0 auf einer <las fundamentalen Zweieck begrenzen<leu Ge­
raden liegt, dann ist die D-Zclle ein Zweieck mit dem Winkel 2;. Die 
dichteste Packung gibt der in <las Zweieck eingeschriebene Kreis (Fig. 
VI/2). Sym{OG) > G. Im extremalen Fall ist Sym(OG) = [2,q]. Die 
extremale Packung gehort zum Typ T5. 

VII. 

D4nD211 

D211+1 
{n = 1,2, .. . ) } = [2+,2q] (q ~ 2) 

(r,m1,m2 - mi,m~,r2,(m1m2)q,(m1rm2r- 1 )) (Fig. VII/1). 
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Ts: Die D-Zelle is t <las Dreicck ABD, <lessen an D defiudlicher Winkel 
der Grofie ~ ist. Die Summe <ler andereu bei<len Winkel ist 7r. Wegen 

Lemma 5 gibt der iu das glcichsdienklige Dreieck ABD eingeschriebene 
Kreis die clichtest.e Pa.ckuug. DAD<i. = ADD<r. = ~· 0 liegt daun auf der 
Mittelsenkrecht.en von AB. Desha.lb sine! <lie mctriscl1cn Dediuguugen dcr 
D-Zelle erfiillt. Im extremalen Fall ist Sym (OG) = [2, 2qJ, die extremale 
Packung gehort zurn Typ T3. 

(r,rn.1 - r·2,my,(nqr·- 1m17·)q) (Fig. VIl/2) 

Die D-Zellc ist. cin Zwcicck mit c.lc-111 Wi11k<'l rr/2q. Sym(OG) > G'. Im 
extremalen Fall ist Sym ( o G) = 12, 4qj, die extrema.le Packung gehort zum 
Typ Ts. 

0 ; 

Fig. V/1/1 Fig. Vll/2 Fig. VJJ/3 

T9: Wenn q ~ 3, dann ist die D-Zclle der "Deltoid" ABC D, <lessen a.n D 
befindlicher \N'inkel 2q1f ist. Aufgrund Lemmas 5 kaun unter den Vierecken 

mit einem Winkel 2; und dem Flacheninhalt. * das <lcn grofiten Kreis 

entha.lten, dessen iibrige. Winkel gleich siu<l. Fiir diese ergibt sich unter 
Anwe11dw1g <ler FliicheniuhaltsglPichuug a = ~- In diescm Fall sind alle 
metrischen Dedingungen der 0 -Zelle erfi.illt: AD = DC, AD = BC, 0 liegt 
auf der Wiukelha.lbierendcn von 2

; und auf <lcn Mittelsenkrechten von 

AB und BC (Fig. VIl/3). Die in der cxtrema.len Ptickung vorko1mnen<len 
Krcise beriihren sich auch in den Drehzentren Fi uu<l F2 von zweiter 
Orclnung. Im Falle q = 3 stimmt die dicht.este Pa.ckung mit der von 
L. Fejes T6t.h gegebenen dichtcst.cn Packung vou 6 kongruenten Kreisen 
iiberein 15] (drum ist Sym ( o C) > G, Typ: T20) . Fiir q = 4 gelangen wir 
zur dichtesten Pa.ckung von 8 ko11grue11ten Kreiseu (Schiit,te l5J ). Im Falle 
q = 2 ist die D-Zelle ein gleicl1schenkliges Dreieck. Eiu regelmafiiges Dreieck 
gibt die dichtcstc Packung, wcil sie a.Ile metrische Bedingungeu <ler D-Zelle 
erfiillt. Da.im is t Sym ( oG) = 13, 3] > G, <lie extrema.le Pa.ckuug gchort zum 
Typ T24· 
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T = [3, 3]+ Drehgruppe des Tetraeders 

(1'!, 1·2, r3 - i·J, r~, r5, 1·11·21·3) (Fig. T/1) 
1'10: Der Fuudamenttilbercich wircl im Falle cler Gruppc T mit Hilfe 

des gleichschenkligen Dreiccks ACF gebil<let, sein Flacheninhalt ist <las 
Doppelte des Fla.cheninlrn.ltes des Dreiecks. (Fig. T /I: im ACF 6. ist der 
rechte Winkel hei F, die anckrcu· ?.W<'i W inkel sind 60° .) Im Falle T1 o ist. 
0 inucrcr P11nkt. von ACF 6.. Die D-Zcllc ist. ciu FiinfC'ck, <lessen zwci 
nichtbcnad1baitc Wiukcl jc 120° ~iud . A11fgrnud Lt:muu\S 5 krum Hiller 

den Fiinfecken mit gegebenem Flachcninhalt ( = H) das rcgelma.13ige den 

grofiten Kreis cnthalten und <liescr Kreis ist dcr eingeschriebene. U nter 
BeachtHug <les FHicheniuhalten gilt fiir <lessen Wiukel n = ~. Mau ka.m1 
leicht eiuschen, daB die mctrischen D<·<liugung<'u erfiillt siud. Die 0 -Zcl­
lenzerlegung der Dichtcstc·n Packung ist das auf die Kugel gcschricLene 
Dodeka.eder. Sym(OG) > G (Fig. T/1). Sym(OG) = [3,5], Typ: T32. 

Weun 0 auf <ler Gnmdseite AC liC'gt, dann ist <lie D-Zelle <ler "Rhom­
bus" ABCF (Fig. T/2). Sym (OG) = [3,3] > G, Typ T23. 

Wenn 0 auf eincm Schenkel des Dreiecks ACF liegt., z.B. an CF da.nu 
ist die D-Zclle dns gleichschenklige Dreieck AC J( (Fig. T /3). Sym ( QG) = 
[3,3] > G, Typ T22· 

Fig. T/1 

T = [3+,4] 

A 

Fig. T/e 

(r,m1,m2-1·3,m~,m~,(mpn2)2,m2r- 1m1r) 

Fig. T /3 

Ti 1: Die D-Zelle ist ein Viereck, dcssen gegcniibcrliegcnde Wiukel 120° 
bzw. 90° sind, die audercn heiden crganzen sich zu 180°. Anfgrnnd Lemmas 
5 kann untcr Vicrecken mit eincm Winkel von 120° und gcgebeueu Fla­
cheuinhalt ~ dns den Kreis mit grofitem Radius cnt.halten, dessen iibrige 
Winkel der GroBe jc 90° siucl. Dafiir sincl die mctrischen Dediugungen <ler 
D-Zelle erfiillt. BCD<i. = 90°, ABC<i. + CDA<i. = 11', die den Winkel von 
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120° cinschlieBeudcn Seiteu sin_d gleich; 0 liegt auf der Wiukelhalhierenclen 
des Winkels von 120° (Fig. T /1 ). Im Falle der dichtesten Pa.ckung ist 
Sym(OG) = [3,4] > G, Typ: T17. 

D 

A . 0 

Fig. T /1 Fig. T/2 

T12: Weun dcr Mit.telpunkt 0 auf einer Spiegela.chse <lcr Gruppe T 
liegt, drum ist <lie D-Zclle so ciu achscnsymmetrischcs Fi.iufock, iu elem zwci 
nicht benachba.rte, a.chsensymmctrisch liegende Winkel <ler Gro.13e 120° sind 
(Fig. T /2). Aufgrund der Folgerung Lemmas 5 ergibt ein regulares Fi.inf eek 
mit Winkeln von 120° die dichteste Pa.ckung ( sein Flacheninhall ist ti), 
<la.rm ist a.her Sym(OG) = [3,5] > G, T yp T32 · 

0 = [3, 4]+ Drehgruppe des Oktaeders 

(q,r2,r3 -1·~,1·~,1·~,1·1r2r3) (Fig. 0/1) 
T1:r Die D-Zclle ist cin Fiinfeck, in dcm 

zwei nkht beuacbba.rte Winkel von gegebe­
ner GroBc 120° bzw. goo sin<l un<l dns die a.u­
dcren metrischcn Bedingungen crfi.illt. Auf­
grund Lemmas 5 ka.1m 1mter den Fiiufeck mit 
einem Winkel von 90° und einem Flacheuiu­
ha.lt von * das den grof3t.en Kreis enthalten, 
<lessen iibrige Winkel glcich und dcr Gro.13e 
120° sind. Dieses Fi.infeck erfi.illt <lie metri­
schen Bedingungen der D-Zelle: es besitzt 
ein Winkel von go0 und einen mit diesem 
nicht bem\chbarten Winkd von 120°; die die- Fig. 0 /I 
se Winkf'I ci11schlicl3cudcn Scit.('JI siud glPich, 
<lcr Mittdp1111kt li<'gt. auf d<'u vViukcllrn.lbi<'rencl<~u d<'r zwci gcgcbencu Win­
kel und der Mittelscnkrechtcn dcr Scite, die den Halb<lrehungsmittelpuukt 
entha.It (Fig. 0 /1 ). Di<' D-Zclle is t. in <liesem Fall auf <lie Wiukelhalbie-
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rende des 90° -Winkels Symmetrisch, a.her diese Symmetrieachse ist keine 
Symmetrieachse des P unktsyst.ems. Die Existenz der vori uns als Optima.I 
erhaltcncn D-Zellenzerlegung wird durch die Existeuz des regula.ren Kugel­
mosaiki> { 4, 3, 3, 3, 3} bcwiescn, d<~sscu Ecken die Kreismitt.dpunkt<·' sind. 
Das crhaltenc Ergclmis stimmt mit der dichtestcn Packuug von n = 24 
kongruenten Kreisen iiberein, das Robinson angegeben hat [6]. 

0 = [3, 4] die voHe Oktaedergruppe 

2 2 2 4 3 2 (m1,m2,m3-m1,m2,m3,(mpn2) ,(m2m3) ,(m3m1)) 
· T14: Die D-Zelle ist ein Dreieck ACB mit den Winkeln 60°, 45° und 

90° (Fig. 0 /1 ). Wenu 0 innere Puukt ist, <lann gibt der eingeschriebene 
Kreis die <lichtestc Packuug. 

T15: 0 ist auf der Seit.e AB des Fundamentalbereichs ABC. Die <lich­
teste Packung wjrd von <lem in die D-Zelle CA]( eingeschriebenen Kreis 
bestimmt (Fig. 0 /2). 

(, . b I< L 

Fig. 0/1 Fig. 0/2 Fig. 0/3 

Trn: 0 ist auf der Seite BC. Die <lichteste Packung wird von dem in 
das Dreicck AC L eiugeschriebenen Kreis angegeben (Fig. 0 /3). 

T17: Weun sich 0 auf der Seite AC bewegt, dann ist die D-Zelle ein 
"Delt.oid" (Fig. D / 4 ). Wegcn dcr Achsensymmetric sclmeiden sich die Win­
kelhalbierenden in einem P unkt, deshalb liefert der eindeutig existierende 
eingeschriebene Kreis die dichteste Packung. 

Tis: 0 = B. Die D-Zelle ist ein "Rhombus" (Fig. 0/5). Die dichteste 
Packung wird vom eiugeschriebencu Kreis bestimmt. 

T19: 0 = A. Die D-Zelle ist eiu recht.wiukligei> rc_gelm}il3iges Dreiec.k. 
Der eingeschriebene Kreis ergibt das Optimum (Fig. 0 /G). 

T20: () = C. Die D-Zcllc ist. eiu "Quadrnt." mit Winkel von 120°. Die 
dichtest.e Packung wird von dcm eindcutig cxisticrenden, eingeschriebenen 
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Fig. O/~ Fig. 0/5 Fig. 0 /6 

Kreis bestimmt (Fig, (J /7), diese ist die von 6 kongruenten Kreisen !5] 
bestehende dichtcste Packung. 

OT = [3, 3J die voile Tetraedergruppe 

(m1, m2, m3 - m~, m~, m~, (m1m2)3, (m2m3)3, (m3m1)2) 

T21: Die D-Zelle ist ein Dreieck BCD mit Winkeln von 60°, 60°, 90°, 
das · gleichzeitig cler Fundamentalbereich ist. 0 ist ein innerer Punkt von 
dem Fundameutalbereich BCD (Fig. OT /1 ). Ergibt die dichteste Pa.ckung 
in das Dreieck eingeschriebene Kreis, Sym(OG) = [3,4J > G, Typ T16. 

Fig. 0/7 Fig. OT/1 Fig. OT/~ 

T22: 0 bewegt sich auf einem Schenkel des Fundamentalbereiches (Fig. 
OT /2). Die dichteste Packung wird von eingeschriebenen Kreis der D-Zelle 
angegeben. 
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Tz3 : 0 ist auf <ler Seit.e BC von dcm Fun<lamentalbereich BCD. Die 
D-Zelle ist eiu "Rhombus" (Fig. OT/3). Die dichteste Packuug wird von 
dem eingeschriebcnen Kreis bestimmt, Sym(OG) = [3,4] > G, Typ Tl8. 

T2'1: 0 = B. Die D-Zelle ist eiu regelmiif3iges Dreieck mi t. 120° Wiukelu 
(Fig. OT/4). Der eingeschriebene Kreis gibt <lie dicl1teste Packung, <lie mit 
der von 4 kougrueuten Kreisen i.ibercinstimmt. [5]. 

c 

Fig. OT/3 Fig. OT/4 Fig. l /J 

I = [3, 5]+ Drehgruppe des Ikosaeders 

(r1 r2 r3 - r·3 r 2 r 5 r1r2r3) , ' l' 2> :i' ' (Fig. I /I) 
T25: Wenn 0 innerer Puukt des Dreiecks ATD ist., datrn ist die D-Zcll~ 

so eiu Fi.infcck, vou dNn zwci uicht. bc11acl1bartc 'Winkel von gegdJcucr 
Gro!3e 120° uu<l 72° siud. Der Flad1eui11halt dcr D-Zdle i~t ~IT uucl cs gibt. 
noch weiterc mctrische Bediuguugen. Aufgruud Lemma 5 ku.nu unter den 
konvexen Fi.infocken mit gegebener Flacheninhalt , die einen 72°-Winkcl 
haben, dns den grofit.eu Kreis enthalten, dessen iibrige 4 Winkel gleich 
grofi sincl. Deren Grol3e 120° ergibt sich aus der Fli.icheninhaltsgleichung. 
Das Fiinfeck, in <las dieser Kreis eingeschrieben ist, erfiillt alle metrische 
Bedingungen der D-Zelle T25 (wie im Typ T13). Die erhaltene D-Zellenzer­
legung ist dua.l zum rcgelma.f3igen Kugelmosaik { 3, 3, 3, 3, 5}, dessen Ecken 
die Kreismittelpunkte der dichtesten Packung geben. 

1 = (3, 5] die voile Ikosaedergruppe 

(nq, m.2, m3 - m.y, m~, m.5, (mpn2)5, (m2m3)3,(m3m1)2) 

In folgenden F~illen (T26-T32) wird <lurch den eingP-schriebenen Kreis die 
dichteste Pa.ckuug gegeben (analog zu den Typeu T14-T20). 
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c 

A 

Fig. l/J Fig. f/2 Pig. f/.9 

T26: Der Fundament.albereich Fe und gleichzeitig die D-Zellc ist <las 
Dreieck ABC mit den Winkcln 60°, 90°, 36°, wcnn 0 innerer Punkt von 
Feist (Fig. 1/1). 

T27: 0 ist auf <ler Seite AB von Fe (Fig. l /2). Die D-Zelle ist <ler 
Dreieck ACD. 

T2s: 0 ist auf der Seite BC von Fe (Fig. 1 /3). Die D-Zelle ist ein 
Dreieck. 

_ Tw: 0 ist auf der Seite AC von Fe, die D-Zelle ist ein "Deltoid" (Fig. 
J/4). 

Fig. 1/4 Fig. 1/5 

T3o: 0 = B. Die D-Zelle ist ein "Rhombus" (Fig. f/5). 
T31: 0 =A. Die D-Zelle ist ein regulares Dreieck mit 72°-Winkeln (Fig. 

l/6). 
T32: 0 = C. Die dichteste Pa.ckung wird <lurch ein regulares Fiinf­

eck mit einem Winkel von 120° (Fig. I /7) gegehen. Die hier erhaltene 
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Fig. f/6 Fig. f /7 

Kreispackuug stimmt mit <lcr <lichtesten Packung von 12 kongruenten 
Kreisen iiberein [5]. 
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EXTREMALE HOMOGENE KREISUBERDECKUNGEN 
UND ENGE PACKUNGEN AUF DER KUGELFLACHE 
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Illyes Gyula Gymnasium, Domb6var 

{Ei11gega11gen am 11. Februar 1982) 

Dieser Artikel ist eine Fortsetzung des Artikels mit dem Titel "Ex" 
tremale homogene Packungen auf der Kugelfiache". Die beiden Arbeiten 
werden durch <las gemeinsame Thema, die Untersuchung der homogenen 
Kreissysteme auf der Kugelflache, miteiuander verbunden. In diesem zwei­
ten Teil benutzen wir auch die ein dem ersten Teil eingefiihrten Begriffe und 
die dort behandelte Klassi§kation der homogenen Punktsysteme auf der 
Kugelflache (Fig. I/1-Fig. I/7), und ferner verwenden wir die Ergebnisse 
des ersten Teiles. Wir weisen auf die dort zitierte Li teratur hin. 

1. Homoge ne Kreisiiberdeckungen 

Die extremalen homogenen Kreisiiberdeckungen werden allgemein mit 
verschiedcnen Methoden untersucht. Unser Ziel ist die Bestimmung das 
die D-Zelle abdeckenden kleinsten Kreises,"d.h. des Kreises mit kleinstem 
Radius, um die diinnste Kreisi.iberdeckung zu erreichen. Bevor wir zur 
Untersuchung der konkreten Fa.He i.ibergehen, wollen wir eineu allgemeiuen 
Satz erwiihnen, mit <lessen Hilfe wir in einigen konkreten Fallen die dunnste 
Kreisiiberdeckung uumittelbar ermitteln konnen. 

HILFSSATZ l. Unter den auf einer Halbkugel befindlichen konvexen 
n-Ecken (n ~ 3) mit gegebenem Flacheninhalt ist das regelma.Bige n-Eck 
mit dem kleinsten Kreis abdeckbar. 

BEWEIS: Zuerst sehen wir ein, claB unter den <lurch einen gegebenen 
Kreis ( r s; ~) enthaltenen n-Ecken das eingeschriebeue regelma.Bige n-Eck 
den groBten Flacheninhalt hat. Die Eckpunkte des ent.haltenen n.-Ecks 
seien Bi , . .. , Bu, ein innerer Punkt des n.-Ecks sei C . Betra.chten wir 
die Schnittpuukte der Strahlen CBi, ... , CBn mlt dem Kreis, diese be­
zeichnen wir mit B}, . .. , B:,. Wegen der Konvexitat des n-Ecks ist <las 
urspriingliche n-Eck im letzteren enthalten, deshalb ist der Flacheninha1t 
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des n -Ecks Bi, ... , B~ nicht kleiner als der des urspriinglichen. Es ist allge­
mein bekannt, daf3 unter den eingeschriebenen n-Ecken das regelma.Bige den 
groBten Flacheniuhalt besitzt, dies gilt a.uch fiir den von uns betrachteten 
Kreis. 

Es ist kla.r, daB der Flii.cheninhalt des eingeschriebenen regelm.aBigen 
n-Ecks streng zuuehmen<le Funktion des Kreisradius is. (Dies ist <lurch das 
konzcntrische Aufci11m1<lcrlcgcn <l{T Krcise leicht einzuschcn.) 

Ahnlich, zu <leu beim Lemma 5 gefolgten Gedanken Iafit sich die 
Dehauptung uusercs Hilfssatzcs beweisen. Wenn es ein von dem regularen 
n-&k verschiedenes n-&k mit gegebenem Flacheninha.lt existierte, welches 
sich mit kleinerem Kreis abdecken lief3e, als das regulare, dann ware der 
Flacheninha.lt des in den kleineren Kreis gcschriebenen regulii.ren n-Ecks 
nicht kleiner a.ls der gegebene Flacheninhalt. Das widerspricht aber der 
Behauptung des vorigen Absatzes. 

Aus dem soeben beweisenen Hilfssatz folgt die Beha11ptuug: Wenn <las 
regelmaf3ige 11.-Eck den metrischen Dedingungen cler D-Zclle geniigt, dann 
ergibt dieses die D-Zelle dcr diiunste Kreisiiberdeckung. 

Fur die Typen Tio un<l T12 ist <las regelmii.J3ige Funfeck die D-Zelle 
der dunnsten Kreisuberdeckung. In beiden Fallen ist Sym (OG) > G. Das 
extremum gehort zum Typ T32. 

Fur die Typen T1 und T9 ist im Falle q = 2 das regelmaBigen Dreieck die 
D-Zelle der diinnsten Kreisuberdeckung. Sym ( oG) > G. Das Extremum 
gehort zum Typ T21. 

1st die D-Zelle ein Dreieck mit gegebenen Winkel, da.nn liefert der um­
geschriebene Kreis die di.inuste Krcisi.iberdeckung, falls dcsscn Mittelpunkt 
innerer Puukt des Dreiecks ist. Falls der Mittelpunkt des Umkreises auBere 
oder Ran<lpunkt des Dreiecks ist, ergibt der Kreis die dichteste Packung, 
<lessen Durchmesscr die laugste Seite cles Dreiecks ist. Ob dcr Mittelpw1kt 
0 des umgeschriebenen Kreises inuerer, iiuJ3erer oder Raudpunkt des Drei­
ecks ist, kounen wir mit einfachcr Rechnung ermitteln, wenn wir die Winkel 

a, /3 < 'Y des Dreiecks ABC kennen: Der Winkel AOB<S. = a+g-r ist 
respektive positiv, negativ oder null. 

Fur die Typen T2 (Sym ( oG) > G, Extremurn im Typ T3), T3 (sin R = 

= 2 .1.,hr), T14 (R = 27, 5692°), Tm (R = 36, 2060°), T19 (R = 
-Siil q 

= 54, 7356°), T21 (Sym(OG) = (3,4J > G, Extremumtyp: Tl6), T24 (R = 
= 70, 5287°), T26 (R = 18, 7125°), T2s (R = 22, 9108°), 7:11 (R = 37, 3773°) 
ergibt der umgeschricbeuc Kreis die <liinnste I<reisiibcrclcckung. Fiir die 
Typen T15 , T22 uud T27 ist dcr Mittclpuukt des umgeschriebcnen Kreises 
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au6erer oder Randpunkt <les Dreiecks. Sym ( oG) > G, Extremumtype Tis, 
T20, T30. Wenn die D-Zelle ein auf zwei, zueinander senkrechte Achsen 
symmetrisches Viereck ( "IU1ombus") ist, dann liefert der Kreis, dessen 
Durchmesser die liingere Diagonale des Rhombus ist, die <liinnste Kreisii-
berdeckung: Tis (R = 45°), T20 (= 54, 7356°), T23(Sym(OG)=13,4] > G, 
T1g), T30 (R = 31, 7174°) . Fiir den Typ T32 ist die D-Zelle ein regelm~i.f3igcs 
Fiinfeck, die diinnste Kreisi.iber<leckuug wird <lurch den umgeschriebenen 
Kreis gegeben ( R = 37, 3773°). 

Fiir die Typen T4, T5 , T6, T7 ist die D-Zelle ein Zweieck. Die diinnste 
Kreisiiberdeckung wird von einem <lurch die beiden Eckpunkte gehenden 
Kreis mit dem Radius 1 bestimmt. Fiir T6 und T7 ist Sym(OG) > G. Im 
Falle T4 ist die extremale Uberdeckuug nicht eindeutig. 

Fiir die Gruppen I-IV. gilt (mit der Ausnahme des Typs Ti) Sym(OG) > 
> G. Die Existenz der weiterer Symmetrien kann man genau so wie fiir die 
Packungen einseheu. 

Mit dem Typ Ti beschaftigen wir uns na.ch der Dehandlung des Typs Tg. 
Betrachteu wir nun die weiteren Falle: 

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 9 

Ts: Die D-Zelle ist <las Dreieck ABD, der Winkel mit dem Eckpunkt. D 
ist ~(Fig. 1). Die Summe der Winkel mit den Eckpunkten A und B ist 7r. 

0 sei der Mittelpunkt des um ABD6. umgeschriebenen Kreises. Nehmen 
wir an, da6 0 nicht auf3erer Punkt ist, dann ist der Umkreis der kleinste 
deckende. F sei der feste Mittelpuukt von AB, A* und B* zwei Eckpunkte 
des gleichschenkligen Dreiccks A* DB*. Dreben wir das Dreieck AB D 6. 
um F so, daB AB auf den Hauptkreis A* B* fallt. Das Bild von 0 sei 0 auf 
FD. Wegen OD + OF~ FD = ~ ist. DO$ DO. Wegeu A*B* $ AB 
ehthiilt der um 0 mit dem Radius AO geschlagene Kreis <las Dreieck 
DA* B*. Weiterhin ist 0 D < ~ Desha.lb ist der Radius <le..s um DA* B* 6. 
umgeschriebenen Kreises kleiner als der des um DAB!:l umgeschriebenen, 
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wenn A=/: A*. Wenn 0 kein innerer Punkt ist, dann ist der Mittelpunkt 
des kleinsten <lcckenden Kreises der Mittelpuukt der grofiten Seite ( diese 
sei AD). Weun 0 R.a.ndpunkt ist, <la.nu, wie oben gezeigt, es existiert 
ein deckender Kreis mit kleinerem Radius. Wenn 0 iiufierer Punkt ist, 
dann ist der Radius des kleinsten decken<len Kreises 4§2. Dieser Radius 
ist groBer als <ler des kleinsten deckenden Kreises, wenn 0 Randpunkt 
ist. Damit ha.hen wir eingesehen, da13 <ler um <la.c; gleichschenklige Dreieck 
A* DB* um8cschriebene Kreis die <liinnste Kreis~berdeckung ergibt. Dann 
ist Sym (0 ) = 12, 2q) > G. Die extrema.le Uberdeckung gehort zum 
TypT3. 

Tg: q ~ 3. Die D-Zelle ist ein "Deltoid" ABCD, auf <lessen Sym­
metrieachse BD der Punkt 0 liegt. Weiterhin liegt 0 auf den Mittel­
senkrechten der Scite AB und BC (Fig. 2). Bezeichnen wir den Winkel 
DAB mit o, den Winkel ABD mit {J. Wegen der Drehung um den Punkt 

Fi um 180° ist a+ f3 = 7r. Es sci a = f + (3. Dann ist a = q{q1
1r, 

(3 = qir,11r. In diesem Fall geht <ler um o• geschlagene Kreis mit dem 

Radius O* A* = o• B* = R* <lurch D , d.h. er euthiilt a.lie &kpunkte 
der D-Zelle. Dann ist DB* = 2R*. Fiir DB > 2R* ist B cin auBerer 
Punkt des obigen Kreises. Wenn BD < 2R*, dann sind A und C au13ere 
Punkte des Kreises mit dem Mittelpunkt O* und elem Radius R*. Dies 
bedeutet dann, dafi die D-Zelle <lurch einen Kreis mit dem Radius R* 
nicht abdeckbar ist, weil das Dreieck ADC nicht mit so einem Kreis 
abdeckbar ist. Da.mit haben wir eingesehen, da6 die in den Kreis mit dem 
Radius R* einschreibbare D-Zellc die diiunste I<reisiibcrdeckung bestimmt 

( 
* coso+cos.O·cos f ~+l rat ) . 

cos 2R = . /3 . 11' , wo a = q 7r, f3 = q 7r • Im Falle q = 3 1st 
Sill ·Siil q 

die D-Zelle ein Viereck mit 120°-Wiukeln. Dann ist Sym(OG) = 13,4) > G, 
das Optimum gehort zum Typ T20. 

Ti: q ~ 3. Wir wollen zeigen, daf3 die im Falle Tg erhaltenen D-Zelle 
die di.innate Uberdcckuug gibt (Fig. 3). 0 liegt auf der Winkelhalbierenden 

des Winkels ADC~ = 2;. k1 sei der <lurch B* gehende Kreis rnit dem 
Mittelpuukt D (Fi bzw. F2 seien die Mittelpunkte von A* B* bzw. B*C*). 
Jeder Punkt des Kreises k1 ist so weit von der Geraden Fi F2 entfemt wie 
B*. Wenn AD = DC < A* D = C* D, darm ist B ein auf3erer Punkt des 
Kreises ki, una.bhangig von der Lage dcr Punkte Fi und F2, weil B so weit 
·Von der Geraden F1 F2 entforn ist wie A. Desha.lb is t zur Deckung eii1 Kreis 
notwendig, <lessen Radius groBer a.ls R* ist. Wenn AD = AC > ,4* D = 
= C* D , dann sind A und C aufiere Punkte des Kreises mit dem Radius 
R* , deshalb geniigt der Radius R* nicht. zur Deckung des Dreiecks ADC. 
Desha.lb gi bt auch im Falle T1 das bei '.l!J ermittdte Optimum die <liiuustc 
Uberdeckuug. Sym(OC) = 12+ ,2q) > G. 
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Ti 1: Die D-Zelle ist ein Viereck, in dem zwei gegeniiberliegende Winkel 
von gegebener Grofie sind: BAD<t = 120°, BCD<t = 90° (Fig. 4). 0 
liegt auf der Halbierenden von BAD <t. Der Para.meter BA = AD = y 
bestimmt <las Viereck ABC D eindeutig. M sei der Mittelpunkt des um 
BCD6 geschriebenen Kreises. M licgt auf der Halbierenden von BAD<t , 
weil BAD6 ein glcichschenkliges Dreieck ist. x sei <ler Winkel MBC. 

- DBC<t±BCD<S..-BDC<t - (r-ABD4)+z-(1f- r - BDA4) - 1r 
x - 2 - 2 - 'Y - 4· 
ABM <t = 7 - x = f , wobei; = ABCq_. 

Also gilt ABM 4 = 45° fiir den Mittelpunkt M des um BCD6 
umgeschriebeneu Kreises unabhangig vou y und ; . Da.raus folgt AM < 
< BM = R, denn der groBere Winkel im Dreieck BM A liegt gegeniiber 
<ler groBcren Seite. Fiir ein gegchenes y ist der kleinste deckende Kreis 
der um BCD6 umgeschriebene, falls M innerer Puukt des Dreiecks ist, 
weil dieser Kreis auch A euthalt. Der Parameter y kann sich im lntervall 
35, 2643° ~ y < 54, 7356° vcr~i.ndcrn. Mit einfacher Rcclmung ergibt sich, 
da.6 M kein ii.uBerer Punkt des Dreiccks sein kann. 

T~ ' 

" 
D 

" 
D 

•\ 

~ 

• 
?> c 

Fig. 4 Fig. 5 Fig. 6 

Uuse1·e Aufgabe ist also die Bestimmung des Parameters y, fiir den 
MB= f(y )=R minimalist. Wir behaupten, dafi f(y) in [35, 2643°, 54, 7356°[ 
streng monoton zunimmt. Betrachten wir des Dreieck ABM. Es gelten 
BAM<t. = 60°, ABM = 45°. Es sei YI < Y2· Bringen wir die Dreiecke 
AB1M1 und AB2M2 in so eine Lage, daf3 A und der entsprechende Schenkel 
des 60°-Winkels zusammenfa.llen (Fig. 5). Es gilt AM1, AM2 < AC< ~­
Verschiebeu wir die Strecke BzM2 laugs dem Hauptkreis BzB1 A, so wird 
eines von ihren Bildern die Strecke B1M1 enthalten. 

Hieraus folgt B1M1 < B2M2 1 d.h. /(y1) < J(y2 ), was unsere Beha.up­
tung beweist. 

Also werden wir im Falle y = 35, 2643° den kleinsten iiberdeckendeu 
Kreis erhalten. Dies ist der Fall, wenn B der Fuf3punkt des aus A gefa.llten 

c 
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Lotes au'f die Spiegelachse BC ist. Dann ist Sym(OG) = [3,4] > G, 
das gewonnene Optimum gehort zum Symmetrietyp Ti 7. Im Falle Ti 7 ist 
also die D-Zelle eiu "Deltoid" mit den Winkeln 120°, go0

, go0
, go0 der 

kleiuste deckende Kreis ist der <lurch die drei Rechtecken gehende, der 
den Eckpunkt des i20°-Winkels als inneren Punkt enthalt. Der Radius des 
Kreises ist R = 30,3611°. 

Tw: Die D-Zclle ist der auf die Achse AC symmetrische "Deltoid" 
ABCD (Fig. 6). 0 liegt auf der Achse AC. 0 sei ein solcher Punkt der 
Achse AC, fiir den 0 DC<!. = 36° = DC A<!.. Der um 0 geschlagene 
Kreis mit dem Radius OD geht durch die Punkte D, C und B, weil 
OD = OC = OB, und enthalt A, weil die der Ecke A gegeniiberliegende 
Seite im Dreieck AOD grof3er ist als die der Ecke D gegeniiberliegende, 
denn der Winkel ADO<!. ist 54°( < 60°). Ein solcher Kreis geuiigt also 
zur Dec.knng. Ein kleinerer Kreis ist aber nich a.usreichend, weil im Falle 
O'D <OD O'C > OC ist. OB= OC =OD= R = 19,3482°. 

T13: 0 bewegt sich im lnneren eines <lurch die Drehzentren bestimmten 
Dreiecks ADS, d.h. in Int ADS (Fig. 7). 

\ - \ _.. 
o.- - -ro - - -b 

I 
I 

Fig. 7 Fig. 8 

Die Eckpunkte E, B, C der zu 0 gehorendeu D-Zelle werden durch 
0 eindeutig bestimmt, weil die Winkel OAE<S. = 60° und ODE<S. = 45° 
den Eckpunkt E eindeutig bestimmen. Dreben wir E um A um 120°, 
so erhalten wir B, drehen wir E um D im entgegengesetzten Sinn um 
90°, erhalten wir C (B und C sind auf S spiegelbildlich). Ebenso be­
stimmt E <lurch B und C eindeutig 0 als den Mittelpunkt des um 
EBC6 umgeschriebenen Kreises. Suchen wir den extremalen Radius R := 
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min (ma.x[OA,OD,OE]). Fiir festes 0 bestimmen wir also das 
OelntADS 

Maximum und dann wahlen wir mit der Veranderung VOil 0 <las kleinste 
Maximum aus. vVir verwenden auch die Bezeichnungen OA =a, OD = b, 
OE=c. 

Es sei Q der Punkt in ADS, fiir den R* :=QA= QD = QE, also Q der 
Mittelpunkt des Umkreises um Fiinfeck ABCDE ist (Fig. 8); Q existiert 
eindeutig, weil wir R* mit Hilfe der gleichschenkligen Dreiecke QAE* und 
QE* D eindeutig ermitteln konnen und R* = QA = QD die Lage von Q 
eindeutig bestimmt. Untcr Beachtung des Fliicheninhaltes ergibt sich 120°, 
135°, 120°, 90°, 105° fiir die Winkel des Fiinfecks. 

In den gleichschenkligen Dreiecken QAE* und QDE* gilt: 

. AE* 2 sin R* ·cos R* · ctg 60° J1 + ctg 250° 
SIU = 2 2 bzw. 

cos R* + ctg 60° 

. E*D 2 sin R* ·cos R* · ctg 45° J~l_+_c-tg-2~4-5-0 
sin = 

cos2 R* + ctg 245° 

Fiir das Dreieck AE* D folgt aus dem sich auf die Seiten beziehenden 
Cosinussatz: 

~ = cos AD = cos AE* · ·cos E* D + sin AE* sin E* D cos 105°. 

Fiir x = cos2 R* erhaltcn wir die folgen<le Gleichung zweiten Grades: 

(5 - 3v'2cos 105° - ~] :1:
2+ [3v'2cos 105° - ~ - 3/J] x+ [A - 3~] = 0. 

Nach der Losung dieser Gleichung erhalten wir als kleinste positive Losung 
R* = 27, 6912°. Wir wolleu zeigen, daB der so erhaltene Punkt Q optimal 
fiir 0 und R = R* der gesuchte kleiuste Radius ist. Offensichtlich konnen 
die Punkte 0, for die OA = a oder OD = b groBer als R* ist, kein 
solches Minimum geben, <las kleiner a.ls R* ist. Deshalb geniigt es, die 
Punkte des a.uf der Platte AQD6 befindlichen Schra.ffierten Bogendr~ecks 

J( MQ zu untersuchen. Hier ist l;!_it den Bezeiclmungen der Fig. 8 QJl.1 = 

= {O E QAD : OA = R*}, QK = {O E QAD : OD = R*}. Wenn 
0 E AD, dann ist E = S', B = C = S, weil drum die D-Zelle - dem 
TypT17 entsprechend- der "Deltoid" ASDS' ist. Dann ist 0 a.us E = 5 1 

nicht eindeutig bestimmba.r, weil jedes 0 E Int AD (0 ¢A und 0 ¢ D) 
entspricht. 

Es sei nun 01 ein beliebiger, von Q verschiedener Punkt des Bogeudrei­
ecks QK M (Fig. 9), die dazugehorenden Punkte E1, B1, C1 werden von 
01AE1 <{ = 60°, 01DE1 <{ = 45° eiudeutig bestimmt. Wegen der Wahl von 
01 ist E* im lnneren von AE1 Db.. Weil je<le Seite .von AE1 Db. kleiner 
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a.ls J- ist, ist AE• D<!. = 105° gro13er als AE1D<!.. Deshalb ist entweder 
01E1A<!. < 60° oder 01E1D <!. < 45°. Im ersten Fall ist 01E1 > 01A, 
d.h. q > ai , im letzteren Fall ist 01E1 > 01D, d.h. q > b1. Wir konnen 
annehmen, da.13 c1 > a1. 

l> 

Fig. 9 Fig. JO 

Betrachten wir jetzt die Punktmenge g := { 0 E QI< M: OE =: c = c1, 
OA =a S cq }, die den Puukt 01 enthalt . Na.ch den sich auf die spharischen 
Dreiecke beziehenden Satzen ist g ein geschlosscncr stetiger Kmveubogen 
im Bereich Q[( M. Also wenn wir die Menge g mit a pa.rametrisiercn, ist b 
und da.mit a.uch der Punkt 0 cine stetige Funktion von a. 

Der Kurvenbogen g dehnt sich vou 01 bis zur Greuz·e von QI\ M aus. 
Wir unterscheiden zwei Ffille: 

1) Wenn dieser Randpunkt a.uf [( M tiegt , dann zeigt eine einfa.che 
Rechnung, da.13 fi.ir die Puukte der Strecke J( M c > n• (siehe T yp T11 ). 
Deshalb ist c1 > n•. 

2) Wenn dieser Randpunkt auf elem Bogen QK liegt, wobei b = R*, 
dann konnen wir wieder zeigen, dafi q > R*. Niimlich betrachten wir ,..... 
die zu den Punkten des Bogcus Q[( gehorenden Werte von c. In Q ist 
QE• = R*, iu /{KS'> R*. Wir zeigen , da.13 c 2::. R* fi.ir alle Puukte von ,..... ,..... 
QK gilt. Anderenfalls wi.ir<len wir, weil c auf QJ( eine stetige Fuukt ion 
von a ist, einen von Q verschic<lcnen Punkt 02 finden, fi.ir den a2 < R* , 
~ = c2 = R* (Fig. 10). Offmsid1tlich ist QDE• 6 ~ 02DE26. Dcshnlh 
ist DE* = DE2 usw. Dann crgibt sich mit Hilfe <lcr hei <ler Dcstiuummg 
von R* verwendeten Methode - mit etwas komplizierten Rechnungcu --, 
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dal3 notwendigerweise a2 =,..... R* ist, was ein Widerspruch ~t. c 2:: R* gilt 

also fiir alle Punkte von Q J(, deshalb gilt fiir den auf Q ]{ befindlichen 
Randpunkt von g ci = c 2:: R*. 

T25: Analog wie im Fall T1 3 konnen wir einsehen, dal3 die D-Zelle 
der diinnsten Uberdeckung einen Umkreis hat, fiir dessen Radius R* = 
= 18, 7183° gilt. Der Unterschied znm Dcweis im Fall T13 besteht darin, 
dafi hier anstcllc von 45° die Grol3e 36° und anstelle von T11 der Typ 11,19 
vorkomrncn. Die Winkel der D-Zclle dcr diinnsten Uber<leckung sind: 120°, 
144°, 120°, 72°, 90°. 

Die auf cos2 R* = ~ sich beziehende Gleichung ist: 

{ (2ctg 236° + 1 )(2ctg 260° + 1) - 4 cos 96° · ctg 60° · ctg 36° · 

·Vl + ctg 260° · j1+ctg236° - ctg 60°ctg 36°}x2-

- { {2ctg 236° + 1) · ct.g 260° + (2ctg 260° + 1) · ctg 236° -

- 4 ·cos 96° · ctg 60° · ctg 36° · j 1+ctg260° · J1+ctg235°+ 

+ctg 60° · ctg 36°( ctg 236° + ctg 260°)}x+ 

+ ctg 260° · ctg 236° · ( 1 - ctg 60° ctg 36°) = 0. 

Enge Packungen 

Mit den allgemeinen Problemen der engsten Packung beschaftigte sich 
L. FEJES TO'rn (4J. Unter der Enge u einer gegebenen Kreispackung 
berstehen wir <las Supremum der Radien der im nicht abgedeckten Teil leg­
baren Kreise. Wenn wir den Radius eines solchen Kreises mit r bezeichnen, 
dann gilt also{!= sup?'. Unsere Aufgabe ist, <las Infimum der Enge solcher 
Kreispackungen zu ennitteln, die bestimmten Bedingungen geniigen, d.h. 
wir suchen r/' = inf sup r. Die Krcispacknngen, bei denen dieses r/ auftritt, 
werden von L. Fejes Toth engste Kreispackungcn genannt. 

Geometrisch bedeutet das, clal3 wir for solche Kreispackungen , die <lie 
Bedingungen erfiillen, immer einen nicht abge<leckten Teil finden, in dem 
wir einen offenen Kreis mit. dem Radius e* legen konnen. 

Fiir kongruente Eiuheitskreise der Euklidischen Ebene kennen wir die 
engste Kreispackung, dereu Enge inf sup r = }a - 1 ist, die Mittelpunkte 

der Kreise siud Punkte eines regelmafiigeu Dreieckgitt.ers, <lessen Seiten 2 
Einheiten lang siud. 

Hier gehcn wir ·--- in Zusanuncuhaug mit den vorangehcnden zwei Pro­
blemeu - im Fa.Ile dcr zu ciuer gcgcbencn Symmdricgrnppe geh(ircudcn 
Kreissysteme <lie engste Pa.ckuug fi.ir jcden T yp T1 - T32 a.u. 
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Fiir ein beliebiges Punktsystem P1, ... , P11 nennen wir St.i.itzkreise die 
Kreise, .auf deren Grenze mindenstens 3, und in deren Inneren keiue Puukte 
des Punktsystems liegen. Zuniichst betra.chten wir die durch P1, .. . , P11 be­
stimmten, in die Stiitzkreise eingeschriebenen Sehnenvielecke. Diese bilden 
eine sogenannte L-Zerlegung <ler Kugcloberflache, die zur Dirichlet-zerle­
gung des Systems dual ist. 

Fur eiue Pa.ckung, die aus Kreisen mit gleichen Radius besteht, sind 
die Mittelpunkte dcr in den nicht abgedeckten Teilen legbaren maxima­
len. Kreise Eckpnnkte der zum System der Kreismittelpunkte gehorenden 
D-Zelleu (Delauua.y 12)). Jeder Eckpunkt <ler D-Zerlegung ist ein Sti.itz­
kreismittelpunkt zum System der Kreismittelpunkte (Fig. 11). 

Bevor wir zum Fall der homogenen 
Punktsysteme der Kugel iibergehen, wol­
len wir Hilfssats 2 bcweiseu, das nuf belie­
bige mctrische R~imuc ausc.lelmlmr ist, in 
denen sich je zwei Puuktc mit zu Streckeu 
isometrischen Bogen verbiudeu lassen. 

HILFSSATZ 2. \i\Tenn unter den aus n 
Punkten bestehenden, beziiglich eincr fe­
sten Gruppe homogencn Puuktsystemen 
der Kugeloberfhiche da.s zur di.innsten ho­
mogenen Kreisi.iberdeckung fiihrende mit 
elem zur <lichtestcu homogeneu Kreispa.k- Fig. 11 

kung fiihrenden i.ibereinstimmt, dann lie-
fert dieses Punktsystem die eugste homogene Pa.ckung. Es gilt e*(n) = 
= R*(n) - r*(n), wobei R*(n) bzw. r*(n) <ler Radius des Kreises ist, <ler 
die di.innste homogene Uberdcckung bzw. die dichteste homogene Packung 
fiir n Punkte ergibt. 

BEWEIS: Fi.ir die P unktsysteme, die den Be<lingungen geni.igen, gilt 
R ~ R*, r ~ 1·*, a.lso e ~ R* - r* = e*. Hier ist R der Ra.dius des kleinsten 
deckenden Kreises fi.ir das gegchenc Punktsystcm, r dagegen cler Radius des 
grol3ten Kreises, dcr fi.ir <las gegebene Punktsystem zur Packung fiihrt. Weil 
die di.inuste homogene Uberdeckung und die <lichteste homogene Packung 
<lurch ein uu<l dMselbe Puuktsystem rea.lisiert werclen, desha.lb ergibt dieses 
Punktsystem notwcudigerweise die engste Kreispackung <lessen Enge f!* = 
= R* - r* ist. 

DEMEIUrnNG 1. : Wenu wir den Hilfssatz 2 auf homogene Punktsyste­
me a.nweu<lcu, dnnn crhnlt.<:'n wir fiir die Typcn T4, T5, T(i, T1, T10, Ti 1, 

T12 , T17, T11~, Trn, T20, T2:1i T24, T:rn, T:11 , T:12 1111d fiir die Typc•11 Ti 111HI 
Tg im Fa.lie q = 2, <lail die <lichtcste Krcispackuug glcichzeitig die cugstc 
ist. 
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Gehcn wir nun zu allgemeinrrcn homogenen P uuktsystemen iiber. Die 
Systeme cler D-Zelleu, die aus kongruenten Zellen bestehcn, konnen von 
zweierlei Art sein: 

l. Die D-Zelle ist fest, der Punkt 0 verandert sich in der Zelle. 

2. Die D-Zellc ist von 0 a.bhfo1gig, aber ihren Typ Ti nehmen wir fest. 

BEMEllK UNG 2. : Wir betrachten den am Eckpunkt A <ler D-Zelle be-
findlichen Winkel von gegebencn Gri::il3e a, <lessen Schenkel den die Packung 
gebenden Kreis (mit dem Radius r und dem Mittelpunkt 0 ) beriihren. Fiir 
den Radius d<'-S 11111 A in den nicht <tbgcdccktcn Teil zeichubarcn Krcises 
gilt 

• ( Siil r) e A = AO - 1· = a.re sm ~ - L 
sm"2" 

Also ist im Fall OA $ ; £.IA fi.ir fcs te a eine streng zunchmende Funktion 
von r, weil 0 < r < ~' also 

d 1 COST 

d 1·(eA) = --::===2= · s-in-~ - 1 > O, 
l _ sin r ~ 

sin2 ~ 

was sich durch eine einfache Rechnung ergibt. Also im Fa.11 OA $ ~ konnen 
wir e A nur drum verringern, wenn wir AO und r verringeru. 

Jetzt beweisen wir den Hilfssatz 3, der sich auf D-Zellen von der Art 1 
bezieht. 

HILFSSATZ 3.: Wir betrachten auf 
der I<ugelfiache <las Dreieck ABC, fi.ir 
<lessen Winkel und Seiten a $ f3 $ '"Y 
und a$ b $ c $ ~ gel ten. Wenn die D­
Zelle des homogenen Punktsystems ein 
solches Dreieck ist, <lessen Seiten von 
Typ des Puuktsystcms bcstimmt wer­
den, dann kann nur der Kreis mit dem 
grof3ten Radius die engste Pa.ckung lie­
fern, <lessen Mittelpunkt 0 der Schnitt­
punkt der Mittelsenkrechten der groB­
ten Seite mit der Halbierenclen des 
kleinsten Winkels ist und <len die D­
Zelle noch enthalt (Fig. 12). 

B EWE:IS: Der um 0 geschlagene 
Fig. 1£ 

Kreis kl> clcn dit> D-Zdle norh mthiilt 1m<l dcssen Radius moglichst. grof3 
ist , beriihrt <lie Scitc·n b uud r., die Dcriihrungspunktc seieu Tb un<l Tc. Es 
gilt AO = BO ~ CO, weil ATb = ATc = BTc ~ CTb wegen c ~ b erfiill t 
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ist. Es seien R = OA = OB , 1· = OTb, l>A := OA - r = ea := OB - r ~ 
~ OC - r = : f!c· 

Fiir eiue gegebene D-Zellc kounen wir f! = umx(eA, es, ec) = fl A <lurch 
einc den Bedingungeu entsprehende Wahl von 0 nur so verringern, wenu 
wir OA und r vcrringem (aufgruucl Demerkung 2). 

Wenn die Entfernung der Kreismittelpuukt von A grol3er als AO ist, 
drum , diesen A bsta.nd festhaltend, e A wird minimal wenn der Kreismittel­
punkt anf der Wiukelhalhierenclen von a liegt, u11d der Kreis die beiden 
Schenkel vou <l' bcriilut. In <licscm Fall ist <\her na.d1 Demerkm1g 2 und 
wegen OA:::::; 1, l'A miudestens so grol3, als wenn <ler Mittelpunkt 0 wa.re. 

Schlagen wir um A bzw. B je eincn Kreisbogen mit dcm n.adius R , der 
die Seite AB in Ai bzw. Bi schneidet. Zur Verringerung von flA und flB 
und damit zur Verringcnmg von e kann der Mittelpunkt dcr Kreises nur 
ein innerer Pun kt des Bogeudreiecks A 1B10 sei1i. 

0 1 sei ein von 0 verschicdcncr Punkt c.ler Mit.telsenkrechten OT. Dann 
ist AB die niichste D-Zellcnseite zu O'. Der um 0 mit <le111 Radius OTc 
geschlagene Kreis /.: 1 enthalt den um O' mi t dem n.adius O'Tc geschlagenen 
Kreis und die Enge der zu 0 1 gehorenden Packu11g ist groBer als in dem 
Falle, wenn der Mittelpunkt unseres Kreises der Punkt 0 ist. 

Es sei O" ein solcher Punkt des Dogendreiecks A 1B10, der naher zu 
A a.ls zu B ist. O"Tc > O"T, wobei T der FuBpunkt des aus O" nuf AB 
gefallteu Lotes ist. Dauach ist Tc au!3erer P uukt des Kreises k2 mit dem 
Mittelpunkt 0 11 und <lem Radius O"T. Es sci k3 <lcr I<rcis mit elem Radius 
O"T, der AD in Tc beruhrt und dcsscn Mittelpunkt M auf <ler Strecke 
OTc liegt. Dieser Kreis ist <lurch <leu Kreis k1 mit elem Mittelpunkt 0 und 
dem Radius r enthalten, dcshalb ist fi.ir M nad1 den obigeu Uberlegungen 
e'8 = JM B - lvlTc > ell· Wir erhalten k2, weun wir k'J so auf A zubcwege11, 
dal3 sich 0 11 auf der <lurch M <lurchgehenden Abstandslinie vou AB bewegt. 
Deshalb gilt a.uch fiir 0 11 e'a = 0 11 B - O"T > f!B = f!. Die Enge dieser zu 
0 11 gehorenden Packung ist a.lso a.uch grof3er a.ls f!· Wenn sich O" auf der 
andcren Seite <ler Mittelsenkrechten befin<let, <lann konncn wir ahnliches 
iiber f!~ sageu. Damit halH'n wir eingesehen, daB eine Packung mit einer 
kleinereu Enge als die im Hilfssatz 3 angegebcue nicht existiert. 

BEMEIU<UNG 3. Aufgrund Hilfssatzes 3 ergibt sich die engste Packuug 
in den folgenclcn Falen: T2, T3, weun q ~ 4, T14, Trn, T2J, T261 T28· 

In den Fa.lien T13, T25 , Tg ferner T1 und Tg wenn q ~ 3 ist, bctra.ch­
ten wir die der di.inuste11 Uberdeckung gehorende D-Zclle uud dazu den 
<leckeu<len Kreis. In diesen Fiilleu ist die D-Zelle ein n-Eck, <las in cineru 
Kreis eingeschricben ist, und dicscr Kreis ergibt die diin11st.c Uberdeclrnug. 
Den Krcismittclpunkt bezeiclmen wir mit 0 und den Radius <liescs Krcises 
mit R*. In diesen fi.inf Fallen liegt 0 auf der Winkelhalbierenden der die 
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Gruppe kennzeichnenden, festen Winkeln, namlich auf der Winkelhalbie­
renden der kleinsten Winkeln (Fig. 13., 14., 15. ). Wir behaupten, derjenige 

c 

Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15 

Kreis lie.fort die engste Packung, der um 0 die Scheitel vom kleinsten 
Winkel beriihrt. Das ist der um 0 mit dem groBtmoglichen Radius (ri) 
geschlagene Kreis, der von der D-Zelle noch enthalten wird. Auf den Fig. 
13., 14., und 15. sind die gleich bezeichneten Winkeln gleich grof3, und 
der an der Spitze A gegebene mit <f. bezeidmete Winkel ist der kleinste. 
(Fiir Typ T25 ist die D-Zelle der diinnsten Kreisiiberdeckung ein in einen 
Kreis einschreibbares Fiinfeck mit den Winkeln 120°, 144°, 120°, 72°, 96°, 
<lessen kleinster Winkel, der Gr()f3e 72°, fest ist. 0 liegt auf der Winkelhal­
bierenden. Der Beweis geht wie im Falle T13. e• ist die Enge der Packung. 
Namlich nehmen wir indirekt an, daB wir eine Packung finden, <leren Enge 
kleiner a.ls e* ist.. Der Winkel mit <lem Eckpunkt A ist von gegehencr 
GroBe, desha.lb konnen wir die Enge l'A = R* - q, aufgrund Bemerkuug 
2, nur so verringern, da.B r und die Entfernung 0 A kleiner werden, (es 
gilt OA ::5 ~ fi.ir alle zugelassene La.gen des Punktes 0). Fi.ir alle von 
0 verschiedenen Punkte O' der D-Zelle ist der Radius R des Deckenden 
Kreises mit Mittelpunkt 0 1 groBer a.ls R*. Wegen T < ri ware die Enge 
e = R - r > R* - 1· 1 = e*, was unserer iudirekten Anna.hme widerspricht. 

Im Falle T22 betrachten wir den in die D-Zelle eingeschriebenen Kreis, 
<lessen Mitt.elpunkt wir mit 0 und Radius mit q bezeichnen. Wir be­
haupten, dieser Kreis liefert die Engste Packung (Fig. 16). Wegen der 
Gruppeneigenschaften liegt 0 auf der Mittelsenkrechteu der grol3ten Seite. 
Wenn ein an<lerer Kreismittelpunkt O' an der Strecke OD sind befindet 
(Dist der Ha.lbierendenpuukt <ler grol3ten Seite von der D-Zelle), danu ist 
der Kreisradius O' D < OD, und der um 0 1 geschriebene Kreis wird von 
dem Eingeschriebeuen Kreis enthalten, deshalb ist der Enge der Packung 
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groBer als im Fa.lie, wcnn der Kreismit­
telpunkt mit 0 iibereinstimmt. Wenn 
der Kreismittelpunkt 0 11 sich a.n <ler 
Strecke OC befindet (Fig. 16), da.1111 
wird der grol3tmoglicher Kreisradius 
mit <lem neucn Mittelpuukt klciuer als 
ri und die Entfernung BO" > BO, 
so wird die Enge der Packung groBer 
a.ls weun dcr Kreismittelpnnkt mit 0 

[) 

iibereinstinuut . Fig. 16 

E 

In den Fiillen Tu>i T27 ferner 13 weun q = 3 ist , ka.nn ma.n almliches wie 
oben sa.gen, so liefert der in die D-Zelle eingeschriebenen Kreis die engste 
Packung. 

Im Falle T3 wenn q = 2 ist, da.un ist die D-Zclle ein Zweieck mit dem 
Winkel ! . Die Engste Packuug win! durch den ins Zw~ieck eingeschriebe­
nen Kreis gegeben. 

Im Fall Ts ist Sym ( o G) > G. Wie bei den Uberdeckungen und 
Packungen gilt Sym ( OG) > G fiir die Gruppen I. , 11. , III. , und fiir IV. 
mit Ausual1me des Typs T i. 

Im Fall T20 fallt <ler die engste Pa.ckung ergebende Kreismittelpunkt 
mit dem dcr diiunstcu Ubcrdeckung zusauunen. Der Mittelpunkt liegt. auf 
der Halbierenden des kleinsteu fcsten Winkels, clcr GroBe 72°. Der 13eweis 
geht wie oben. 

Am Ende dieses zweiteu Artikels befindet sich cine Tabelle zur Zu­
sa.mmenfassm1g <ler Ergebnisse beider Artikel. In der ~rsten Spalte der 
Ta.belle wircl der Type des Kreissystcms gegeben, und in der zweiten die 
cntsprechcudc Grnppc iu dcr Dczcidmtmg von Coxeter- Moscr. Das i11 <ler 
dritten Spa.lte vorkomrn<mde D-Zcllc-Symbol weist a.uf die Kautenn.uza.hl 
der D-Zellenzerlcgung in jeclem Eckpunkt einer D-Zelle hin, im gegebcnen 
Umlaufssiun a.ufgezahlt. In der fiinften bzw. der siebenten Spalte geben 
wir die Dichte der dichtesten Packung, bzw. der diinnsten Uberdeckung 
und in der a.chten die Enge der eugst.en Packung a.n, wo es in expliziter 
Form moglich ist. Ferner weisen wir da.rauf hin, wenn sie ZU hoheren 
Symmetrietypen gehoren. 

Literatur 

(1) ILLES A.: Extrema.le homogene Kreispackungen auf der Kugelfliiche, Anna/es 
Univ Sci. ll11clapest., Sectio Mathematica, 34 (1991), 181- 200. 
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Ta belle 

Typ Gruppe D-Zelle- Dichteste Packung 
(nach Symbol Ra.di us Dichte 

Coxeter--
Moser) 

T, (q = 2) (2,21+ {J,3,3} 124 
Ti (q=3, 

4, ... ) (2,q]+ {q,3,3,3} T9 
T!, ( q > 2) (2, q) {2q,4, 4} T3 
1\ (q = 2) (2, 2) {4, 4} r = (ir/4) 2(1-f.,/2/2)) 

T3 (q ~ 3) (2, q) {q,4,4} r = arctg(sin (7r/q)) q (1- 1 ) 
VI+sin2(.,../q) 

T,. (q > 2) (2,-;J f 2q, 2q} 1!; 
T5 (q > 2) (2, q) {q,q} (ir/q) (q/2)(1 - cos (ir/q)) 
T,,(q>2l fql {2q,2q) r_, 
T1 (q > 2) (q] {q,q} 15 
1;,(q>2) [2+,2q] {2q, 4,4} 1~ 
To (q = 2) (2+,41 {3,3,3} T24 
To (q = 3) 12+,6] {3, 3, J, 3} Tw 

19 (q ~ 4) (2+, 2q] {q,3,3,3} r =arc sin J1 + 2cos(~lq)-3 q ( 1 - V 3-2 c:s( "7 q)) 

T1n (3,3fF {3,3,3,3, 3} T32 
T11 [3+,11 /3, 4,4,4} T11 
T12 [3;i:,4] {3,3,3,3,3} T32 
1iJ (3,1]+ {4,3,3,3,3} r = 21, 845377° o. 8617029 

T11 (3,4} {6,8,4} r = 12, 458405° 0,5651304 
T,, (3, 4] {8,3,8} r = 16, 324949° 0,483804 
y,,, (3, 4] {6, 6, 4} r = J 8, 134918° 0,6158003 

T17 (3, 4) {3, 4,1,4} r =20,91 102° 0,7926J39 
r,,,, 13, 41 13,4,3, 4} r = 30° 0,8038475 

T19 [3, 4] {4,4,4 } r = 35,264389° 0,7340136 
T,,n IJ, 4) {J,3,3,J} r = 45° 0,8786796 
y,,, 13,3) {6,6,4 } Trn 
T22 (3,3] {6,6,3} r = 25, 239401° 0,5727957 

T23 [3,3] {3,4,3,4} T,8 
T2,, (3,3) {3,3,3} r = 54, 73561° 0,8452994 

12s (3,5]+ /5,3,3,3,3} T = 13, 409175° 0,8178373 

T26 (J,5l f6,4,10} r = 7,5560535° 0,5209985 

121 [J,5) {3,10, 10} r = 9,6937237° 0,4283424 

T2s (3,5] {6,6,5) r = 11,640723° 0,6170374 

T29 [3,5] {5,4,3,4} r = 12, 939318° o, 76li67 

T3n (3,5) {5,3,5,3) r = 18° 0, 7311522 
r ... (J,5) {5,5,51 r = 20, 905157° 0,6582763 
T.,,, (3,5) {3. 3, 3, 3, 3} r = 31, 717474° 0,8960951 
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Tabelle (Fol'tsetzung) 

Typ Diinnste Uberdeckung Enge 
Radius Dichte der engsesten 

Packung 

T, lq = 2) T24 7?.t 
T1 (q = 3, 

4, ... ) To To 
T? (q > 2) '.T'.1 73 
1!.i. (q = 2) fl= (7r/'.t) 2 (7r/4) 

T3 (q ~ 3) R =arc sin J 1 q(l-J cos2~,.[ql ~ n-
2-sin2(ir/q) 2-sin~ (tr/q)) - arc sin(sin fl.sin(ir/2q)) 

T,. (q > 2) R = (tr/2) q T~ 
T. (q > 2) R= (7r/2l q/2 7r/2-7r/q 
TR (q > 2) 1' 5 T< 
T1 (q > 2) Ts T~ 
Ta (q > 2) 7!.i. T3 
Tafq=2) T24 T24 

Ta (q = 3) T·m T?n 

cos2R cos er 
1 
cos {J cosl Jr7ql 

T9 (q ~ 4) sin.Bsi11(1rfq) sin {Jsiit(7r/q) R-
o=(q+l)tr/(2q) .0=(q-l)tr/(2q) - arc sin(sinRsin(>r/q)) 

Tm 1:32 132 
T 11 T11 T11 
T1? T32 T-..2 
T • ., R= 27,6912° l,3i44198 8,507571° 

T14 R = 27, 5692° 2, 725140 18,480484° 

Ti .< T111 30,940841° 

Tm R = 36,2060° 2,3172184 20,796571° 

T17 R = 30,3611° 1, 6457155 9,42008° 
T1a R = 45° 1, 7573593 15° 

T10 fl= 54,i356° I, 6905983 19,471211° 

T?n R = 54, 7356° 1, 2679487 9,7356° 
r.,, r • ., Tl6 
7:,., T.,n 33,278444° 
T.,., T,,. T,,. 
T.,.i R = 70,5287° 1, 3333307 15,79309° 
T.,. R = 18, 7183° 1,5867651 7, 8454914° 
T.,., R = 18, 7129° 3,1715815 12,635563° 

T?1 T-..n 23,323674° 
r., .. R = 22,9108° 2,3666387 12,159459° 
%g n = 19,3182° 1,6943228 8, 1187753° 

T3n R = 31,7174° 2,2402276 13,7174° 

T.,1 R = 37,37i3° 2, 053448 16, 472143° 
r.,., R = 37,3773° 1,2320688 5,659826° 
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DISTRIBUTION OF w(a(p + 1)) 

By 

I. KATAI· 

Computer Center of the L. E0tv0s University, Budapest 

(Received Jurie 15, 1989} 

1. Let l/>(n), u(n), w(n), H(n) be, as usual, the Euler totient function, 
the sum of the divisors, the number of distinct primes, the number of all 
prime factors of n counted with multi1)licity n. Let p, PI, P2, ... , q, qi, 
q2, ... ,P be primes, fP be the whole set of the primes. Let p(n) and P(n) 
denote the smallest and the largest prime· factor of n, respectively. The 
letters c, ci, c2, ... will denote suitable positive constants not the same at 
every occurrence. 7r(x) is the number of primes up to x. Let xi = log x , 
Xk+l = logxk (k = 1,2, ... ). 

We shall prove the following 

THEOREM 1. We have 

. 1 { w ( o-(p + 1)) - ~ x~ } 
(1.1) xl!!.1lx, 7r( x) # p '.S a:I [!x;/2 < 1J = ~(11) 

for every real 17, wl1ere ~ is tl1e stai1dard Gaussian law. 

The basic idea of our proof is to approximate w (o-(p + 1)) by an 
additive function which is distributed in limit according to the Gaussim1 
law. The dist.ribution of 11(<P(n)) was considered earlier by P. ERDOS and 
C. POMMERANCE (1]. We shall use .similar ideas as they did, but our case 
is much more complicated. 

By using our method we could prove similar theorems for the functions 
like /(v(n.)) or f(v(p+ 1)), where .f is au additive function, vis a multi­
plicative function ta.king on integer values, and for primes p, v(p) = Q(p ), 
where Q is a polynomial, Q: N-+ N. 

• This work has h~n while t.11<' a11Lhor had a visit.ing professorship at. 'fo111pl c~ 

University, Philadelphia. It was financially supported by the Hungarian Research runtl. 
No. 907. 
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2. Let 7r(x, k, l) be the number of primes p, JJ :: e (mod k ), p 5 x. 
We shall sa.y tha.t f: N--. R is ndditive if f(mn) = f(m) + f(n) holds 

for all coprime pairs m., n of the integers. The set of the additive functions 
is denoted by A. Let A* and A s denote the set of completely additive, and 
the set of strongly additive functions, respectively. f E A is completely 
additive if f(1i•) = kf(p), f is strongly additive if /(1/c) = f (p) holds for 
all prime powers pk. 

We shall use the following lemmas. 

LEMMA 1. If J E As, then 

L ( f(n) - L f(p) ) 2 :5 q x L f2(p) 

n$z p$ z P p$z P 

with an absolute constant ci. 

This is the so called Turan- Kubilius inequality. 

LEMM A 2. Let f E As, such that f (p) = 0 for all primes p E [x1/8, x] 

and lf(p)I 5 clogp, say. Then, for all fixed e f: 0, 

L (f(p + £)- L f~i) 
2

,; c1.(x) L J';v) + O(x/xj). 
p$:J: P$X p P$Z J 

This can be proved by applying the Bombieri- Vinogra.dov mean value 
theorem to estimate the sums L J2(p + e), L f(p + e). Such an inequality 
was given by M . B. BARBAN (2). 

LEMMA 3. The number of primes P :5 x with P(P + f) > x 1- 6 is less 
than ccfo( x), if 0 < o < 1. The number of primes P :5 x with P( P + f) < x6 

is less than C(fa(x). 
They are straightforward consequences of the sieve method, see 

HALBEilSTAM - RJCHERT [3]. 
For an integer n 5 x, let N(n, y) be the product of the prime divisors 

of n not greater than y, and M(n, y) be defined by n = N(n, y)M(n, y ). 

LEMMA 4. Let R(x) be an arbitrary function tending to infinity slowly. 
Then the size of the primes P 5 :c with logN(P + l,x1) > x2R(x) is 
o(7r(x)). 

PROOF. For n fixed D th~ 1111mhcr of J> :::; :r. with N(P + 1, :i: 1) = D is 
not greater than 7r(:r., D, - 1). We can cst.iumtc 7r( :1:,D,-l) by the Drnu 

Titchmarsh inequality in the range D 5 x 112 , 7r(x,D,-1) <: c;(;Jr If Dis 
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greater than x 112 then we can find a divisor D1ID in D1 E [x112 /xi, x112], 

since all the prime factors of D are less than x1. We have to estimate 

the sum L: ef>(~J) in the range D E [x~(x), x112], where all the prime 

factors of D are less thau x l · By the Brnn-sieve we get immediately that 
E 1/t/>(D) = o(l). 

LEMMA 5 . Let f ::/= 0 be fixed. Then 

C7r(y) 
(2.1) # {p E [y,2y]lw(p+ e) > lOloglogp}::; (logy)4. 

This can be deduced immediately from the inequality I: d(p + £) ~ x 
p<x 

which was proved by Titchmarsh. 

LEMMA 6. The total number of primes P::; x for which there exists a 
prime divisor p of P + l, such that p > y(x) and w(p + 1) > lOloglogp is 
o(7r(x)) whenever y(x)-+ oo as x-+ oo. 

PROOF. Let 9l be the set of the primes p with w(p + 1) > 10 log log p. 

The number'Of primes p::; x witl~ vlP+ 1 is bounded by 7r(x,p, - 1) «: 7r~) 
if p < xl/2 and by x/p if x 112 < p .. Summing up for p E fll, taking into 
account (2.1) we get the lemma. 

L EMMA 7. Let T(x) be the quantity of those primes P::; x for which 
there exist prime numbers q, P1, P2 such that Pl ::/= p2, P1P2IP + 1, x i ::; 
::; Pl < P2 < x 114,q > x~, Pl = -1 (mod q), P2 = -1 (mod q). Then 
T(x) = o(7r(x)). 

PROOF. Let us fix q, 1'1, 7>2· Then the size of the primes P ::; x 
satisfying the conditions is less than 

Since 

x/x1 7r(X,JJl]J2, - 1)::; C--. 
PlP2 

I: i;p 
p::-l (modq) 

p>z1 

is less than~ ~x2 if q < x~12 and«: logq if q > x~/2, we have 

{ 

x~ log2 q} 
T(x) «: x/:q L 2 + L -2- · 

2 . 1/2 q 1/2 q 
. x1<q<x1 q>x1 



220 I . KATA! 

Since both of the sums on the right hand side tend to zero, therefore our 
assertion is true. 
Let 

(2.1) 

Since 

(2.2) 

t(P + 1) = l: lOloglogp. 
rlP+J 
p<:i:1 

E '°' log logp 2 '°' (loglogp)2 
3 

= L,.; 1 ¢'. X:I• L,.; ¢'. x3, 
p<ZJ p - JJ<Xt p 

from Lemma 2 we get that 
(2.3) # {Plt(P + 1) > 2E} $ 1r(x)/x3. 

3 . PROOF OF Tll£01lEM 1. Let y(x) = R(x) = x5 . 

Let B( x) be the set of the primes P $ x satisfying at least one of the 
following conditions: 

(1) There exists a prime power divisor q0+ 1 of P + 1, such that q0 > y(x). 
(2) There exists a prime divisor plP + 1 such that w(p + 1) > lOloglogp. 
(3) logN(P + l 1 x1) > x2R(x). 
(4) t(P + 1) > 2E (see (2.1), (2.2), (2.3)). 
(5) Pis counted in T(x). 

From our lemmas we have that B(x)/?r(x) - 0 as x - oo. 
Let D( x) = p, x J \ B( x) be the complementary set of the primes. 

Assume that PE D(x). Let us write 

P + 1=N(P+1,xt) · M (P + l ,x1). 

Then q(P + 1) = q (N(P + 1, xi))· q (.M(P + 1, x1)), 
w(q(M(P + l ,x1))) ~ w(q(P + 1)) $ 

~ w(q(.M( P + 1,xi))) + w(q(N(P + 1,xi))). 

Since u(n) $n2, w(n)~ lo~fo~ 11 , therefore we have w (q (N(P + l ,x1))) ~ 
~ z2~z). Since M(P + 1, x1) is a. square free number, therefore 

q(M(P + l ,x1)) = II (p+ 1) =: H. 

Let H = Hi · H2, where H1 = n 
p>:i:1 
plP+t 

(p + 1 ). We shall count the prime 
PIP+! 

ZJ <p<zJ/ 4 

divisors of H in the interval J = [l, x~) . We shall prove that for all but 
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o( 7r(x)) of primes P s; x there is no more than O(x2x~) such prime factors 
of H in'J. 

By Lemma 6 we may assume that w(H2) = O(x2), so we may consider 
only the divisors of H 1 · For an integer n let w( nlJ) be the number of its 
prime divisors belonging to J. 

It is clear that 

w(Hd.J) $ I: w<v + 11J) (=: i(P + 1)) 

Then 

Lt := L i(P + 1) $ L w(p + 1IJ)7r(x, p, - 1). 
P~z ZJ <p<zl/4 

By using the Brun-Titchmarsh inequality, 

~ <c~ 
L,.,;f - XJ 

I: w(v+ 11J) = 
p 

ZJ <p<zl/4 

= c~ L L ~ $ c~x2 L ~ $ CJ1r(x)x2x4. 
XJ p XJ q 

qEJ zi<p<zl/4 qEJ 
p=.- l(q) 

This shows that there exist no more than 0(7r(x)/x4) primes P s; x with 
w(H1IJ) > x2x~. 

Let w1{n) be the number of prime divisors of n grel\ter than x~. 
We proved that 

and that 

Since there exist no common prime divisors q of 

therefore 

Pl+ l,P2 + 1 if q > x~1 1>1 ::/: P2 and P1P2IP + 1, 

w1(H) = 
plP+l 

z1<1<zl/4 

Finally we ca.11 see that the normal order of 
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I:: w(p+ 1) 
PIP+l 
J><:tt 

·is small, less than O(x~), say. Indeed, we may assume that w(p + 1) $ 
$ 10 log log p, and consider the sum 

L L lOloglogp $ L lOloglogp n-(x,p,-1) ~ 
p~z plP+l 11<z1 

p< :t1 

collecting our inequalities we get the following 

THEOREM 2. Neglecti11g 0 (7r(x)) of tJ1e primes P $ x, for the others 

w (a(P + 1)) = L w(p + 1) + O(x2x~) 
PIP+l 

holds true. 

Now we shall prove that the additive function 

g(n) = Lw(p + 1) 

Pin 

ha.s a. limit distribution on the set of shifted primes. 

Let ti. E As, 
u(p) = w(p + 1) - loglogp. 

From Lenuua. 2, by obscrviug tluit. w is bounded on t.hc set of primes, we 
get that 

(3.1) L u 2(p) = L (w(p + 1) - loglogp)2 $ cy/ logy· (log logy) 
ySpS2y y<p<2y 

Thus 

L w(p+l)= L loglogp+u(P+l)=V(P+l)+u(P+l). 
PIP+l vlP+l 

Let us consider the function V(P + l)/x2 for P < x. Then V(n)/x2 E 
E As, it is bounded on the set of primes, 

V (p) 1 2 V2(p) 1 
Az := I::-- = - x2 + 0 (1), Bx = l::: - 2- = -x2 + 0 (1). 

pSz p · x2 2 px2 3 

Thus 
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(3.2) lim -(
1 

)# {p S x ~ - jx, q} = <P(17). 
X->00 7r X I ~ 

3°vX2 

(For the proof see [4]) 
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Finally we prove that u( P + 1) has a moderate size for all but o ( 7r( x)) 
primes P up to x . On the set of P E D( x ), u(p) = O(log log p) for every 
large pjP + 1, therefore by taking 

( ) { 
u(p) if ]J < x 118 

Uj ]J = 1/8 
0 if p > x , 

the corresponding function u l E As satisfies u l ( P + 1) = u( P + 1) + 0( x2 ), 
whenever PE D(x). From (3.1) we get 

""' uy(p) ""' 1 ""' 2 ""' logv 2 6 -- «: L.__; 2v L.__; u I (p) «: L.__; -- «: X 2 · p II 
p<xl/8 v<logx pE(2",2"+l] v<2x1 

- og2 

Thus 

(3.3) 
( )

2 

tq(p) x 2 L u1(P + 1) - . L - «: -x2. 
p x1 

p:s;x p~xl/8 

Since 

Lw(p+l)= L 7r(x,q,-l)+O{x/logx)= 
vs;x q~xl/4 

= lix L q ~ l + 0 (lix + L lrr(x,q, -1) - :~:) 1) , 
q<x1/4 q<xl/4 

therefore, by the Bombieri- Vinogradov theorem we can deduce that 

x ( ·i;) L w(p + 1) = -
1 

·- x2 + 0 ...:.._ , 
v~x . ogx xi 

whence one can get easily that 

L u1(p) = O(x2). 
p 

p~zl/8 

Hence, by (3.3) we get that jtq(P + l)i < x2x4 holds for all but at most 
0 (rr(x)/xn primes P ~ x. 
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Collecting our inequalities, a.nd taking into account (3.2), furthermore 
that 4> is a con tinuous function, we get our The.orem 1 immediately. 

4. We mention some assertions which can be proved similarly. 

THEOREM 4 . Let t(n) be oue of t11e following functions: w(</>(n)) -
- w (q(n)), w (ef>(n + 1)) - w (4'(n)), w (q(n + 1)) - w (q(n + 2)). Tl1e11 

(4.1) . 1 { t(n.) } 11111 -# u :::; x 3/2 < 1/ = 4>( 1/ ). 
2:-+00 x l 

y'2X3 

Since the proof of these nsscrtions are very similar, therefore we shall 
sketch the proof of (4.2) just in the case t(n) = w (</>(ri)) - w (u(n)). 

One can prove that 

(4.3) w(</>(P+l))= L w(p- l)+(x2x~) 
vlP+l 

holds for all but o ( 7r( :r:)) primes P ::; :c. This can be shown similarly as 
Theorem 2 was proved. Then 

(4.4) t(P+1) =w(</>( P + l)) -w(u(P+1)) = L S(p)+(x2x~) 
PIP+l 

(4.5) S(1>) = w(v - 1) - w(1> + 1), 

S be extended as au element of A8 • 

By standard application of Bombieri-Vinogradov mean value theorem 
one can get that 

L S(p) = 0(7r(x)) , 
pSx 

L: s2cv> ~ 7r(x)x2, L: s4(v) ~ 7r(x )x~. 
p$x pSx 

Let I be the set of the primes 1' for which IS(p)I > (loglogp)415. From the 
last inequality we can get easily that 

7r(~f) # {p E Ill' E (M, 2MJ} ~ (log lo; M)l/S, 
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from which it follows that L 1/1' < oo. 
pEl 
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Let us modify now S(p) such that S*(p) = 0 if p > x 1/16 or p EI, and 
let s• be extended such that s· E ~S· Since 

# {P ~ xl3vlP + l;v E [x4,x1116J,p EI}~ 

x "1 7r(x,p, -1} ~ - L, - = o(x/xi), 
X} p 

71E[x~,:r.l/l6) pE/ 
11EI 

therefore for all but o ( 7r( x)) primes P up to x 

Since 

therefore 

t(P + 1) = S*(P + 1} + O(x2x4). 

s•2(1>) 
maxS*(P + 1)/ I:---+ 0, 
P~z p~z p 

S*(P + 1)/ L s•2(p) 
p~z P 

has in limit the standard normal distribution. Hence one can deduce 
immediately Theorem 5. 
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Consider the following system of nonlinear differential equations 

(1) x11 +(A+ Ih(x))x1 + f(t,x) = p(t), 

where x = (x 1,x2,. . .,xn) is an n-dimensional vector; A = (kiOij)'i, 

ki '/= 0 for all i ( Oij is the Kronecker delta.) is an n x n diagonal matrix; 
I is the n x n identity matrix; h(x) = {h1(x1), h2(x2), ... , h,1(xn)) is a 
continuous vector-valued function; .f( t, x) = (!1 ( t, x ), '2( t, x ), ... , f11(t, x)) 
and p(t) = (P1(t),p2(t), ... ,pn(t)) are continuous and periodic with respect 
tot of period w. 

In (2), MEHRI considered equation (1) for the case n = 1 and established 
an existence theorem for thew-periodic solutions. The purpose of this note 
is to report that Mehri 's theorem can directly be extended to cover equation 
(1) for any positive integer n. 

NOTATION: For the vectors a= (a1,a2, ... ,a11) and b =(bi,~ •... ,bn) 
we define ab= (a1b1,a2b2,. .. ,aubn). 

As the norm of the vect.or x =(xi, x2, ... , x 11 ) and of then x n matrix 
B = (bij) it will be taken llxll = l:i lxil and llBll = l:i,j lbij l respectively. 

THEOREM 1. TJ1e system of equatio11s (1) has aw-periodic solution if 

"' t 
(i) J p(s)ds = 0 (i.e. P(t) = J p(s)ds is w-periodic), 

0 0 

(ii) llH(y)ll SM 
Yi 

(H(y) = (H1(Y1), H2(Y2), ·. ·, Hn(Yn)), Hi(Yi ) = J hi(s)ds), 
0 

(iii) llJ(t,x)ll / llxll ~ 0 as llxll ~ oo, uniformly int, 
(iv) forsomei, fi(t,x)sgn:r·i > 0 forx with llxll ~ b. 
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PROOF. Following 12] we consider a system of ·<liffereutial equations 
involving the para.meter µ, 0 $ I' $ 1, 

(2) :r/' +Ax'+ Cx = µ{v(t) - f(t,x) + Cx - h(x)x'J, 

where C is au arbitrary positive c.onsta.ut. Forµ = 0, equation (2) has the 
trivial w-periodic solution, an<l for µ = 1 it is identical to equation (1). 
It is well-known that equation (2) admits a w-periodic solution for each 
1.1. E [O, 1 J if all periodic solutions and their first derivatives are uniformly 
bounded wit.Ii rcRpcct to /t, 0 < I' < 1. 

Agaiu following 12], let :r.(t) be l~ w-periodic solution of (2) u.ucl let 
0 < µ < 1. We write 

R = max llx(t)ll, 
09~w 

F = F(R) = max llf(t,x)ll. 
llzllSR, 
o9sw 

Letting y = x' we have, from (2) 

(3) y1 + Ay = Jl{J>(t) - f(t, x(t)) - h(x(t))x'(t)} - (1 - µ)Cx(t) = q(t) 
(4) y(O) = y(w). 

The problem (3), (4) is equivalent to 

(5) 

w 

y(t) = J G(t,s)q(s)ds, 

0 

where G(t,s) is Green's matrix for the problem (3), (4) 

{ 

lexp(A(s - t - w))J[I - exp(-Aw)J-1, 0 $ t $ s $ w 
G(t, s) = 

[exp(A(s - t))JII - exp(-Aw)j- 1, 0 $ s $ t $ w, 

and the matrix functions exp(At) and cxp(-At) are defined by the matrix 
series (cf. [l]) 

00 (A)i 
exp(At) = :L-.--1 ti, 

. 0 1· 

~ ·(A)i . 
exp( -At) = L.. ( -1 )' - .-

1 
t3 • 

. 0 J· 
)= J= 

In view of the facts that 
w 00 J G(t,s)h(x(s))x1(s)<ls = H(x(t))-J G8 (t,s)H(x(s))ds , 

0 0 
w w 11 

j llG3(t,s)llds = n: J llG(t,s)ll<ls = ~ l;il = ll(IAl)- 111, 
0 0 a=l 

it follows from ( 5) that 
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llx'(t)ll = lly(t)ll S p[m + F + (n + l)M + CRw], 

where m = max llv(t)ll and p = max{l, ll(IAl)-111}· 
Ostsw 

Integrating ( 2) term by term aud usiug the fact that x( t), x 1 
( t) au<l 

P(t) are w-periodic we obtain · 
w 

j {(l -11)Cx(t) + 11/(t,x(t))}dt = 0. 

0 

Since at least one component of the vector 
{(1 -1t)Cx(t) + µf(t,x(t))}sgnx = (1 - µ)Clxl + µf(t,x)sgn x 

is positive for llx(t)ll ~ b, t E io,w], it follows that llx(t)ll 2'.: b for 0 ~ t ~ w 
is excluded. Therefore there exists T, 0 < T < w such that llx( T )II < b. 
Applying mean value theorem on interval (r,t] ~ (r,w], we have 

or 
{6) 

n 

llx(t) - x(r)ll =It - rl L IYi(T + 8i(t - T))I ~ 
i=l 

S wnp[rn + F + (n + l)M + CRw], 

max llx(t)ll = R < b + wnp[m + F + (n + l)M + CRw]. 
Ost$w 

From {6) we obtain 

(7) 1 l> + wnp[m + (n + l)M] (F) C 2 < R + wnp R + w np. 

Choosing C < ± aud letting R -t oo 11.nd noting that {by (iii)) tl -t 0 
w 11p 

we arrive at a contradiction. Thus from (7) we have 

RsR0 audFsFu= ma.x llf(t,x)ll, 
llzll$Ro. 
o::;ts"' 

where both R-0 and Fo are independent ofµ. This show that x(t) and x'(t) 
are uniformly bounded with respect toµ, which ensure the existen~e of a 
w-periodic solution of (1). 

Various examples cau be constructed so that the functions involved 
satisfy the hypotheses of Theorem 1. However, we choose to give here an 
example for n = 2 based on the example given in [2]. 

EXAMPl,E. Consider the following system of cqna.tions: 

(8) 
X1 + + s11u:1 X1 + X1 X2 Slll = SJU 

{ 

11 (1 · ) I er /J • 2t · t 

x2 + (1 +cos x2)x2 + xf x2 cos2 t = cost. 
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2ir 

Clearly p(t) = (sint,cost), J p(s)ds = (0,0), h(x) = (sinx1,cosx2), 
0 

H(x) = (1 - cosx1,sin:i:2), llH(x)ll :S 3. Now choosing a a.nd f3 so that. 
conditions (iii) a.nd (iv) of Theorem 1 are satisfied, equation (8) has a 
211"-periodic solution. 

References 

[1] F . R. GANTMAl<llER, The Theo1·y of Jvfatrices [iu Russian], Nauka, Moscow 
(1966) . 

[2] B. MEllRI, Periodic solutions of a second order nonlinear differential equa­
tion, Bull. Jlustml. Math . Soc., 40 (1989), 357- 361. 



ANNALES UNIV. SCI. BUDAPEST., 34 (1991), 231-266 

ON THE CONTROL OF A CIRCULAR MEMBRANE AND 
RELATED PROBLEMS 

By 

I. JOO 

Department of Analysis of the L. EOtvos University, Budapest 

(Received June 17, 1991) 

Dedicated to Professor ANDRAS HAJNAL for his 60th birthday 

Let n := { ( x, y) : x 2 + y2 < 1} C R2 be the unit circle, and take some 
different points P1, . .. , PN E !l; SN+I > ••• ,SM E oH. 

(1) 

(2) 

(3) 

Consider the following system for u = u( t, x, y) 

N 

Utt= ~u + L 6((x, y) - P;)vj, (x, y) En, 
j=l 

ottl ~ or anx(O T) = ~ 6(s - Sj)Vj, s E an, 
, j=N+l 

u(O, ., .) = ut(O, ., .) = 0 

with controls Vj{t) E £ 2(0, T). 
We shall investigate the approximative controllability of the system 

(1)-(3) describing the contrnl of the circular membrane in the points 
Pj (j = 1, ... , N), Sj (j = N + 1, ... , M). First we give an outline 
of the related results {known for us). The analogous control problem 
when a rectangular membrane is cont.rolled in one side of the rectangle, 
is investigated in [4). The independence of the movement of a membrane 
in finitely many different points is proved for the rectangular membrane 
in [5) and [6). (In [6) the author of the present work used Lemma 11 
below which is unnecessarily strong because we need for that problem only 
the completeness of the exponentials. The "real" application of Lemma 
11 would be a control problem; this motivated the author in finding the 
problem of the present work.) For the circular membrane the problem is 
solved partly in [7], the complete solution is given in [8]. We shall use some 
ideas of [6) and [8] here. 
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(4) 

l. JOO 

It1troduce the eigenfunctions 

-~'{' = >.. 2'f' in n, EJ<p 
- = 0 on 00, 
81· 

corresponding to (1)- (3). For fixed m = 1, 2, ... denote 0 < >.. ~m} < >..~m) < .. . 
the zeros of J:11 , where Jm is the Bessel function of order m. It is known 
11] that if we take polM coordinates x = ,. cos <p, y = 1· sin <p, then ( 4) h a.s 
the solutions 

+ ( (m) 'l'm,n x, y) := Jm(>..n 1· )cosm.'{)1 

- ( ) J ( dm} ) . 'l'm,11 x, Y := m " 11 1· sm m'{', 

(m = 0, 1,. .. ; n = 1,2, ... ) 

d d ,_ dm) 
an . "m,n .- "n . 

It is kuown ll] that the eigenfunctions 1, 'f'ti,,l' <,0~111 : m, n = 1, 2, ... 

give a complete orthonormal system in the weighted space L?,((O, 1) x 
x(O, 271")) and 

i I (m) 12 ( 2 ) 
(4') II ± 11 2 - j IJ ( dm} )12 ·d · - Jm(.X,. ) 1 - m. · <pm ,. - 11" m "n r 1 1 - 11' 2 ( } , 

I (.X Ill )2 
0 11 

1 

ll<t?6,n11 2 =271"j1Jo(>..~~>,.)121·d1· = 11'1Jo(.X~O))l2 ; 
0 

this follows from [10] 7.14.1 (10) and 7.2.8 (56)- (57). Next we precise 
t he meaning of ( 1 )-{3 ). Consider a function z( t, x, y) with t he properties 

z(T , ., . ) = zt(T, ., . ) = 0, ~~I = 0. Ta.king a formal twofold partial 
v1· nnx(O,T) 

T 
integration in J J uzu and a formal application of the Green-formula in 

on 
T 
J J u~z we get 
on T T T M 

(5) J J u(ztt - z) = j j z(utt - ~u) + j . L z(., S; )v; = 
o n o n o i=N+t 

-J (t z(., P;)v; + f= z(.,S;)v;) . 
o j=l i=N+ l 
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vVe ask for the solution u in the form 
00 00 

u(t,x,y) = co(t) + L c6, 11(t)cp~ 11 (x,y) + L c;1 , 11 (t)cp~, 11 (x,y); 
n=l m,n=l 

then we have 

co(t) =~ju, 
n 

± 1 J ± Cm,n(t) = -- U<t'm,11• 
/m ,n 

n 

Apply (5) to the function z(t,x,y) = Cf'~., 11 (x,y)b(t) where b E C 2[0, T], 
b(T) = b'(T) = 0. 

We get 

T T 

J II (m) 2 · ± J ± lm,n = (b + (..\11 ) b)cm,n = bhm,n• 

0 0 
N M 

1i;,.,n(t) := L cp~1 , 11 (Pj )vj(t) + L cp;1,11(Sj)v;(t) 
j=l j=N+l 

i.e. 
t . (m) 

± 1 J sm ..\11 ( t - T) ± 
c111 , 11 (t) := -- ( ) h111 , 11(r)dr 

Im n ,\ m 
' Q II 

(6) 

and analogously 
t M 

co(t) = ~ j(t -r) ~ Vj(r)dr. 
0 J= l 

Introduce the notation 
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Then hit n = (v, eit 11 }. Define the spaces 
I I 

Wr := {1 =co+ f c6,11'f'6,n + L C~1n'f'~1,n: llfllWr := 
n= l 

·- I 12 f?...1 + 121 co>12'· f?... I ± 12 I <m>12'· } -.- co + ~ ~cO,n An + ~ /l111 ,11C111 , 11 • An < oo -
n.= l m,n= l 

= n (u - ~r12) 
and let Xr := W,.+l $ W,.. Remark that W2 = D(I - ~) =. {! E 

E H 2(fl): II = O}. an 
Denote further 

± ) . (m) ± ±t em 11(t := tAn Cm u(t) +Cm 11(t), 
• 1 1 

± ·- . (111) ± ±t ( ) em,-n(t) .- -tAn Crn,11U) + Cm,11 t ' 

then 
t 

± 1 I i.\~m)(t-r) ± em,n(t) = -- e (v(r), em,n)dr, 
/m,n 

0 
t 

± _ _ 1_ / -i.\~")(t-r) ± em,- n(t) - e (v(r), em,n}dr. 
/m,11 

0 

If we intro<luce the notations 

K = Z \ {O}, wm,k := A;A:·
1
sgnk, 

we can give a unified form 

(m EN, k EK) 

t 

c± (t) := -
1
- / eiwm,s.(t-r)(v(r) e± }dr '>m k , m,11 1 

' /m,n 
0 

(7) 

(m EN, k E K, n = lkl). 

We need the following lemmas. Introduce the notation f(v) x g(v) to 
abbreviate the inequalities ci.f(v) S g(1/) S c2/(v) which hold for every v 
in question. 
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LEMMA l. For v;:::: 0andn=1,2, . . . we have 
1 

I J11(,\~))I x [(,\~))2 - v2J - 4 

where the implicit constants are independent of n and v. 
PROOF. In [l], 15.31 it is proved t.hat for fixed v the sequence 

1 

IJ11(,\~:))I [(,\~:>)2 - v2] 4 
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tends uwnotouc increasingly to ~ when n -t oo. Hence we have to 
find only a. positive lower bound for the function 

1 

!111(,\~11)) 1 [<A11))2 - ,}] 4. 

It is continuous in I/ 2: 0 hence we restrict ourselves to large values v. In 
this case we ha.ve by [1], 15.83 that 

I (11) 1 
v + 0.8vJ < ,\l < v + 0.8lvJ. 

We shall use the faring asymptotical formula of LANGER [10] 7.13.4 

(8) Jv(x) = :rsJ1 - arc~gtv [J1;3(z) + .J- 1;3(z)) + O(v-~) 

x > v, w := J~ -1, z = v(w - arctgw) where the 0-term is uniform in 

v and x. We apply (8) for x = ,\\11). We get for large v 

2 (,\ (ll))2 2 
1 + l.6v-J < 1

2 < 1 + l.63v-J, 
I/ 

Jl.6v- ! < w < Jlfilv- i. 

Since w is small, w - arc tg w = ~ + 0( w5) and then z = v~ + 0( v-213). 
Consequently for large v 

(1.59)3/2 (1.64)3/2 
0.66 < 3 < z < 3 < o. 71. 

But we know that the first zero of 

1 J3 1 
v'3(.J1;3(z) + J - 1/3{z)) = 2J1;3(z) - 2Y1;3(z) 

is greater than 2.37 (see [1], vol. II). Consequently 

l1;3(z) + .J-1;3(z) x 1 for z E [0.66, 0.71]. 
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Now since 

Ji arctgw - l/3 - xwxv 
w 

hence 

(9) 

For large v we get 

which implies that 
1 

IJv(A~v))I [(A~v))2 - v2] i 2: c > 0, v 2: 0. 

The proof of Lemma 1 is complete. I 

LEMMA 2. There exists a constant c > 0 independent of v an<l x such 
that 

a) For 0 $ v 

(10) 
c 

l.Jv(x)I $ 1 + vx' (x 2: 0) 

b) Fore $ v 

(11) IJv(x)I 5 

( )
2/3 ~ 

if 0 $ x $ v - v113 lnv - alnlnv . _,;., 

< 

c 
Vz2 - v2 

PROOF. For the case v = 0 the estimete (10) follows from the well­
known asymptotical formula of the Bessel functions, see [l]. Now suppose 

0 D 0 (v) (v) tl . . f J u r k v > . enote < l' i < 112 < . . . ic pos1t1ve zeros o . v· )'ve now 
(!lJ) that 
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Consequently 

(12) 

It follows easily from (8) that for large v 

(13) µ(v) - Jt(v) ....., vi 2 1 ,,.... . 

Indeed, let z 1 and z2 be the first and second positive zero of J1;3( z ) + 

w~ ( 2) (3z·)! ( ( 2)) + J_1;3(z). Then Zi = v-f + 0 v- l , Wi = 7 1+0 v - l , 

1.e. 

Xi = v + ~(3zi)2/3vl/3 + 0 (v- 113). 

Since in this domain J1 - a.rc~gw x w x v- 113, hence (13) follows by 
the continuity of Jv . We know further the following theorem of PORTER: 

for any fixed v > ~ the distances l'~;J 1 - µ~~) of the zeros of Jv tend to 7r 

monotone decreasingly, see [1], 15.81. Talcing into account that ([1] , 15.81) 
for large v 

v + 1.85v! < µ~v) < v + 1.86vi 

we get from (13) and (12) that 

(v) [ (v) 2 21-l/4 2 2 - 1 
ma..'< l.Jv(x)I = IJv( An )I x (.X11 ) - v x [xo - v ] l , 

(µ(v) (v)J 
n-1 11'11 

where xo E [µ~:~ 1, µ~)]; further 

max IJv(x)I = Jv(A~v» x v-l/3 
[0 ,µ~">1 

i.e. (10) and the last two statements of (11) are proved. Next we use the 
asymptotical formula corresponding to (8) for the case x < v ([10) , 7.13.4): 

(14) Jv(x) = .!.. . /1 - arc tgtv K1; 3(z) + O(v-4f 3) tr V w 

x < v, w .- J1 - ~. z := 1/(artli w - w) (with 0-tenn uuiforn1 iu :1: 

and v). 
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We recall also the asymptotical formula 

(15) 

Vlj 1 ( ) 2/3 I The inequalities v - -r-v:T In v - g lulu v =::; x =::; v - ~v:T mean that 

I 

::; YJv-! (in v - ~ luln v) J ( 1+0 (v-312 1112/3 11)) 

and 

1 _ 2 vw
3 

( _ 2 ) 1 ( _ 2 2/3 ) 3 + 0( v j) S z = -
3
- + 0 11 3" $ In v - 6" In In v + 0 11 3" In v , 

consequently the mean term in (14) has order 

, -z -1/2....,, (=-) ! - z - 1/2 _ _ I_. e-z > _c_ 
u e z ~ v e z - vl/3 z l/6 - v4/3 

hence 
-!w3v l (v2-:r:2)3/2 

c e-z J e e -:r 112 

IJv(x) I S 1/3 1/6;::::: v-:r 1/6 1/2 = 4 v z 11 w ~v2-x2 

which proves the second statement in (11 ). Finally the first estimate follows 
from the second one because of the monotonity of Jv. Lemma 2 is proved. I 

Denote 0 < ,,~m) < /J~m) < . . . the positive zeros of Jv(x) and iu 
general denote x( n, 11) resp. y( n, 11) the n-th positive root of J v( x) resp. 
Jt(x). 

LEMMA 3. There exists a constant c > 0 such that 

a) o:r:~~·v) ~ c > 0, 

b) c9y~~,v) ~ c > 0, 

hold for all v > 0 and n = 1, 2, .... 
PROOF. To show a) we use the formula ([I], 15.6): 

00 

(16) ~: = 2x j Ko(2xsh t)e-2vtdt. 

0 

We know [IJ that for z > 0 we have /\o(z) > 0 and 



(17) 

ON THE CONTROL OF A CIRCULAR MEMBRANE 

Ko(z)x ln! for O<z<o, osmall. 
z 
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Hence ox/ov > 0 which implies that x(n, v) > :i:(n, 0) ~ x(l, 0) > 1. For 
large v, :i;?: x( l, v) > v + v 113 hence x?: cv (v > 0), consequently 

6/x 6/x 

~: ?: x j Ko(2xsh t)e- 2vtdt?: ex j dt?: c > 0. 

0 0 

In proving h) we use the formula 
00 

(18) ~Y = 
2 

2
Y 

2 
/(y2ch2t -1/

2)Ko(2ysht)e-2vtdt?: 
vv y - v 

0 
00 

?: 2y J Ko(2ysht)e- 2vt dt. 

0 

Since in this case we have also y ?: cv for v > 0, the proof can be finished 
as above. Lemma 3 is proved. I 

REMA RI<. The ineqalities a) and b) can be reversed in some sense. 
We mention only that we have ~ :S: c for all n, v. vVe know that the 
function Ko is monotone decreasing because Ko= -K1 ([1), 3.71). Using 
the estimate sh t ?: t we obtain 

00 00 

~: $ 2x J Ko(2xt)e-2vtdt = 2 J Ko(2u)e- 2vu/xdu :S: 

0 0 
00 

$ 2 j Ko(2u)<lu < oo. 

0 

LEMMA 4. Let v ?: 1/2 and n = 1, 2, .... Then for any c > 0 
a) x(n,v)xv+n, 

b) x2(n, I/) - v2 x n 213v4/3 if n :S: cv 
x n2 if n ?: cv. 

c) There exists vo > 0 such that for any c > 0: x(n. + 1, v) - x(n, v) ::::::: 1 
for x(n, v)?: {1 + c)v, v?: vo. 
T he implicit constants do not depend on n and v. 

PROOF. We recall again the theorem of PORTEil ([1], 15.82) stating 
that for v ?: 1 /2 the sequence x( n + 1, v) - x( n, v) tends decreasingly to tr. 
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Forlarge v, x(l, v) = v+o(v113) and for v ~ vo we have x(l, 11) > x(l, 0) > 2. 
Consequently x(l, v) x v and then x( n, v) 2: c( 11 + n ). The converse 
inequality follows from the fact that for lai·ge N the function J 11 has exactly 

N zeros in the interval ( 0, ( N + ~ + ! ) 1T) (see (1], 15.4 ). Indeed, the 

inequality x(n + l,v) - x(n,v) 2:: 1T implies x(n,v) ~ (n + ~ + !) 7r for 

every n and v. This proves a) a.nd the second statement of b). It remains 
to consider the case n ~ cv of b ). We can suppose that v is large enough, 
because for 11 ~ 110 we have c 2: x 2(n,11)- 112 :::: 11(11 + 2)- v2 = 2v:::: 1 
((1], 15.3). In cci.sc 11 2: 110 we return to the Langer formula (8). Since 

1 1 
v + l.85vl ~ x(l, 11) ~ v + l.86vl 

1 
we consider the domain v + v3" ~ :1; ~ c11 which corresponds to 

hv-! (1 +O (v-i)) ~ w ~ ~. 
2.;;2 (1+0 (v-i)) ~ z ~ qv. 

Denote 0 < z1 < z2 < ... the positive zeros of J1;3(z) + J-1/3(z). Using 
the formula 

(20) 

we get 

(21) J113( z ) + J _ 1;3(z) =ff (cos (z - ~) + 0 (~)) 
hence z11 = n 7r + c + 0 ( ~) . 
From (21) we see that for la.rge z, J1/3(z) + J_1;3(z) changes sign at every 
zero and between z11 and z11+ 1 we have 

max IJ113(z) + J _1;3(z)I x ~· 
Consequently to every z11 , n :::: no it corresponds a zero of J11(x). Analo­
gously, to every zero x ~ cv of J11(x) corresponds a zero z11 . This corre­
spondence is monotone hence we have a correspondence between x( n, v) 
and z11+110 • Now z11+no x n x vw3 implies that 

Jx2(n, v) - "2 = w x (~) t 
V II 
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which completes the proof of Lemma 4 b ). 
For the proof of c) we ca.n restrict ourselves to the case x(n, v) ::::: v 

and hence z ::=::: I/, w ::=::: 1. For the sake of brevity let r.2 = x(n + 1, v ), 
x i = x(n, 11) and denote w 1,2, z1,2 the values corresponding to xi and x2 
1·espectively. Then z2 - z1 ~ c, and from 

we obtain 

d 1 
- (w -arctgw) = 1--­
dw 1 +w2 

Lemma 4 is proved. I 

LEMMA 5. Let 
00 00 

f = ao + L a6,n'P6,n + L a;1,11'P~1n• 
n= l m,n=l 
00 00 

g = bo + L: bti,,.'Pt,,l + L: b;1,n<i0;1,11· 
n= l 111,n=l 

n:= lkl. 
Then the mapping 

{f , g} -t { ao, bo , lwo klre0+k ;:yo;;, lwm klre± kJ'Ym u : k EI<, m = 1, 2, ... } ' , V iu,n ' 1u., , 

establishes cUl isomorphism between J(,. au<l e2. 
PROOF. By the definition of J(,. we have 

(f,g) E Xr ¢:::::> L "l'O,n (la6,111
2 lwo,nl2 + lb6,n12

) lwo,nr + 
n 

+ L 'Ym,n (1a;1,1112lwm,nl2 + lb~.,n12) lwm,nl2" < 00 ¢:::::> 

rn,n 

¢:::::> L 'Yo,kle~kl2 1wo,kl2" + L 'Ym,kle~ ,kl2 lwm,i: l 2,. < oo, 
lkl~l m,lkl~l 

i.e. we have a one-to-one mapping between Xr and f2. Finally the norms 
a.re equivalent by the definition of the Xr-nonn. Now we can prove the 

TH EOREM 1. For r· < - 1/2 and for a ny confrol v E L2(0, T; cN) 
{u,ut} E C([O,TJ,Xr) is couti11uous int E [O,TJ. 
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PROOF. First consider the statement {u,ut} E Xr. By Lemma 5 we 
have to prove that 

Taking into account that 

V(A (111))2 2 (m) 2 2 • ~ ...... IJ (A(m))I 11 -m ._..!(An ) -m ]4 
y 1m,n ~ m 11 (m) ~ (m) ' 

A11 Au 
we have to verify that 

( 

( (m))r+l t ) An iwm k(t-r) ± 
(m) J J e I (v( T ), em,n)dr E e2. 

[(An )2-m2]4 0 
(22) 

In .the coordinates (m, k) with m :5 M, MEN fixed, we have 

(..\!:n)y+l n '·+l ± c 
( ) I x r.: < c, lem,111 :5 en :5 c. l().,:n )2 _ m2J4 yn - v,. 

I I 
(m) (m) . 

We know 19 that A
11

+ l - An tends decrea.smgly to 7r for any fixed m., 

hence the exponentials e1wm,kr form a Bessel system for any fixed m [11], 
i.e. (22) is proved for the coordinates (m, k ), m ~ M. Next consider the 
coordinates (m, k) with rn 2: M, H 2: cm. 

Since by Lemma. 4, 

(23) le~,nl :5 c I: - --;:::1== :5 ~' 
1 + ,(m) v,. 

TjAn 

we have to prove that 

{24) ( n' I •"'••,k(t-T) (v( T ), e!;.,,. .jii)dro .. ?_ cm, m ?_ M) E e,. 

It follows from Lemma 3 b) that there exists 6 > 0 satisfying 

(25) 

For any fixed k , 

t 2 

(26) J ei'"'m,k(t-r){v(r), ./1le;;
111

)dr < 
0 
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N t 

::; N ?= L Jn IJm(A~n)ri)l I { ~?x~ } mcpil · J eiwm,1:(t-r)vi(r)dr < 
= 1 mS% o 

t 2 
N 

J e-iwm,l:Tvi(r)dr ::; c L llvilll2co. t) 
i= l 0 

with coust.ant.s i11clcpm1<lc:11t of n and m (this follows from the fact that the 
constant /j doci; not. dq>c11<l 011 n, so<: [11]). 

Since L; n2r < oo, the statement (24) is proved . Next we consider the 
coordinates n ::; cm, m ;::: M. In this case 

,\!:n) ::=:: m, (,\~:n))2 _ m,2 ::=:: (µ~1m))2 _ m2 X n2/3m4/3, 

hence we have to show for all i, 1 ::; i ::; N that 

{ 

r+2 t } m !I" (m) J iw (t-r) 
(27) n l /6 .lm(An q) 0 e m,k Vi(r)dr, 1l ~cm, m 2: M E e2. 

In proving (27) take first the case ri = 1. Then 

l 

IJ ( \ (m) ··)I - IJ ( \ (m))I '-' [< (111))2 21 - l .._, -1 /3 - 1/6 111 An 1 1 - m An ....... µ 11 - rn. ....... nt n , 

hence we ha.ve to verify 

m.r+:r . 

{ 

1 t 

- -J e-twm,kTv·(r)dr · n l /3 t . 
n S cm, m ?_ M} E 12. 

0 

Indeed, by (25) we can write 

00 

= L: n-213 I: 
11=1 m'?_n/c 

m'?,.M 

00 

$ c L H-2/3 L n2r+j 

n= l m '?,.n/c 
m'?,.M 

t J e-iwm,l:r · Vi(r)dr 

0 

t 

2 

J e -iwm,k r · vi( T )dr 

0 

t . 2 

2 

< 

J e-iwm,krt,i(r)dr $ cllvillr2co.1r 
0 
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Finally .consider the case 0 < Ti < 1 (the case Ti = 0 is trivial). We 
apply (11): 

m>M n~cm 
- . 1 1 (m) 

m+ ml' <A r· ! _,. • 

2r+j 
1n IJ (.X (m) ··)l2 1/3 m n 1 t 

71 

t J e -iwm,k r vi( r )dr 

0 

t 

2 

< 

2 

m>M n<cm 

j e-iwm,kT vi(r)dr 
m2r+j 1 

nl/3 Vc>·~"))2 - m2 
- I l (m) 

m+ ml' <A r· ! - n ' 

m>/11. n<cm 
- I l (m) 

m+;!ml' ~An r; 

m2r+I 

( ,(m))2 2 
-"n - 111 

0 

t J e -iwm,k r vi( r )dr 

0 

2 

1 I (m) Let n* be the first value n for which m + 2ml' ~ .X11 1'j. Then the above 
estimates can be continued (we denote n = n* + j - 1): 

t c1m . 2r+l LL · m 

m?.M i=l J ( m +~ml+ cj) 
2 

- m2 

J e -iwm,k r vi( r )dr 

0 

c1m 21·+1 

LL m <c ---- vm; 
m?.M i=l 

t J e -iwm,k r Vi( r )dr 

0 

2 

00 t 
~ 1 ~ 2r+1 J -iw LT = c L,.; - L,.; m i e "'·"' vi(r)dr 
i= l ../] m?.M o 

2 

< 

00 

~cLj2r L 
j=l m?.M 

t J e-iw,,.,krvi(r)dr 

0 

2 

~ cllvill~2(o,ir 

Again by ( 11) we get 

I: < 

2 

< 
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t 2 I e -iwm,k T Vi( T )dr < 
0 

t 2 

lm- A(m)r·l<2ml/3 Jn m n I -
m~M 

J e-iwm,kTv;(r)dr 

0 

We used that n x tn by Lemma 4 c). 

Suppose that 2P ~ m < 2v+l and let m 1 := m + l10p2Pf3J =: m + m*, 
then 

l.A(m)r· - ml< 2m113 lnm l.A(mi)r · - mil< 2m113 lnm1 n i - ' n1 1 - 1 

imply 
.A (mi) _ .A (m) > l 

111 11 - • 

Consequently we can continue the above estimate: 

p=po 

t J e-iwm,kTvi(r)dr 

0 

t 

2 

I: 
lm+jm•-.x!:n+jm•)r;l:52(m+jm• )113 ln(m+jm*) 

I e -iwm,k T v;( r )dr 

0 

Finally we have 

2 

< 
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t 2 

X J eiwm,k(t- r)vi( T )dr < 
0 

m"?_M A(m)r-<m 
n 1-

t J eiwm,1:(t-r)Vi( T )dr 

0 

21·- ~ 
1n " 

nl/3 

~ c L m
2
"-!llvill12(0,t) ~ cllvill12co,tr 

m"?_M 

2 

< 

The above estimates show (27), hence {tt(t, ., .), ut(t, ., .)} E Je,. is proved 
and 

II { u( t, ., . ), ut( t, ., . ) Jllxr ~ cllvlll2(0,t)" 

This implies 

II { u( t + 6t, ., . ), ttt( t + 6t, ., . ) } - { u( t, .,. ), ut( t,.,.) lllxr $ 

$ c1lvllL2(t,t+~t) 
which completes the proof of Theorem 1. I 

REMAIU<. Analogous investigations concerning vibrating strings are 
given in [14]. With a.nother spaces W,. see also [26]. 

DEFINITION. The system (1 )- (3) is approximately controllable in the 
finite time T if the set of all reachable movement states 

R(T) := { { u(T, .,.), Ut(T, .,.)} : v E L2(0, T; cN )} 

is dense in Je,.. We prove the 

THEOREM 2. TJ1e system ( 1 )- (3) is not approximately controllable, 
i.e. R(T) is not dense in Je,., for any T > 0 and r < -1/2. 

THEOREM 3. [26] Suppose that P; # 0 for all j. Then for any T > 0 
the system 

e(A) := { Jne;. neiwm,kr: m EN, k E K, n = lkl, n ~cm} 
' 

conta.illS a Riesz basis in L2(0, T; CN). 

We list the statements necessary for the proof of Theorem 3. 

LEMMA 6 ([26]). If we arrange the positive zeros ,\~;n) of all J:n 
increasingly into a sequence 0 < /ti < 1'2 $ . . . then µn+l - µ11 --t 0 
(n --too). 
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LEMMA 7 (SJ. If the values 0 $ <p1 < ... < <pAf < 27T are djfferent, 
then the vectors 

( 
~in 1:n<p1 ) ' 

smm<pM 

span the space CM. 

( 

cos ~nip1 ) ' 

cosmipM 

m = 0, 1, ... , M - 1 

Consider the points P; = (1·;,<p;), S; = (1,ip;) given by its polar 
coordinates. Arrange the indices such that r 1, r2 , ... , r No, r No+ 1 are a.11 
different, r No+l = I and the other 1·; do not give new values. Introduce 
further the sets t7j = {f: 1·i =rt} for j = 1, ... , No+ 1; and the notation 

d; := J1"J(c2 + 1) - 1. 

Suppose that P; is not the origin for all j and t'J( c2 + 1) - 1 > 0. We 
shall use the following fact. 

LEMMA 8 [8]. There exists a residua.I set D c [1,oo) such that for 
c E D any equation of the form 

No M 

0 = mr + noarc tg c + L n;arc tg d; + L njc,o; 
j = l i=l 

with entire coefficients n, n;, nj implies no = n 1 = ... = nN0 = 0. 

Next we define a basis e1, ... , eM of RM as follows. For fixed j the 
values it>e. e E <1j must be different, so by Lemma 7 WC get a basis in 
the coordinates e E a;. We define the other coordinates to be zeros and 
consider these vectors together for 1 $ j $ No+ 1. Then multiply the j-th 
coordinata by Ji; for 1 $ j $ M. The resulting set of vectors will be 

denoted by ei, ... , eM; they form obviously a basis in RM. 

LEMMA 9 ([26)). Suppose that P; is not the origin for any j. Lett:, 
T > 0 be arbitrary. The set e(A) contains a subsystem 

. ± 0 A t . . A t 
<t> := {e~e 1 

n,j : j = 1,. .. ,M; n = 1,2, ... } U {ebe1 o,; : j = 1, ... ,M} 

such that 

(a) < €, j=l, ... ,M; n=0,1, ... , 

(b) l,\n,;-27T;l<e:, j=l, ... ,M; n~no 
for some large no. 
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LEMMA 10 (5,6]. Suppose that the system eneiAnt : n E Z is Riesz 
basis in £ 2(0, T, cM). Then there exists an c > 0 such that .\~ E C, 
l.\n - .\~,I<€ implies that { e11 eiA~,t} is also a Riesz basis in £ 2(0 ,T ;CM). 
The constant € depends only on T and 0 < c S C < oo, where 

c L lanl2 ~ III: a11eneiAnt11
2 ~CL la-1112, 

namely eTl - 1 < RC is sufficient. 

LEMMA 11. [6,22,26]. Let e11eiAnt : n E Z be a Reisz basis in 
L2(0, T; CM) and let A0 EC, Ao :/:-Au, n E Z. Then the new system 

eoeu~t, e,.eu,.t (n E Z \ {O}) 

forms also a lliesz basis in £2(0, T; cM ). 
For the proof of Theorem 2 we recall first the following result of D. L. 

RUSSEL. 

PROPOSITION l (3]. Let {eiAnt: n E Z} be Riesz basis in £2(0, T) and 
let µ i, ... , µs be different (complex) values different also from the numbers 
An. Then the system · 

{ eiµ;t }15;9 U { eiAnt }nEZ 

forms a Riesz basis in the Hilbert space H 8 (0, T). 
We generalized this to the case of vector exponentials as follows. 

PROPOSITION 2 ([26]). Let O"n c c be finite sets and 

H,, := v {eAeiAl : .\Ea,.}, n E Z 

£2(0,T;CM) 

with some e A E CM. Suppose that H 11 n E Z is Riesz basis in L 2(0, T; CM) 
(see this notion in (2)). · 

Let s ~ 1 be entire and 

H ) ·- V {e ·ei11;t . 1· - 1 Ms} (0 .- J . - , ... ' 

D2 (0,T;CM) 

where 
a) the system {e;eiµ;t} is linearly independent, 

b) H(O) n Hn = {O}, n E Z, 

c) from the vectors e j we can form s bases in CM, e.g. l~t { e i, ... , e M } , 

{eM+l,. · · ,e2.M }, ... , {e(s- 1).M+l" .. ,e8M} be all bases in CM. 

Then H(o)' H,, (n E Z) forms a Riesz basis in H 8 (0, T; cM). 
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PROOF OF THEOREM 2. Suppose first that the origin does not occur 
between the points P;. By Theorem 3 the system~ C e(ll) constructed in 

Lemma. 5 is Riesz basis in £ 2(0, T, cM ). Taking any values x = <2n:j. l)ir 

with la.rge n, the construction method of Lemma 9 give us some exponen­
tials e~ei>.:z:;L E e( A) with 

I 
\ . _ c 2n + 1 )7r I 
,,..z,J T < e, j = 1, ... ,M. 

Now by Proposition 2 we sec that for a given s 2: 1 there exists a new 
system~ c ~ C e(A) which is a lliesz basis in H 8(0,T;CM). Of course, 
e( A)\~ contains iufiuit~ly mruty exponentials. Expand one of them in Hs. 
For the sake of brevity denote 

± ·- ± r.:: iwm,J;(T-r) em,k .- em,nvne 

then we have au expansion 

""* ± ± eo = ~ am,kem,k 

converging in H s i.e. satisfying 

"'*la± 12l..\(m)l2 < oo 
~ 111,k n ' 

here E* extends to the indices m, k for which e +(k- ) E <i>. Now we have 
"'· 

Q'± 
I:* '~:kn'· (v, e!, k) = Iv, L:* a!, ke!, k) = (v, eo). n. , \ , ' 

(28) 

Define an element a of e2, the coordinates of which a.re a± ,_/n'" in the 1n , .. 

places corresponding to the elements of~, -1/n.(j in the place correspond­
ing to eo , and zeros elsewhere. Then a E £2 for larges and by(28), a is 
orthogonal in e2 to all moment sequences 

( n' l • 1w,,.,,(T- c I ( v('). el;.,.,./») d ' ) . 

This proves Theorem 2 in case when all points P; are different from zero. 
If, for example, Pi = 0, then for m > 0 the first coordinates are zeros and 
we can produce a connection of type (28) in the other M - 1 coordinates. 
Theorem 2 is completely proved. 

REMARK. The method given in [22) shows that R(T ) does not give 
up growing for large T, contrarily to the one-dimensional case of vibrating 
strings (see e.g. [14)). In other words 
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THEOHEM 4. For every 0 < T1 < T2 < oo we have 

R(T1 )~R(T2). 

PROOF. As we have seen, we can construct for T = T1 a system 

,... { i ±i>.,. ;t · 1 M 1 2 } u { i i>.o ;t · 1 Atf} ~ = ene • : J = , ... , ; n. = , , . . . e0e • : J = , ... , 11 

with condition a) aud b) of Lemma 9. We have proved that <P is Riesz 
basis in £ 2(0, T1; cN). Next we define exponentials er,jeiµr,jt satisfying 

I c,.,;· cj l I (2n0 + 2r + 1) l 
-, -., - -, -., < c, l'r,j - T 7r < c e,.,1 e1 1 

for every 1 ~ 1· ~ s, 1 ::; j ::; M, t.he new system 4> is defined by adding 
to <I> these new exponentials is IUesz bnsis in H 6 (0,T1;CM). Now let 
e1eiµot E e(il) \ <i>, l"O =/= l'r,j , >.n,j· The H.s-expa.nsion of e1ei/Jot by <i> gave 
a dependence in the moment space correspoudiug to R(T1). We prove that 
the system {el ei1tot} U <i> =: <P 1 is independent in £ 2( 0, T2; CM ) and in fact 
it can be completed (by exponentials not necessarily from e(1l)) to a Ricsz 
basis in L 2(0,T2;CM). This will imply that R(T1)~R(T2). First verify 
that 
,y, ,_ {eiµ 0t eil'r,;t ei>.0,;t e±i>.u,;t . 
'J!l .- ' ' , . 

:j = l, .. .,111; r = l,. .. ,s; n=l,2, ... } 

can be completed to a Riesz basis in L2(0, T2). It is an application of the 
following theorem of S. A. AVDONIN (see e.g. in [11]). Let (>.n) C C be 
the zero set of a sine t.ype function whose indicator diagram has length 2u 
and let (On) C C be a bounded sequence. Suppose that for large L we have 

{29) Reo,. < dL 
x<ll.e>.n<x+L 

for every x E R for some constant d < 1/4. If the numbers An + 6,. are 
separated, inf l>.11 +c5n ->.k-c5kl > 0, then the system {ei(>.n+c5n)t: n E Z} 

11-:Fk . 

forms a Riesz basis in £ 2(0,2u). 

In applying this theorem we start with the zeros A11 = n* of the 

function sin '!;j.z with indicator diagram [-i'Jf, i'Jf]. Since the density of 

this zero set is larger than that of the exponents in 11' 1, we can shift all 
exponents of llf 1 t.o (different) values~:~ with hounded ~hifts such that 

the condition (29) is satisfied with arbitrarily small d > 0 if L = L(d) is 
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large enough. Denote f'l, Jt2, ••. the set of n~ which are not shifted to . 12 

any exponents of W l · Using simple facts about the mod ¥i distribution 

of the multiples of ~ we ca.n obtain tha.t the exponents of the system 

.T ••. _ ,y, U {e i111 t ei112L } 
'1t').-'1tl ' , •.• 

be separated. Au analogous verification is given in l7J, therefore we do not 
give the precise details. By the above cited theorem the system '112 is Riesz 
basis in £ 2(0, T2)· For the given vector e1 construct vectors e2, ... , eM 
completing it to <\basis of cM. The system: 

~ U {er,jeil'r,;t: 1· = 1, ... ,s; j = 1, ... ,M}U 

U{e• ·eiµ1;t · k - 0 1 · 1· - 1 M} ) • - I 1• ··1 - 1•••1 

is Riesz basis iu L2(0, T2; cM). T heorem 4 is proved. I 
Next we show that all sets R(T) , T < oo do not cover the whole J(,. 

but U R(T) is complete; in other words we have the 
T<oo 

THEOREM 5. Let 1· < -1/2. Then 
a) TJie system (1)- (3) is not coutrolla.ble in uonbounded finite time, i. e. 

U R(T)~Je, .. 
T<oo 

b) Suppose that et1,n f. 0 for all ni and n a.nd tlJa.t e;t'1,11 , e;}1,11 arc not 
parallel vectors. TJ1e11 tlie system (1 )- (3) is approximately contrnllable 
in nonbounded finite time, i.e. U R(T ) CJ(,. is complete in J(, .. 

T<oo 

For the proof we introduce first the moment spaces R(T) corresponding 
to R(T) by Lemma. 5, i.e. let 

R(T) := { ( co(T), c~(T), lwo.tXet,k~' lwm,kl,.e~.kJ'Ym,n) : 
: m,lkl = 1,2, ... ; v E £ 2(0, T ;CM)}. 

If we make the substitution T - T = r 1 in these integrals, we get that 

jl(T) = { (; J T t v;(r)dr,; J t v;(r)dr, 
\ 0 J=l 0 J=l 

lwo,kl'' JT iwo kr( ( ) + } l lwm,klr iwm kT( ( ) ± }d ) -- e • v r , e0 11 
c r, e • v r , e111 ,. T 

.;m:; ' J'Ym,11 ' 
0 
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Then we ha.ve 

LEMMA 12. 

LJ R(T) c R(oo) c LJ R(T) 
T<oo T<oo 

where the line denotes the closure in f2 . 

PROOt' . The first inclusion is trivia.I: the sequence in R(T) correspond­
ing to v( r) is contained also iu R(T) and is represented by 

w(r) = { v(r)eT for r < T 
0 for r > T. 

To see the second inclusion, we first verify that R( oo) C £2. 

The following fact will be used (see [2J, p. 201 ). 
Let An E C, Im An > 0 and 

c ·- • f rr IAn - Ami > 0 
0 . - l11 • 

11 !An - Ami m-:/:n 

(30) Then for arbitrary .f E £ 2(0, oo) 

LI (.f, ei.\nr} £2(0,oo)l
2 

Im An ~ c ( 1 + lu }) llflli2(0,oo) 
11.EZ 

with an a.hsulut.c consbuit c. 

Now we can prove R(T) C e2 hy repeatiug word by word the proof 
of Theorem 1 a.ud applying (25) aud (30) in the last steps of square sum 
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estimates applied there. As a conclusion we get that 

oo M 2 oo M 2 

~ j re-r ?= Wj(r)dr + j e-r ?= Wj(r)dr + 
0 J=l T J= l 

00 2 

+ ~ lwo,kl" j i(w0 k+i)r( ( ) + }d + 
~ -- e • w r ,e0 n r 
lkl~ 1 .._.no.;; T • 

00 2 

lwm,kl" j i(wm k+i)r( ( ) ± )d II 112 e , w r ,em,n T ~cw £2(0T·CM) Jmi,n " 
T 

+I: 
m,lkl~ l 

with a co11sta.11t c independent also of T. This means that the element of 
R( oo) represented by w E £ 2(0, oo; cM) can be well approximated in f2 
by the elements of R(T), T--+ oo, represented by 

( ) - { e-rw(r), r < T 
v T - 0 T. 

' r> 
This completes the proof of Lemma. 12. I 

Returning to the proof of Theorem 5, we see that it is enough to verify 
that 

but 

The first statement is simple. I~deed, the system e -i(wo,k-i)r is Riesz basis 
in £2(0, oo) in its dosed generated subspace (see [11 J), hence the moment 
space corresponding to 

- i(wo k-i)r+-
e . eo,n 

is a. subspace of e2 a.n<l the weights 

lwo,kl,. :::::: n" :::::: ,/+~ = ql) if n--+ oo, 
..,.no.;; IJo(,\~~>)I 

multiply this moment space to a subspace of £2 (not e2 itself). This proves 
the point a) of Theorem 5. The proof of b) needs the following statement, 
interesting a.lso in itself. 

TllEOlU~M 6. Let m EN:= {0,1,2,. .. }. 
a.) Let a be ru1 algebraic JJUJ11bcr, a f= ±m, a f= O. Tlwn 1:,.( a) JS 

transcendental. 

b) Tl1e positive zeros of Jb, J~, J~, .. . are all different. 
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The corresponding theorem related to the functions ]111 is known, it is 
due to S I EGEL [23J. For the proof of Theorem 6 we shall use the metho<l 
given in SIEGEL [23], [24J, but first we finish the proof of Theorem 5 using 
Theorem 6. We ha.ve to verify that if a.11 e~1 , 11 a.re different from zero and 

e;t"1 11 is not parallel to e;;i 11 , then R( oo) is complete in C2. Suppose that 
f ' 

there exists a sequence in e2 orthogonal to .h( oo) i.e. 

oo M oo M 

0 = :o J re-r ?= tVj(r)dr + : 1 J e- T ?= tvj(r)<lr+ 

0 J=l 0 J= l 

+ ~ lwo,kr /
00

( ( ) . i(wo.k+i)r + }d + 
L__, O'Q,k ~ W T e 1 e0,n T 

j kj~ I V "YO,n 0 
00 

+ ~ lwm,k l
1

' / ( ( ) i(w111 k+i)r ± )cl 
L., O'mk wre ' ,em 11 r. 

m,Jkl~ I ' J"Ym,k 0 ' 

Introduce the function 
00 

f( z) := J w( r )eizr <lr. 

0 

The Paley- Wiener theorem states that if iv runs over £ 2(0, oo; CM), then 
f(z) runs over Hi(cM), the Hardy space of the upper half-plane. Further 
we have 

00 

J'(z) = i J rw(r)eizrdr . 

. o 
Now the above orthogonality relation can be rewritten in the form 
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where the scalar products are taken in CM. The equality (31) holds for all 
f E Hi(cM). Now define the function 

( 
2i )p 

fp( z) := . e 
z - wmo ,ko +i 

for some fixed mo, lkol 2::: 1 and e E CM. By the definition of Hardy classes, 
2( M · · fp EH+ C ) for p > 1/2 and fp(w,,,

0
.i:o + i) = e. The zeros wm,k are all 

different by Theorem 6. Let 

0 < o := min lwm k - wm0 kol 
(m,k);e(rn0 ,k0) ' ' 

(then 6 depends on mo, ko); then l.f7,(wm,k+i)IS::c/(1+6)P for every m, k; 
lfp( i)I :$ c/21\ If~( i)I < c/21>. Dcfiuc a vector e by the conditions 

(e e+ ) - 1 , mo,ko - , 

+ eo k 
(or let e = ~I · I in case mo = 0). 

eo,ko 
tliat 

Then substituting fp in (31) we get 

z-v+ L 
m,k#m0,k0 

.\m,n:::; to.\mo,ko 

The estimating constant c(mo, ko) is independent of p, hence if p ~ oo, 
the above estimate shows that o + k = 0. Analogously in case mo > 0 mo, ·o 
we get a- k = 0 hence (31) reduces to the equality 

1110.·o 

o = ;: (/'(i). (l)) + ~ (/(i). ( D) 
which holds for every f E niccM). If we set e.g. 
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1 (~~- ) .f(z):= z+ 2i±i 

we finally obtain no = CXJ = 0. This means that no nontrivial vector is 
orthogonal to R( oo) i.e. R( oo) is complete in e2 as we asserted. Theorem 
5 is proved. I 

PROOF OF T ll EOllEM 6 . We show first that b) follows from a). First 
we need a recursion between 1111+ i, Jm and .lm-1 · We start with the Bessel 
differential equation 

(32) 

whose two independent solutions are e.g. lv(z) and Yv( z ). Further we use 
the formulas 

(33) { 
lv-1(z ) + lv+i(z) = 2 i Jv( z), 
lv- 1(z) - lv+i(z) = 2J~(z). 

Differentiating the formulas (33) we get 
I I V I V 

Jv- l + Jv+l = 2-Jv - 22Jv z z 
1.e. 

(34) 2vJ11 = 2vzJ~ - z
2 J~-l - z2 J~+l 

and on the other hand 

I I ff 2 f (v2 
) . 

Jv-l - lv+l = 2Jv = --;Jv + 2 z2 - 1 J11 

1.e. 

(35) 

Now (34) and (35) give us the desired recursion: 

v[2zJ~ + z2 J~-1 - z
2 J~+1l = (v

2 
- z2)[2vzJ~ - z

2 J~- l - z
2 J~+1l 

i.e. 
' v 112 - 1 - z2 ' v2 + v - z2 ' 

(36) Jv+l = 2- 2 2.lv 2 2Jv-I· zv -v-z v -v -z 

Suppose that for some A > 0, 1:
11

_ 1( ,\) = J:n(,\) = 0. Since A is transcen­

dental, it is not zero of m 2 - m -z2 = 0, hence (36) shows that 1:"+ 1 (A) = 0 
and analogously J:ii+k p.) = 0 for all k. But this is a coutra<liction since 

the first positive zero of J 111 is asymptotically m + 0 ( m 113) i.e. tends to 
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infinity. This shows that ./111 and lm-1 have no common positive zeros. 
Now suppose t.hat lm+k and :fm have a positive zero >. > 0. Iterating the 
recursion (36) k t imes we obtain a formula of type 

(37) J:n+k = Pm,k.J:n + Qm,kJ:n-l · 

where P111,k(z), Q 111,k(z) are quotients of polynomials in the variable z with 

integral coefficients. Now J:n+i >.) = 1:1[ >.) = 0 implies 1:n- l( >. )Q m,J.~ >.) = 0. 
Since 1:n and 1:n-l have no common positive zeros, we have Qm,k(>.)=0 
i.e. >. is the zero of a polynomial of entire coefficient.s. Ta.king into 
account the point a), we must. have Qm,k = 0 i.e. 1:n+k = P111,kJ:11 

would be an i<lcnt.ity and then tl~e positive zeros of J:n+k and J:n would 

be identical. But this is impossible, because by Lemma 3, >.~m+k) > >.~m). 
The contrndiction shows that .J:n and J:n+k have no common zeros, hence 
Theorem 6 b) is proved if a) holds. 

Now we shall show a). To present the method of SIEGEL [24] some 
preliminary notions and results are needed. First we define the E-functions. 
The entire analytic function f( z) is called E-function if its Taylor series 

oo a z» 
.r<z) = 2= ~, 

0 
b,i n. 

11= 

satisfies 

1. an, bn are integers, (an, bu) = 1 and for any fixed€> 0, I ti = O(n"'£). 

2. Let Qn := [bo, ... , b11], then qn = O(n 11g) for every c: > 0. 
It is proved in [24] that finite smn s, products and derivatives of E­

functions are agnju E-funct.ions. The Bessel functions 

oo z2k+m ( - l )k (2ktm) 
Jm(z) = L (2k + m)! 22k+m 

k=O 

are E-functions since 

(2k; rn) < (1+1)2k+m = 22k+m and 22k = O(kkc) for every c: > 0. 

Consider now a system Ji, ... , f 111 of E-functions and suppose that they 
are related by differential equations of type 

rn. 

(38) fk = LQk,sfs , 1:::; k:::; m, 
s=I 

where Qk s arc quotients of two polynomials with integral coefficients. It 
may happen that some Qk,s are zeros such that the equations (38) can 
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be distributed into r blocks such that in every block ou the right occur 
only those J s whose derivative is also expressed in this block. Let r be the 
maximal number of the blocks {r = 1 is allowed) and introduce new indices 
corresponding to the blocks. Then the equations (38) can be rewritten as 
follows 

mt 

(39) f~ ,t = L Qk,s,tfs,t, 
s=l 

where t = 1, ... , 1· is the index of the block and m 1 +m2 + ... +m,. = m. The 
system (39) have mt in<lepcu<lcnt solutions (not necessarily of E-functious ), 
denote them by 

(u )mt (U )mt 
1,s,t s= l • · · ·' m,,s,t s=l · 

We say that the system ft , ... , fm of E-functions is normal if 
1. There exists a system of type (38), where Qk,s are quotients of poly­

nomials of entire coefficients. 
2. An equality of type 

r 111t mt 

(40) LL L I>k ,t(z)cs,tUk,s,t(z) = 0 
t= l s=lk= l 

where Pk ,t ( z) are polynomials with a.rbitrary (complex) coefficients and 
c6 ,t a.re arbitrary (complex) numbers, can hold identically in z only in 
the trivial case 

(41) Pk,t · Cs,t = 0 for every k, s, t. 

Now the following fundamental theorem of SI EGEL holds. 
Let Ji , ... , fm be a normal system of E-fuuctions aud suppose that 
for every N E N the ( 111~t) E-functions 

{Jt 1 • ... • Jf!im: Ni~ 0, 1 ~ i ~ m, f Ni~ N} 
. ~1 

( 42) form again normal systems. Let a =/= 0 be an algebraic number 
which is not a pole of any Qk,s occurring in {38). Then the 
values Ji (a), ... , .fm( a) are algebraically independent i.e. there 
is no nontrivial polynomial P( x i , . .. , cm) with entire coefficients 
satisfying P(f1(0), ... , fm(a )) = 0. In pal'ticula.r, the numbers 
Ji {a), ... , fm( a) are transcendental. 

In what follows we shall verify that the functions Ji = 1:,11 h = 1::l 
satisfy t he conditions of the theorem ( 42) and we prove in this way The-
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orem 6 a). Since Jm is an E-functiou, h and f2 are also E-functions. 
Consider the Bessel differential equation 

z2 y11 + zy1 + (z2 
- m.2)y = 0 

whose solution is J,n. Differentiating it we get 

z2y"' + 3zy11 + (z2 - m2 + l)y' + 2zy = 
2 111 11 ( 2 2 ) 1 z2y" + zy' = z y + 3zy + z - m + 1 y - 2z 2 2 z - 1n 

Le. 

(43) 111 [ 3 2z ] 11 [m2 
- 1 2 ] / y = -- + y + - 1 + y. 2 z2 - m2 z2 z 2 - m2 

T his means that fi( z) , f2( z) satisfy 

(44) { 
, , = '2 

1 = m2- l _ l + 2 + 2z _ 3 
/2 [--;r z2-m2] Ji [z2-m2 ~] f2. 

We see that only one block occurs and we can take as the other solution of 
(44) the functions Y,~, , Y,~~· Now the normality of the system Ji. f2 means 
that an identity of the form 

(45) P1(z)(c1J:n + c2J:~) + P2( z )(ciY,~ + c2Y,~~) = 0 

can hold only i11 the trivial case J>iCi = 0. 

To see this, we use the following theorem of SIEG EL [24) . 
Let YO and Yl be two independent solutions of the Bessel dif­
ferential equation (32), v =/: k + ~· Then for every polynomial 

( 46) P( xi, :1:2, :c3, :1;4) with arbitrary complex coefficieuts 

P(x, YO• y(,-, yi) ~ 0. 

If we join here the fifth member Yi, the statement ( 46) no more holds, e .g. 
we have ((10], 7.11) 

(47) 

Using (32) and (47) we can reduce (45): 

0 = Pl (ciJ:n + c2 [-~Jm + (~
2 

- 1) Jm]) + 

+P2 ( c1 Y m + c2 [- ~ Ym + ( :: - 1) Y m]) , 
or, multiplying by Jm 
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_ ( / [ 1 / (m2 ) 2]) 0 =Pl ciJmJm + c2 -;JmJm + -;"2 - 1 Jm + 

+p2 { (ci - :2
) [.l:nYi11 + :z] + c2 ('~

2 

-1) JmYm} = 

=Pl (ci - c:) JmJ:n + PLCJ c:t: -1) J,;+ 

+p2 (ct - ; ) .1:11 Yiu + P2 (Ci - :2
) :z + 1J2c2 c:~

2 

- 1) Jml'~n · 
Here the polynomial coefficient of J~ have to vanish i.e. Pl c2 = 0, the 
coefficient. of .lm .!:11 also vanishes and then PL ci = 0 i.e. ci = c2 = 0 or 
Pl = 0. Analogously ci = c2 = 0 or P2 = 0 can be proved. Hence we 
showed the normality of the system ft, f2. Next we show that for given N 
the (N + l)(N + 2)/2 functions !f1 Jf/2 ; NI> N2 ~ 0, N1 + N2 ~ N form 
also a normal system. We have 

(Jf 1 J!/2 )' = N1Jf 1- l Jf/2 Ji+ N2ff1 Jf/z-l f2 = 

=NtfN1-lfN2+l+N2fN1 fNz[ 2z - ~] + 
1 2 1 2 z2 _ m.2 2 

+N2fN1+l fNz - l [m.2 - 1 -1 + 2 , ] . 
· 1 · 2 z2 z2 _ m2 

This shows that the sum of the powers remains the same, consequently 

there are N +: 1 blocks, for 0 :::; t :::; N t.he t-th block consists oft J\1 J.f; 
0 ~ N1, N2, Ni+ N2 = t. If we denote 90,t = /~, 91,t = hh- , · · ·, 
9t,t = Jf the t-th block consists of the equations 

_ t [m2-l + 2 _ 1] + t [ 2z _ 3] 90,t - ~ z2_7112 91,t z2-m2 2 90,t1 

/ · ( ')[m2
-1 2 l] (48) 9j,t = J9j-l,t + t - J ---;r- + zLmZ - 9jti ,t+ 

· +(t _ ·) [ 2z _ 3] . 
· J z2-m2 2 93,ti 

9t,t, = tgt- 1,t . 

Define f := a./111 + /3Yin with arbitra.ry constants a, (J and define the 
functions U k,s,t( z ), 0 ~ s :::; t by the identity 

(49) 
t 

(f')k(f")t-k = I: as /3t - suk,s,t· 

s=O 
Then a short counting shows that 
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(50) Vi:st = '' 
min(s,k) 

= L ( k) CJ:n)s1 (l~~1 )k-s1 . ( t-k) (J:~)s-s1 (Y,~)t-k-s-s1 . 
s1 s-si 

s1 =max(O,s+k-t) 

Since for every fixed a, /3 the functions (f')k(f11 )t-k k = 0, 1, ... , t satisfy 
(48), the s-th derivatives ~(f')k(f11)t-k form also a solution of (48); 

substituting a = 0, /3 = 1 we get that. the functions (Uk,s,t)1=o give also 
a solution of ( 48) for every fixed k. These solutions are independent for 
k = 0, 1, ... , t since the last coordinata functions 

U = (t) (J' )s(Y' )t-s t,s,t s m m 

must be independent: a connection 
o:oUt,O,t + . · · + o:tUt,t,t = 0 

would imply that a polynomial of 2.m.
1
'; vanishes identically. By ( 4 7) this 

•m 
means that 

( 
l~n c ) ( l;n c ) t o = /30 + /31 -
1 

+ 
1 1

, + ... +Pt -
1 

+ 
1 1

, 
· m Zn1m •m Zmm 

in contradiction with ( 46). Hence the t + 1 independent solutions of ( 48) 
are 

and the normality of the system /~1 J!/2 ; N1N2 ~ 0, Ni+ N2 ~ N means 
the impossibility of a nontrivial identity 

N t t 

(51) LL LPk,tCs,tUk,s,t = 0. 
t=O k=Os=O 

In order to obtain polynomial in Jm, J~1 and ¥;,., we multiply (51) by 
( Jm)N and substitute the formulas 

Y.' 1:11Ym 2 1 
m = J;;;- + 7rZ Jm ' 

II 1 I (m2 
) lm = - -Jm + 2 -1 Jm, 

z z 

Y. 111 1 Y.' (m2 
) y; _ 1:11 1~11 2 1 (m2 i) y; m =-- m+ --1 m - - -----+ - - m 

z z2 zJm 7rz2 lm z2 

we get that 
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(52) 
mi11(s,k) ( k) ( k) 

J,':iUk st = J,~ -t ~ t - (JmJ:n)81 x 
· • L., s1 s-s1 

SJ =rnax(O,s+k-t) 

1 m m 1n 2 
[ 

2 
] 

k-s1 [ J J' ( 2 ) ] s-s1 
X J111Y;n + 1f'Z --Z- + -;'2 -1 J111 X 

[ 

1 ( 2 ) ] t-k-s- s1 JmYi11 2 m · 
X --- - - + - - 1 JmYin 

Z 1f'Z2 z2 

Consider J/:iUk,s,t as a polynomial of Jm, J:,l and Y;11 ; we see that the 
monomial J;i-;k+N J:~Y,~;s occ~rs iu Uk,s,b the sum of exponents s - k + 
+ N + k + t - s = N + t is maximal a.mong the monomials of Uk s t and 
in any other monomial of U,,: 8 t the sum of the exponents of Jm and 'Yin is 
necessarily smaller than s - k -i- N + t - s = t + N - k . Now let t ~ N be the 
largest number such that there exists a nonvanishing product Pk ,tCs ,t ¢ 0. 
For this value t let s a.n<l k be the smallest index satisfying cs,t =/: 0, 

Pkt¢ 0. Then in the sum {51) the monomial J,~;k+N J~Y,~;s occurs only 
on~e, in the expansion of Uk,s,t and hence (51) gives a nontrivial algebraic 
connection between z, Jm, J:n and Y,11 , which contradicts to (46). This 

contradiction shows the normality of the system Jt1 Jf/2 ; 0 ~ NL,N2, 
Ni +N2 ~ N. Consequently the main theorem (42) can be applied. Since 
the poles of the Qk,s in (44) are ±m, we see that if a=/: 0 is algebraic but 
a =/: ±m then there is no polynomial equality P(J:11(a), J~.(a)) = 0 with 
integer coefficients, and in particular J:n( a) is transcendental. Theorem 6 
is completely proved. I 

In the next part of this paper we make some a<ldi ti on al remarks to the 
paper [20] of GRAHAM and RUSSELL. They consider the system 

(53) ~I = f(s ,t), s E an, 
{

Utt = 6u on n x (O,T), 

oUx(O,T) 
u(O,x,y) = wo(x,y), ut(O,x,y) = vo(x,y), 

where the boundary control is f( s, t) E L2(an x (0, T)). Expand it iii the 
form 

= 
f( s, t) = fo(t) + L [f;ii(t)cosm<p + J;;~(t)sinmcp], 

m=I 
s = (coscp,sin<p). 
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Expand also the initial conditions by the normed eigenfunctions 
00 + 00 ± 

1 "'""""' 'Po,n "'""""' ± 'Pm,n 
WQ = ,r;;;W0,0 + L__, WQ,n ~ + L__, Wm,n ~' 

V 7r 1 y 'YO,n I y /m,n n= m,n= 

00 + 00 ± 
1 "'""""' 'Po,n "'""""' 'Pm,n VO= r.:;t10 + L.., vo,n-- + L.., Vm,u---. 

y7r -I Vfc),n -1 J!m,n n- tn ,n.-

For given initial conditions wo, vo we have to find a control f(s, t) relaxing 
the membrane in time T: 

u(T,x,y) = Ut(T,x,y) = 0 on n. 
By the Fourier method this leads to the moment problem 

T voo 
[ Jo(t)dt = - Ro.~(l)' 

T woo 
[ fo(t)dt = ~, 
T . . 

J I (t) iwo,ktdt - -vo,n+iwo kwo ,n -· t k EK, 
JO e - Ro (1) -. 1,.0,b 

0 ~ 

(54) 

T . . . 

J f (t) twm ktdt _ - vm,n+iwm,ktvm,11 - · t± 
n1 e • - o (1) - . <,.m k 

0 '"111,n ' 

(m = 1,2, ... ; k EK), 

where Ron= V2, R11111 = V2 J wm,,1 . 
' 

1 2 2 wn, ,n. -ni 

The authors showed that for T > 2 the left hand sides of (54) run over f2 
and for T < 2 not. Since 

vf2 $ Rm,11(1) $ CW1~(,~,, 
it follows for the set D(T) of initial conditions ( wo, vo) relaxable in time T 
satisfies 

H 1(n) $ L2(n) c D(T) c H 213(n) $ H-113(0). 
In what follows we prove that these inclusions can not be improved, 
describe the moment space of D(T) and investigate the critical time T = 2. 

THEOREM 7. 
a) For T > 2, D(T) collsists of pairs (wo, vo), where 

00 

(55) lwo,ol2 + L n
2

lwo,111
2+ 

n=I 
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+ f (f nim~lw;.,nl2 + f n21w;.,,112) 
m=l n=l n=m+l 

< oo, 

00 

(55') lvo,o l2 + I: n 21vo,nl2+ 
n=l 

+ f (f C:) j lv~,nl2 + f lv~,nl2) 
m=I n=l n=m+l 

< 00. 

b) H"(f!) ED H 1
'-

1(n)$D(T) for 5 < r < 1 and T > 2. 

c) For Ti < T2 ~ 2 we have D(Ti)~D(T2). 
For 2 < T3 < T4 we have D(2)~D(T3) = D(T4). 

PROOF. As we mentioned above, on the left of (54) all the e2 space 
can occur (and no more). By Lemma 4 we get 

Rm,n(l) x(1f!) 1
/

3 forn5m 

x 1 for n 2: m 
and wm,n x 1n + n. 

It implies at once the statement a). If 1· > 2/3 then we can find a 
sequence w~1• 1 such that 

00 

"'"" 4. + 2 D mllwm,11 < oo, 
00 

L lwm,112'' 1 w~1.1 1 2 < oo 
1n=l 

because wm,l x m. Let the other w~,n be zeros and vo = O; then (55) 
holds i.e. (wovo) E D(T), however wort Hr(f!). Analogously for r < 1 we 
can construct a pair (wovo) E (Hr ED Hr-I)\ D(T), thus b) follows. To 
see the point c), observe first that the set D has a natural bijection to the 
moment sequences ( wo,o. vo,o. 1110111 , wi?1,11 , v~,n) and hence to the sequences 

( wo,o, vo,o, ~O,k• ~;,)) i.e. to the sequences arising on the left of (54). For 
this moment problem the inclusion corresponding to c) are proved in 121], 
hence the proof of Theorem 7 is complete. I 
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